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Resumen

Las microburbujas son empleadas como medios de contraste para el ultrasonido y sus oscila-
ciones su pueden describir bajo varios modelos. En la actualidad las microburbujas son altamente
utilizadas como contrastes ultrasénicos, para explorar con mejor claridad las cavidades que no
pueden ser detectadas a simple vista por la técnica de ecografia. En el capitulo 1 se da una breve
introduccién de los modelos a emplear, los objetivos y los antecedentes. En el capitulo 2 se presenta
con detalle las ecuaciones que modelan el comportamiento de las microburbujas del modelo lineal
y no lineal, evaluando los modelos matematicos que representan su comportamiento cuando son
sometidas a un campo acustico. En el capitulo 3 se obtienen resultados de la implementacién
de una simulacién capaz de recrear la conducta de una microburbuja bajo los efectos de ondas
ultrasénicas y su posterior acoplamiento tanto en el modelo lineal y como en el no lineal. En el
capitulo 4 se exponen los resultados obtenidos de las simulaciones de los modelos lineales y no
lineales para una sola burbuja y su posterior acople con varias burbujas. Por ultimo en el capitulo 5
se detallan las conclusiones logradas a partir de los resultados obtenidos. Se analizan las caracte-
risticas de las microburbujas con el fin de entender la dindmica de estds cuando son empleadas
como ecopotenciadores, los resultados que se obtienen contemplan una relacién uniforme con
los modelos lineales y no lineales; debido a que el tamafio de la burbuja y la separacién que existe
entre burbujas es siempre homogénea; a pesar de ello, es un punto de inicio para un futuro andlisis
donde estds caracteristicas puedan variar.

Palabras clave: microburbujas, resonancia, osciladores, fluidos, Ecuacién de Rayleigh Plesset,
Acople, respuesta en tiempo, respuesta en frecuencia.
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Abstract

Microbubbles are used as contrast media for ultrasound and their oscillations can be described
under various models. At present, microbubbles are highly used as ultrasonic contrasts, to better
explore cavities that cannot be detected with the naked eye by the ultrasound technique. Chapter 1
gives a brief introduction to the models to be used, the objectives and the background. In Chapter
2, the equations that model the behavior of the microbubbles of the linear and non-linear model
are presented in detail, evaluating the mathematical models that represent their behavior when
they are subjected to an acoustic field. In Chapter 3 results are obtained from the implementation
of a simulation capable of recreating the behavior of a microbubble under the effects of ultrasonic
waves and its subsequent coupling in both the linear and non-linear models. In chapter 4 the
results obtained from the simulations of the linear and non-linear models for a single bubble and
its subsequent coupling with several bubbles are exposed. Finally in chapter 5 the conclusions
reached from the results obtained are detailed. The characteristics of the microbubbles are analy-
zed in order to understand the dynamics of these when they are used as eco-enhancers, the results
obtained contemplate a uniform relationship with the linear and non-linear models; because the
size of the bubble and the separation that exists between bubbles is always homogeneous; Despite
this, it is a starting point for a future analysis where these characteristics may vary.

Keywords: microbubbles, resonance, oscillators, fluids, Rayleigh Plesset equation, Coupling, time
response, frequency response.
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1 Capitulo 1

Capitulo 1

Introduccion

Existen distintas técnicas no invasivas para la obtencién de imagenes médicas dentro de las
que se encuentran la tomografia axial computarizada, la resonancia magnética y la ecografia; son
procedimientos que se realizan frecuentemente para diagnosticar las diversas patologias y evaluar
el progreso de diversos tratamientos. [1]

Actualmente la ecografia es una herramienta muy efectiva para la obtencién de imdgenes médicas
debido a que los datos se obtienen en tiempo real, es un método seguro no invasivo y no utiliza
radiacion ionizante, es de un costo relativamente bajo y una tecnologia accesible. [2]

Los medios de contraste se han empleado durante mucho tiempo para potenciar las imagenes cap-
tadas por radiacion ionizante y resonancia magnética. Por otro lado, en el método de la ecografia
se emplean contrastes ultrasénicos o eco-realzadores, que son pequeias burbujas de tamafio del
orden de los micrémetros (microburbujas), llenas de aire capaces de generar un aumento de la
sefal ecogréfica, potenciando la informacién proveniente del ultrasonido. Debido a las caracteristi-
cas de resonancia, estabilidad, tamaiio e interaccién con el ultrasonido, las microburbujas son un
elemento tnico que incrementa la sefal actstica proveniente del sitio a explorar. [3]

El comportamiento de una microburbuja en un fluido se puede representar en una primera
aproximacioén como un oscilador arménico lineal, después considerando el amortiguamiento y la
fuerza externa que en el caso més general consiste en un oscilador forzado con amortiguamiento,
de los cuales se puede hacer una analogia entre la burbuja y un sistema masa-resorte.

i )
il O

Figura 1.1: Modelo masa resorte en analogia con una burbuja cuando es sometida a una onda acustica.
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El desplazamiento del resorte describe el movimiento de la pared de una burbuja, las constantes del
resorte k interpreta la capacidad de la pared de la burbuja de volver a su estado inicial, la constante
de amortiguamiento b se presenta como la viscosidad del fluido y la capacidad de la burbuja de
oponerse a la presién de la onda ultrasénica y por ultimo la fuerza impulsora Fj se expresa como
los cambios de presién actstica de la onda que afecta a la burbuja, como se muestra en la figura
1.1. La ecuacién de movimiento para el sistema masa resorte se convierte en la ecuacion(1.1). [4]

Fy .
E+2Poré +wie= Eoe_“”t (1.1

Donde Bo; = bror/2my b = by €s la constante de amortiguamiento, w es la frecuencia angular
del forzamiento y estara cercano a la frecuencia angular de resonancia de wg = v k/m [4]. Se re-
emplazan los valores correspondiente a cada una de las variables de la ecuacién (1.1) como se
contempla en la ecuacién (1.2) y el sistema puede ser generalizado a un conjunto de osciladores
acoplados para representar un ensamble de microburbujas.

mé + bé + ke = Fye '? (1.2)

Otro enfoque consiste en modelar la burbuja como un sistema no lineal. El modelo matematico
de Rayleigh-Plesset es una ecuaciéon movimiento aproximado no lineal, que describe la respuesta
de una burbuja esférica en un campo de presién variable en un liquido incompresible como se
muestra en la ecuacion (1.3). ([4]

s 3R* 1 20 Ry

i S|l -r) (7

Donde P, es la presién de vapor, pg que es la presién a la que se encuentra el liquido que rodea la

burbuja, o es la tension superficial del liquido, Ry es el radio inicial de la burbuja,x es el coeficiente

de dilatacién adiabdtico y p(¢) es la presién de la onda incidente; por lo tanto de la ecuacién (1.3)
se puede obtener el comportamiento no lineal de una burbuja.[4]

3k 20
+Pv—?—P0—P(l‘) (1.3)

En la presente investigacion se analizardn y evaluaran los modelos matemadticos adaptdndolos
a ensambles de multiples burbujas, comparando la respuesta de sus soluciones y las condicio-
nes que permitan simplificar los modelos; con el fin de examinar el comportamiento de varias
microburbujas como medios de contraste ultrasénico.

1.1. Planteamiento del problema y Justificacion

Lanecesidad del diagnoéstico correcto de las personas que presentan alguna dolencia, es de vital
importancia para aplicar un tratamiento o medicacidon adecuada, y son los equipos de diagnoéstico
los cuales facilitan la exploracién del cuerpo humano sin necesidad de utilizar métodos invasivos.
De este modo el campo de diagndéstico por imagenes médicas, tiene un gran aporte para determinar
el estado de salud de la persona. [8]

Es la ecografia (obtencién de imagenes por medio de ultrasonido), uno de los procedimientos més
empleados debido a su bajo costo, que no emplea energia ionizante,es facilmente reproducible
y brinda excelentes resultados cuando es realizado por un operador entrenado.[2] No obstante,
en la adquisicién de iméagenes por ecografia tiene limitaciones dependiendo de la regién que se
desea explorar y puede que no genere una imagen con suficiente detalle para dar un diagnostico
confiable por parte del médico especialista. [9]
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1.2. Justificacion

En los métodos de obtencién de imagenes médicas por radiacién ionizante y no ionizante
emplean distintos medios de contraste, para adquirir una mejor resolucién del 4rea a explorar; y
en el diagnostico de imdgenes por ultrasonido es el uso de diminutas burbujas quienes poseen
cualidades que afectan las caracteristicas y datos aportados por la sefial entrante, de tal forma que
pueden ser maximizados y discriminados con mayor precisién. [10]

Para conseguir una mejora de los detalles de las imagenes obtenidas por ultrasonido, una gran parte
de las investigaciones estdn enfocadas a la utilizacién de burbujas en un fluido viscoso, modelando
la respuesta de una sola burbuja para obtener una mayor informacién. Por lo tanto, se requiere
tener mds informacion de la respuesta del ensamble de microburbujas cuando son sometidas a una
onda de ultrasonido, ya que la unién de las microburbujas representa un mejor comportamiento
de estds en un fluido viscoso y ademaés su anélisis permitiria mejorar las caracteristicas que ofrecen
las microburbujas en el contraste, para incrementar la resolucién de la imagen obtenida.

El uso de microburbujas se emplea como eco-potenciadores en la ecografia, ya que posibilita
la mejora en la calidad de la imagen obtenida; debido a la desigualdad en la comprensibilidad de
los fluidos existentes (liquido y gas), presentan un aumento considerable en la reflexién de la onda
ultrasénica (ecogenicidad) con respecto a las propiedades de los tejidos que conforman la cavidad
a examinar por la técnica de ecografia. [5]

Por lo tanto, es importante el estudio de las caracteristicas y propiedades del ensamble de micro-
burbujas al momento de emplearse como eco-potenciadores para la obtencién de imagenes por
ultrasonido. Realizando un acople de microburbujas para los modelos lineales y no lineales se
intenta proporcionar un andlisis del comportamiento de muchas burbujas, por medio de una simu-
lacioén en un software; ya que usando este método se permite estudiar el sistema en condiciones
que son casi imposibles experimentalmente.

1.3. Objetivos

1.3.1. Objetivo general

Estudiar la respuesta de un ensamble de microburbujas bajo la influencia de un campo acustico
ultrasénico,simulado computacionalmente para determinar la relacién entre la sefial obtenida y
las caracteristicas asociadas al ensamble.

1.3.2. Objetivos especificos

» Identificar y analizar las variables que intervienen en los fenémenos relacionados con el
comportamiento de las microburbujas en un fluido viscoso.

= Evaluar los modelos matemadticos presentados para la descripciéon del comportamiento de
microburbujas en un fluido bajo el efecto de ondas ultrasénicas, generalizando los modelos
lineales y de Rayleigh —Plesset(no lineales) a una representacién de ensamble de multiples
burbujas y evaluando sus posibles simplificaciones permitiendo una descripcién sencilla
pero adecuada
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= Modelar burbujas como osciladores acoplados e implementar una simulacién capaz de
reproducir el modelo mads pertinente de los que se haya evaluado.

= Extraer y procesar los datos que arroja la simulacién referente a frecuencias de resonancia,
amplitudes de oscilacion y su relacién con los pardmetros de las burbujas tales como el radio,
su poblacién y entre otros.

» Analizar y comparar los datos obtenidos de la simulacién de los modelos lineales y no
lineales.

1.4. Antecedentes

Los medios de contraste ultrasénicos emplean grandes cantidades de microburbujas debido a
su propiedad de ecogenicidad, lo que impulsa notoriamente el campo de obtencién de imégenes
médicas por ultrasonido. En este sentido, el comportamiento de las microburbujas cuando son
sometidas a un campo acustico en un fluido, se describe en el trabajo de Ramirez, Jaicome, y Giraldo;
donde consideran el modelo de Rayleigh-Plesset, el cual explica la dindmica de las burbujas involu-
cradas en el fendmeno de cavitacion, que es el proceso de formacién de burbujas o cavidades en un
fluido a raz6n del decaimiento en la presién a una temperatura constante. Una vez se encuentran
estas cavidades en el fluido se da un proceso dindmico, el cual consta de crecimiento, decrecimien-
toy colapso. Esta dindmica da origen al modelo de Rayleigh —Plesset descrita en la ecuacién (1.4). [6]

27 _ (3R2 +RR’) (1.4)
R PL~ Poo—P 2 :

Donde p; es la presion al interior de la burbuja, po la presion del fluido que rodea a la burbuja, p
la viscosidad, o la tensién superficial y p es la densidad del fluido respectivamente.[6]

Para el desarrollo del trabajo Ramirez, Jicome, y Giraldo aplican tres fases: el preprocesamiento, la
solucién de ecuacionesy el postprocesamiento. En la primera fase, trata con el modelo matemaético
del problema, la geometria y la aplicacién de las condiciones para garantizar la convergencia de
los datos. En la segunda dan solucién de la ecuacién empleando aproximacién lineal para R, de
tal forma que la solucién en cada elemento puede ser escrita como una combinacién lineal de
funciones; y en la tltima fase dearrollan la etapa del postprocesamiento, que consiste en visualizar
y analizar los resultados encontrados. [6]

De los resultados hallados, obtuvieron que al discretizar la regiéon con més elementos, provo-
caron mayores oscilaciones y por ende una pérdida en la informacién de la evolucién del radio y
con respecto a la aproximacién lineal; la solucién de la ecuacién arrojo resultados que predicen
aproximadamente el comportamiento que se presenta en el fendmeno de la cavitacién en relacion
con el crecimiento, decrecimiento y oscilaciones que se presentan durante el tiempo de vida de las
burbujas y su colapso. [6]

Por otro lado las aplicaciones de las microburbujas como medio de contraste en ecocardiografia
por lo general contienen un gas, que al momento de realizar la ecocardiografia provee de una
mayor informacién que favorecen el diagnostico por parte del especialista potencia la informacién
proveniente del ultrasonido. En el trabajo de tesis doctoral de Parrales, M., describen que la mayoria
de los agentes de contraste ultrasénico estdn conformados por microburbujas que llevan consigo
un gas, los cuales son capaces de generar aumento de la sefial ecocardiogréfica, lo que potencia la
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informacién proveniente del ultrasonido. La causa por la cual, existe aumento significativo en las
imdgenes de ultrasonido, sucede porque la diferencia de densidad acustica de los estados liquidos
y gaseoso, son altamente reflectantes a ondas ultrasénicas; més que los estados sélidos y liquidos.
(5]

Parrales, M., estudia las ecuaciones que modelan la propagacién de ondas en un medio homogéneo
yla dindmica de las burbujas cuando son sometidas a una onda actstica; partiendo del anélisis de
la ecuacién que modela el comportamiento de micro burbujas en un fluido viscoso bajo el efecto
de una onda actstica (Ecuacién de Rayleigh-Plesset) ecuacion (1.5). [5]

rit+ 2 L (pat Poo) + = (R)_SK 2008 _, ER] (1.5)
) _poo Pa~ Poo oo Pgo Ry R U R .
y su posterior acoplamiento, ecuacién (1.6).
oL SR L iy gyl _(R,-)‘3" 20, R
T2 e Pai ™ Poo Poo Peoi Roi R; H 'R; (1.6)
1 X . : '
__Zpﬁ[R?(Tij)Rj(Tij)+2Rj(Tij)Rj2(Tij)]
Poo jzj Tij

Donde al linealizar la ecuacién (1.6) como se observa en la ecuacién (1.7), permite caracterizar las
propiedades de dispersiéon actstica de las burbujas.

Xi+2di X +wy; Xi=— > | Pai + ) PRy —— (1.7)
cofRy; i#i Tij

Mas adelante Parrales, M., realiz6 un montaje experimental que permite medir la frecuencia de
resonancia de estas burbujas a través del espectro de atenuacién de las muestras, con ese resulta-
do, conociendo el tamafio medio de burbuja y considerando a la nube como un medio efectivo
homogéneo; calculé analiticamente las oscilaciones colectivas y la dispersién actstica total.[5]

Los resultados se compararon con los obtenidos numéricamente y revelaron que las burbujas
oscilan de forma resonante para determinadas frecuencias, lo que implica una elevada dispersién
de energia acustica. Ya que la propiedad ecogénica convierte a las microburbujas en un excepcional
agente de contraste ultrasnico, no obstante, para que estas burbujas sean estables necesitan ser
recubiertas para evitar su disolucion. 5]

Por ultimo Parrales, M., concluye que el comportamiento real de las burbujas dentro de una
nube es mas complejo, puesto que las posiciones relativas varian como efecto de la excitacion
acustica. Sin embargo logré implementar un algoritmo que predice la formacién de agrupaciones
de burbujas en nubes cuando son excitadas actsticamente. 5]

En el presente proyecto que se titula Simulacion y andlisis del comportamiento de microburbujas
empleadas como eco-potenciadores en la sangre, se desea implementar una simulacién capaz de
representar el comportamiento de microburbujas acopladas cuando son sometidas por una onda
ultrasénica y como pueden ser aplicados los hallazgos para la mejora del mismo, teniendo en
cuenta las caracteristicas, propiedades y limitaciones de las microburbujas aportadas por los
documentos investigados.



6 Capitulo 2

Capitulo 2

Marco teorico

2.1. Movimientos oscilatorios

Cuando existen perturbaciones en un sistema, de tal manera que crea un movimiento periédico
y ademas el objeto que se encuentra perturbado (oscilando) regresa frecuentemente a una posiciéon
conocida dentro de un intervalo de tiempo fijo; se considera que el sistema posee un movimiento
oscilatorio. [11] En este proyecto se tienen en cuenta tres tipos de oscilaciones: movimiento armo-
nico simple, oscilaciones amortiguadas y oscilaciones forzadas; aplicado a un modelo de masa
resorte.

La ecuacién de dindmica para las oscilaciones en movimiento armoénico simple, describe la oscila-
cion de un bloque de masa m, en el cual se tiene en cuenta solamente las fuerzas que acttian con la
masay la constante del resorte k.

d%x

mﬁ+kx=0 (2.1)

Donde la solucién a la ecuaciéon de movimiento arménico simple (MAS) es:
x(1) = Acos(wt + ¢) (2.2)

Para la ecuacién de dindmica de las oscilaciones amortiguadas se presenta en la ecuacion (2.3),
donde aparece un efecto de amortiguamiento (factor de amortiguamiento b) que se suma a la
ecuacioén del MAS. En consecuencia el sistema ira perdiendo energia al transcurrir el tiempo, lo
que provoca que en un determinado instante el sistema deje de oscilar y se detenga. [11]

d’x

dx
kx+b—+m—5 =0 (2.3)
. dt mdt2

y la solucién para las oscilaciones amortiguadas es la siguiente:
x=Ae" P21 cos(wt + ) (2.4)

La figura 2.1 muestra el comportamiento de la ecuacién (2.3) , cuando la fuerza retardadora dada
por el factor de amortiguamiento es mas pequefia en comparacién con la fuerza restauradora dado
por la constante de elasticidad del resorte (cuando b es pequefio).[11]
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Figura 2.1: Gréfica de posicién en funcién del tiempo para un oscilador amortiguado (Serway y Jewett,
2008).

En relacién a la ecuacidn (2.3), existen 3 posibles casos en los que se considera el factor de amorti-
guamiento; tal y como se observa en la figura 2.2. El primer caso es cuando la magnitud que se ve
afectada por el factor de amortiguamiento es pequeno, tal que b/2m < wy, se dice que el sistema
estd subamortiguado figura 2.2. a. El segundo caso es que mientras el valor de b va aumentando, la
amplitud de las oscilaciones disminuye. Cuando b alcanza un valor critico tal que b/2m = wy, el
sistema una vez liberado se aproxima pero no pasa a través de la posicién de equilibrio; en otras
palabras el sistema no oscila y se dice que esté criticamente amortiguado ver figura (2.2).b. Y el
tercer caso es cuando b/2m > wy, el sistema no oscilard debido a que el factor de amortiguamiento
es muy grande y se dice que el sistema esta sobreamortiguado, ver figura 2.2.c. [11]

Figura 2.2: Gréfica de posicién en funcion del tiempo para un oscilador subamortiguado (a),oscilador
criticamente amortiguado (b) y oscilador sobreamortiguado (c).(Serway y Jewett, 2008).

Para obtener la ecuacién que modela las oscilaciones forzadas, se toma la ecuacién de oscila-
ciones amortiguadas (ecuacion (2.3)) y se iguala a la fuerza externa aplicada al sistema, como se
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contempla en la ecuacion (2.5).

d2
Fosin(wt) = kx+ b—x +m X (2.5)

e de?
La solucién para la ecuacion de oscilaciones forzadas es la misma que se emplea para el MAS,
ecuacion (2.2). [11] Donde m masa del objeto en movimiento, k es la constante de elasticidad del
resorte, b es el factor de amortiguamiento del sistema, Fj es la fuerza externa que se le aplica al
bloque para oscilar y w es la frecuencia angular de la fuerza externa, por lo general se expresa como
w =27 f para considerar la frecuencia f de la fuerza externa aplicada al sistema.

2.2. Par de osciladores acoplados

En esta seccidn se explica el modelo de sistemas acoplados, en primera instancia con dos masas
unidas mediante un resorte que dan representacién a dos osciladores acoplados y por ultimo, un
sistema idéntico pero para n osciladores.

2.2.1. Par de osciladores acoplados en movimiento arménico simple

En al figura 2.3 se presenta un modelo para dos osciladores acoplados. Para obtener la ecuaciéon
del comportamiento de este sistema, es necesario analizarlo por osciladores independientes,
primero en una masa 1 e interpretar las fuerzas que acttian alli; después en una masa 2 y repetir el
proceso.[12]

m?3

Figura 2.3: Modelo de un sistema de dos masas iguales, acopladas mediante resortes iguales (Guerrero de
mesa, 2005).

En el instante que se encuentran oscilando arménicamente, cuando los bloques se desplazan hacia
la derecha, el resorte que se encuentra fijo a una superficie vertical izquierda se estira provocando
desplace a una posicién en direccién a x; y tendré el mismo efecto para el resorte de en medio en al
direccion de x», produciendo que el resorte fijo a la superficie vertical derecha se contraiga. Se tiene
en cuenta el desplazamiento de los resortes debido a que es el medio en el que estdn acopladas
las masas, entonces para el modelo de la figura 2.3 [12] las ecuacién del oscilador 1 (masa 1) yla
ecuacion del oscilador 2 (masa 2) quedan respectivamente de la siguiente manera:

mfc'l = —kx1 - k(x1 - xg) (2.6)

mir =—kxy—k(x, — x1) 2.7)

Ahora expresando las ecuaciones (2.6) y (2.7) en términos de la frecuencia angular(wg =k/m), se
obtiene una forma abreviada para el sistema de ecuaciones diferenciales acoplado, porque una
ecuacion depende de la otra y viceversa, primero se sustituye la variable wg que este compartiendo



9 Capitulo 2

una diferencia de posicién x» — x; 0 x; — x» por w, que hard referencia al cambio de estado del
siguiente resorte (donde w. = wp), debido a que la fuerza generada en los resortes es proporcional
al desplazamiento que sufre. Se expresa en las ecuaciones (2.8) y (2.9). [12]
X1 +w(2,x1 +w%(x1 —x2)=0 (2.8)
X+ 3%+ W2 (Xp—x1) =0 (2.9)

La solucién para este tipo de ecuaciones, es necesario desacoplar los osciladores y analizarlo
independientemente como se menciono anteriormente, después se suman la ecuacién (2.8) con la
ecuacion (2.9) y se procede a realizar una sustitucion de variable (q; = x; + x2). [12] Como resultado
se obtiene:

q1+wgq1+0:0 (2.10)

Y al restar las ecuaciones (2.8) y (2.9), realizando una nueva sustitucion (g, = x; — x»).[12] Se obtiene
la ecuacién (2.11).

Gio + W3 G2 + 20262 = 0 (2.11)
es decir:

G+ (@3 +20%) 2 =0 2.12)

La solucién de la ecuacién (2.10) y la ecuacién (2.12) son ecuaciones de osciladores independientes,
con coordenadas de oscilacién de q; y g2 y sus respectivas frecuencias naturales w% = w% y wg =
w% +2w2.[12] Se pueden expresar de la siguiente manera:

G =-wiq (2.13)

Go = w52 (2.14)

La funcién que mejor satisface esta condicién vuelve a ser una funcién trigonométrica senoidal o
cosenoidal; en esta seccién se emplearé la representacién de las ecuaciones (2.15) y (2.16).

q1(t) = Ay cos(wy t+ 1) (2.15)

qo(1) = Ay cos(w2t+(/)2) (2.16)
A partir de las sustituciones que se utilizaron anteriormente (q; = X1 + X2 y g2 = X1 — X2), se empela
el método de sustitucién para hallar x; y x,. Donde se puede apreciar la solucién en las ecuaciones
(2.17)y (2.18). [12]
1
x(8) = 5[6]1“) +q2(1)] (2.17)
1
x(8) = 5[671(0 — q2(1)] (2.18)

Reemplazando las ecuaciones (2.15) y (2.16) en las ecuaciones (2.17) y (2.18), se obtiene que:

x1(8) = %[Al cos(wit+¢y) + Az cos(wat + ¢2)] (2.19)

Xo(1) = %[Al cos(wit+¢y) — Az cos(wat+ ¢o)] (2.20)
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2.2.2. Par de osciladores acoplados amortiguados

Partiendo del ejemplo anterior el cual era una sistema ideal, ahora actuara una fuerza resistiva
que sera la friccién de la forma —bx; y —bX», teniendo en cuenta que el sistema necesita oscilar
y para ello el factor de amortiguamiento debe ser menor a la frecuencia de resonancia del sis-
tema de modo tal que presente un sistema subamortiguado. Sumando la fuerza resistiva a las
ecuaciones (2.8) y (2.9).[12] Las nuevas ecuaciones de movimiento para el bloque 1y el bloque 2
respectivamente, son las siguientes:

X1+ bxp +w(2,x1 + w(z)(xl —x2)=0 (2.21)

Xy + bXp + W5 Xz — w5 (X1 — X2) =0 (2.22)

Al realizar el reemplazo de variables que se uso antes (q; = x1 + X2, g2 = X1 — X2, a)g =Wy w% =
w% +2w?2). Se procede a realizar el mismo procedimiento para el par de osciladores acoplados en el
movimiento armoénico simple. [12] Se suman las ecuaciones (2.21) (2.22) y se obtienen las ecuacion
(2.23) ahora se restan y se obtiene la ecuacion (2.24).

L'].l + bql + (1)(2)(,]1 +0=0 (2.23)

G + bz + (5 +20%) G2 = 0 (2.24)

Donde la solucién son las ecuaciones (2.15) y (2.16) agregando el factor de amortiguamiento (e‘g n,
entonces las solucién general a las ecuaciones (2.23) y (2.24) son respectivamente:

q1(D) = Are™ 2 cos(@ t + 1) (2.25)

G2 (D) = Are™ 2" cos(Wat + o) (2.26)

Al reemplazar las soluciones en las ecuaciones (2.23) y (2.24), teniendo presente que wy = vV k/m es
la frecuencia angular fundamental, por lo tanto la frecuencia angular para un par de osciladores
acoplados no amortiguados son:

o (b)) 2.2
w1 = wO - (%) ( . 7)
b 2
&2 = W +20% = || wi- (2— + 202 (2.28)
m
Y la solucién puede ser escrita de la siguiente manera:
1
x1(1) = E[ql(t) + g2 (1)] (2.29)
1
x2(8) = E[Ih(t) = q2(1)] (2.30)

Al reemplazar las ecuaciones (2.25) y (2.26) en las ecuaciones (2.29) y (2.30) se tiene que:

x1(0) = ~[Are 2! cos(wy £ +d1) + Are 2 cos(wat + o)) 2.31)

Xo(£) = =[Are” 3! cos(wy £ + 1) — Aye= 2! cos(wat + )] (2.32)

N|—= DN =
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2.2.3. Par de osciladores acoplados forzados

En este momento se toma como ejemplo la figura 2.3, a la cual se le va aplicar una fuerza
externa desde el primer bloque para compensar la perdida de energia debido a la fuerza resistiva
(friccion). Por lo tanto a las ecuacion (2.21) se le suma esta fuerza externa.

Entonces las ecuaciones de movimiento para un par de osciladores acoplados forzados y amor-
tiguados se expresan en las ecuacion (2.33) para el bloque 1 y la ecuacién (2.34) para el bloque
2.[12]

X1 + by + w2 x) + wi(x] — X2) = Fysin(w) (2.33)

X + bXa + W5 X2 + w2 (x2 — X1) = 0 (2.34)

Al realizar un procedimiento idéntico que se aplico en el oscilador acoplado y amortiguado, se
hace el reemplazo de variables (g1 = x1 + X2, g2 = X1 — X2, 03 = w1 y W5 = W3 + 2w2). (Guerrero de
mesa, 2005). Se suman y se restan las ecuaciones (2.33) y (2.34); como se observa en la ecuaciéon
(2.35) parala suma y la ecuacién (2.36) para la resta.

¢ + b + w5q1 +0 = Fysin(wt) (2.35)

Gio + bz + (W§ +20%) G2 = Fysin(w?) (2.36)

La solucién para las ecuaciones (2.35) y (2.36) es la misma que se empleo en la secciéon 2.2.2
(ecuaciones (2.25) y (2.26)), por lo tanto el procedimiento es similar, varia en que se reemplazan las
soluciones obtenidas de x; (t) y x2(¢) de las ecuaciones (2.31) y (2.32); en la ecuaciéon que modela el
movimiento del sistema de un par de osciladores acoplados forzados (ecuaciones (2.33) y (2.34)).

2.3. Laburbuja como un oscilador

En los osciladores amortiguados mencionados en secciones anteriores, necesitan de una fuerza
externa peri6dica para oscilar y comportarse como un oscilador forzado. Cuando se relaciona la
burbuja a los modelos de masa resorte, se tiene en cuenta que la burbuja en un liquido contendra
un fluido (liquido, vapor, gas o una mezcla de todas) que proporciona una resistencia que acttia
como fuerza de restitucion.[4]

2.3.1. Modelo de la burbuja

Para tener claro lo que se desea expresar con el modelo de la burbuja y su analogia con el
sistema masa resorte, se tendrd en cuenta la figura 2.4 Sin prescindir de que la burbuja se toma
como un sistema el cual puede colapsar si se expande o se comprime mas alld de su punto de
restauracion y ademads sufrird una pequena sacudida (impulso inicial o perturbacién minima).

La figura 2.4. a) se aprecia un resorte fijo a una superficie horizontal en estado libre y el otro
extremo sin una masa y el cual posee una longitud inicial /y. b) Se observa el mismo resorte fijo,
pero esta vez con una masa lo que provoca que el resorte sufra un desplazamiento equivalente a
(I - 1lp) (Posicion o estado de equilibrio) por la constante de elasticidad &, se igualan fuerzasy se
obtiene la ecuacion (2.37) y en c) se encuentra el resorte y la masa cuando sufren una sacudida en
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consecuencia el resorte se desplaza un poco masy se representa con (I — [, + €) por la constante de
elasticidad k. [4]

c)
i

—

k(il-lo+¢)

l

mg

m

B i e Tt T S S —

Figura 2.4: Modelo de un sistema masa resorte en analogia con una burbuja (T. G. Leighton, 1994).

mg=k(l—-1,) (2.37)

La figura 2.5 se puede ejemplificar en una perspectiva mas comprensible de la burbuja y la distancia
r en relacién a su contenedor donde acttian dos fuerzas, una es la fuerza de restauraciéon que es
cuando el sistema se encuentra en estado de reposo o equilibrio y se puede representar en términos
de algin desplazamiento en € (la pequefia sacudida) pero en direccién contraria, ecuacién (2.38).
La otra es la fuerza aplicada debido a la pequefia sacudida que provocara algiin desplazamiento en
€, ecuacion (2.39).[4]

Fs=—ke (2.38)

F, = ke (2.39)

La figura 2.4.c se presenta la burbuja cuando pasa del punto de equilibrio y se mueve en algtin
punto del espacio "e", por lo tanto el sistema se encontrara oscilando.[4] Se aplica la segunda ley
de newton para algin desplazamiento en ¢, de la siguiente manera:

Y F=mg—-k(-1Iy+¢€) = mé (2.40)

Se reemplaza la igualdad "mg"del sistema en estado de equilibrio de la ecuacién (2.37) en la
ecuacion (2.40).

k(1—1p)—k(l—1y+€)=mé (2.41)
Se simplifica la ecuacién (2.41) y se obtiene que:

mé+ke=0 (2.42)



13 Capitulo 2

MINIMO RADIO
DE LA BURBUJA

DE LA BURBUJA

LIQUIDO

Figura 2.5: : Modelo de un sistema aplicado a una burbuja (T. G. Leighton, 1994).

La ecuacioén (2.42) es la ecuacién de movimiento en una burbuja para un oscilador no amortigua-
do.[4] Donde la solucién particular a esta ecuacién es:

€= Ae!™! (2.43)

Si se sustituye la ecuacion (2.43), en la ecuacién (2.42). (Ver anexo 1). Se obtiene que:

Wi = £ (2.44)
m

wy es la frecuencia circular y representa la frecuencia de resonancia del oscilador en la burbuja (wg =
Vv k/m). Entonces, dos soluciones matemadticas son posibles para la oscilacién en una distancia e:

€= A1 4 Ay i®0! (2.45)

Empleando las funciones trigonométricas circulares (2cos x = e'* + e~**) en la ecuaci6n (2.45), se
obtiene la solucién al sistema de dos masas acopladas:

€e=2Acos(wgt—¢) (2.46)

2.3.2. Ecuaciéon de movimiento de la burbuja (Marco de radio y presion)

De acuerdo a la ecuacion (2.5), del movimiento de un oscilador amortiguado y forzado; repre-
senta de igual manera, la ecuacién de movimiento para una burbuja como oscilador amortiguado
y forzado.

meR€+bRpR5+kRpRe :PAei“’t (2.47)
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La ecuacién (2.47), muestra la ecuacién de movimiento para una burbuja cuando esta se encuentra
en un liquido viscoso y es perturbada por una onda sonora de presién; en consecuencia el radio de
la burbuja cambiara entorno a la onda incidente. Obteniendo una relacién en la ecuacién de radio
y presion (sufijo RP).[4]

Constante de elasticidad (kgp)

Se considera el cambio de volumen de la burbuja debido a el cambio de presién fuera de la
burbuja, en donde la onda de presién incidente ocasionara que la pared de la burbuja sufra una
extension y debido a la rigidez de la burbuja tendré origen una fuerza que se opone a la onda; sin
embargo, dicha burbuja mantendrd su volumen constante. La rigidez o constante de elasticidad
de la burbuja se puede obtener considerando el coeficiente de dilatacién adiabatico x, la presién
inicial en la que se encuentra el fluido py y el radio de la burbuja en estado estable Ry.[4] de la
siguiente manera:

3xpo
Ry

krp = (2.48)

Masa (mpgp)

Por lo general la masa se expresa en unidades de gramo, libra u onza. Hay que buscar una
masa anéloga al sistema masa-resorte, que se adapte al marco de radio - presién; ya que cuando se
habla de burbujas, no es posible tomar como referencia la masa del gas contenido o la burbuja
misma como masa, y es complicado determinar su masa con los métodos convencionales, mas
si la burbuja posee un tamafio cercano a los micrémetros, por lo tanto es necesario buscar una
cantidad andloga a la masa.

En el momento en que la burbuja entra en contacto con el liquido viscoso produce un desplaza-
miento en la superficie del mismo, por lo tanto la burbuja esta generando una presién sobre el
fluido. La relacién entre la presién que se ejerce y la velocidad con que atraviesa, da la impedancia
acustica especifica que es una caracteristica del medio y del tipo de onda que lo esta cruzando,
ademads genera en el fluido una inercia que actiia como una masa radial donde se relaciona la
densidad del fluido que le rodea p y el radio de la burbuja Ry, por lo tanto se relaciona con el marco
de radio y presion.[4]

mprp = pRy (2.49)

Constante de amortiguamiento (bgp)

La constante de amortiguamiento de la burbuja actuardn dos factores; uno dado por la resis-
tencia de la pared de la burbuja (amortiguamiento radial b, ,4) y el otro que influye es la viscosidad
del fluido en el que se encuentra la burbuja (amortiguamiento viscoso by ;s), cuando es perturbada
por una onda presién sonora.

El amortiguamiento radial es cuando se considera el potencial de velocidad en un fluido com-
presible alrededor de una burbuja (al ser comprensible afectara el radio de la burbuja) y esta
relacionado con el flujo de energia por unidad de area.[4] por lo tanto el factor de amortiguamiento
radial es:

2 p2
pw” Ry (2.50)

rad =
C
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Donde p es la densidad del fluido que rodea la burbuja, w es la frecuencia angular o circular del
fluido, Ry es el radio inicial de la burbuja y c es la velocidad del sonido en el medio en el que se
encuentra la burbuja.

El amortiguamiento viscoso, puede ocurrir en la superficie liquida de la pared de la burbuja,
donde un exceso de presién causara que aumente el volumen de la burbuja lo que conllevara a que
disminuya el espesor y aumente el area de las superficie tanto interna como externa de la pared de
la burbuja. Cuando la burbuja se contrae, sucede lo contrario.[4] La ecuacién (2.51) modela este
fen6meno para un marco de radio y presion teniendo presente la viscosidad del fluido 7.

_4n

D,ic=
vis Ry

(2.51)
Obteniendo el amortiguamiento radial y viscoso, se suman para obtener el amortiguamiento total
que tendré el modelo de la ecuacién de movimiento de la burbuja como un oscilador.

bRP = btot = bvis + brad (2.52)

2.4. Laburbuja como un oscilador no lineal

Como se explico en el capitulo 1, la ecuacién (1.3) modela el comportamiento no lineal para una
burbuja dada por el modelo de Rayleigh Plesset, donde se tienen en cuenta las distintas presiones
que intervienen en el proceso para establecer la ecuacién de movimiento no lineal de la burbuja.[4]

2.4.1. Ecuacioén de Rayleigh-Plesset

En un modelo donde la presiéon en el liquido cambia a un estado py de manera tal que, fuera
de la burbuja tiene valor de presién pr. Dado que el cambio es casi estético, la presién en todo el
liquido debe ser espacialmente uniforme y, por lo tanto, igual a p;. La respuesta del cambio en el
liquido debido a la presidn, consiste en que el radio de la burbuja cambiaré de Ry a R. Teniendo en
cuenta que p, es la presion de vapor y es aquella cuya fuerza del gas en el interior ejerce presién en
la fase liquida de la burbuja, o es la tensién superficial del liquido y multiplicado por 4 debido a
que hay dos interfaces ya que es una burbuja de albumina humana en sangre, pg . es la presion
de gas en equilibrio dentro de la burbuja, py es la presién hidrostética en e fluido y por tltimo la
presién del gas dentro de la burbuja estard dado por la ecuacién (2.53).[4]

Pg = Pge(Ro! R)** = (pg +40 /Ry — p,) (Ro/ R)*F (2.53)

Suponiendo que el gas obedece a una ley politrépica, donde se describen los procesos de expansion
y compresion en el que existe una transferencia de energia tanto en el interior como en el exterior
del contenedor de un gas; ahora la presién en el interior de una burbuja sera proporcional al
termino de presién vapor, como se relaciona en la ecuacion (2.54).[4]

pi = (po+40/Ry— p,) (Ro/R** + p,, (2.54)

Por lo tanto la presion en el exterior de la burbuja, se obtiene considerando la presion total en
el interior de la burbuja de la ecuacién (2.44) menos un factor que se le opondr4 a la fuerza del
gas, que es la presion ejercida por la tensién superficial de la capa de la burbuja que a su vez esta
relacionado directamente con su extensioén y compresién (ps = 20/R), como se muestra en la
ecuacion (2.55).[4]

pL=(po+40/Ry— p,)(Ro/R** + p, —40/R (2.55)
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Debido a que el radio de la burbuja varia en el tiempo por la presién aplicada en el fluido, el proceso
adquiere energia cinética “Ey” representada en la ecuacion (2.56).[4]

Ej = (1/2)pf ianr’dr (2.56)
R

Usando la condicién de incompresibilidad liquida (donde un fluido incomprensible es aquel
cuya densidad permanece constante al transcurrir el tiempo a razén de que, puede oponerse a la
compresién bajo cualquier influencia 7/R = R?/r?) tal que p es la densidad del fluido y se puede
integrar la energia cinética de la ecuacion (2.56) obteniendo 27 R®R?p esto se iguala la integracién,
entre la diferencia de la presion total del exterior de la capa de la burbuja py yla fuerza de la presion
emitida por la burbuja po, (que serd igual a po, = po + p(£)), se obtiene la ecuacion (2.57). [4]

R
f (PL — Poo)ATR?dR = 2R3 R?p (2.57)
Ry

Aplicando una derivacién a las variables de la ecuacién (2.57) con respecto a R. Como se observa
en la ecuacion(2.58).
d(R?) 10R?
= —=2R
OR R Ot

(2.58)

De la ecuacion (2.58), es posible obtener una ecuacién no lineal que relaciona las presiones y el
cambio del radio en el tiempo, como se ve en la ecuacién (2.59).

- 3R? .
PLZPoo _ 2% | pp 2.59)

[4 2

Un aumento en la presién del fluido causara que la burbuja se contraiga. Como consecuencia, las
dimensiones de la burbuja cambiaran, y existird un nuevo punto de equilibrio para que la burbuja
conserve su forma. Esta posicién de equilibrio es estable, ya que la presién positiva ayudard a la
presién de tension superficial a confinar el gas.[4]

Ahora se reemplaza la ecuacién (2.55) y la presién emitida por la burbuja p, que es igual a
Poo = Po + p(2), para obtener el modelo de Rayleigh-Plesset dada en la ecuacién (2.60), donde p()
es la presion externa de la onda actstica.[4]

RR’+3R2—1( + 2 )(R°)3k+ i 0 (2.60)
2 _P po Ro Pv R Pv R pPo—p .

2.4.2. Ecuacion de Rayleigh-Plesset y el efecto de la viscosidad

El efecto de la viscosidad influye en el modelo como un factor de amortiguamiento, el cual
afecta directamente la velocidad a la que se expande o se contrae la burbuja y adyacente a este la
posicion de la pared de la burbuja. Por lo tanto es una fuerza que se opone a la presion total que se
ejerce en el exterior de la burbuja.[4] Entonces la ecuacién de Rayleigh Plesset se ve modificada por
este efecto de viscosidad de la siguiente manera:

3R? 1 20 Ro\* 20 4nR
—Pv R + Py

RR+—=— — —— ——— —py—plt 2.61
+2 ) 190+R0 p po—p(1) (2.61)
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2.5. Indice mecdnico

El indice mecénico es un factor cuyo propésito es el de indicar la probabilidad de perturba-
ciones en la onda incidente cuando entra en contacto con la superficie a explorar. Dicho de otra
manera, las ondas de ultrasonido incidente genera una presién que pueden crear un crecimiento
de una cavidad de liquido (una burbuja ajena a las del contraste). [13]

Al tratar con microburbujas, el indice mecanico se relaciona con la cantidad de presion "P,4"que la
onda ultrasdnica ejerce sobre una burbuja durante un ciclo " f"[14]

Entonces el indice mecédnico se puede calcular con la ecuacién (2.62), usualmente la presion
de la onda empleada en ecografia esta en el orden de los MPay la frecuencia en M Hz. [4]

o
Im= M) (2.62)
(wz)
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Marco empleado de la burbuja

Considerando la burbuja como un oscilador de masa resorte en movimiento armoénico, amor-
tiguado y forzado, se puede modelar una ecuacién de movimiento para dicha burbuja, Pero los
pardmetros constantes que son propias del sistema cambiaran entorno al tamafio de la burbujay a
las propiedades del liquido que le rodea; asumiendo esto, la onda de perturbacién externa puede
ser una fuerza o una onda de presién actstica y el desplazamiento puede ser en volumen o el radio
desplazado.[4]

Por lo tanto existen cuatro ecuaciones que pueden modelar el fenémeno de la burbuja (Ver anexo
2). Cada una de las ecuaciones con su respectiva masa, amortiguamiento y elasticidad tinicos;
obtenidos del andlisis de su respectivo marco. Donde la presién acustica en equilibrio es la relacién
entre la fuerza actstica aplicada sobre la superficie de la burbuja (el area de la superficie) [4] como
se observa en la ecuacion (3.1).

Fpo=Pa*4nR2 (3.1

La ecuacion (2.47) relaciona el desplazamiento del radio de la burbuja bajo el efecto de una onda
de presién acutstica (dindmica de la burbuja a partir de se radio y presién) y es la mds viable para
satisfacer el modelo de la burbuja, teniendo en cuenta los pardmetros que se poseen.

3.2. Identificacion de los parametros y constantes de la ecuacion de la
burbuja

Partiendo de la ecuacion (2.47) que modela la ecuacién de movimiento de una burbuja en
marco de radio presion, se consideran los aspectos que se comportaran como constantes en la
ecuacion debido a las propiedades y caracteristicas de la burbuja y del medio en el que se encuentra,
como lo son: la masa m, el factor de amortiguamiento b, la constante de elasticidad k, la frecuencia
angular o de resonancia wg y la presion de la onda externa P4.

El radio de la burbuja Ry estard entre 1 y 5 um; debido a que es el tamafio necesario para atravesar
la barrera pulmonar y puedan llegar hasta el corazén sin colapsar y sin provocar dafio alguno. [14]

La densidad p y la viscosidad i son propiedades caracteristicas de una sustancia, y la de la sangre
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se encuentra definida en muchos textos, en este proyecto se elige trabajar con un rango de 1050 -
1069 % parala densidad y de 4 1073 Pa.s para la viscosidad.[15]

La frecuencia angular w, es la del fluido que estard afectado por la onda incidente, por lo tan-
to serd una frecuencia idéntica a la de resonancia de las burbujas "w = wo"(T. G. Leighton, 1994).Y ¢
es la velocidad del sonido en la sangre, cuyo valor se aproxima a los 1 460y 1650 *¢ a la temperatura
constante del cuerpo de 37 °C. [16]

Debido a que la burbuja se encontrara en el torrente sanguineo, la presiéon del liquido fuera
de la burbuja py se toma como un méximo de la presién arterial normal maxima, que en una
persona adulta es de 120 mm Hg que es la tensién durante la fase sistélica del corazoén. [17] El coefi-
ciente de dilatacién adiabético « es de 1.4, es adimensional y funciona casi para todos los fluidos. [4]

Ahora para obtener los valores correspondiente a la masa (ecuacion 2.38) y la constante de elastici-
dad (ecuaci6n 2.39) se sustituye cada uno de los valores de sus variables. Se obtiene una masa de
0,0042%, una constante de elasticidad de 16, 8%.

Cuando se hable de frecuencia angular wy, serd entorno a la frecuencia de resonancia de la burbuja
debido a que cuando este valor es cercano al de resonancia, se pueden presentar oscilaciones en la
burbuja sin colapsar. [4] Donde w es igual a 1,9915 = 106%.

Para obtener la frecuencia de resonancia, se emplea la igualdad que relaciona la frecuencia angular
con la frecuencia de la onda, de la siguiente manera:

wo =27 * fy 3.2)

Despejando la frecuencia y reemplazando wg con su respectivo valor; se obtiene una frecuencia de
resonancia fy de 0,31695M H z.

A causa de que la frecuencia de resonancia de las microburbujas es pequefia, en comparacién con
las frecuencias que trabajan usualmente los ecégrafos (1 —20M Hz).[18] La frecuencia de la onda
incidente sera de un valor cercano a dicha frecuencia de resonancia, por lo tanto la frecuencia a
emplearesde 1M Hz.

El factor de amortiguamiento total se emplea sustituyendo los correspondientes valores de las
variables en las ecuaciones (2.50), (2.51) y (2.52); aportando un coeficiente de amortiguamiento de
4043,6 adimensional.

Ahora la presion aplicada de la onda externa ejercida por el transductor del ultrasonido, se obtiene
a partir del indice mecanico que mejor provea de informacién. Al poseer un indice mecanico entre
0.2 y 0.7 ocurren oscilaciones no lineales y la onda de ultrasonido crea una segunda armoénica de la
frecuencia incidida en la burbuja. La sefial del contraste sera la de una burbuja especifica.[14]

Py=+/f*Im=>547,72KPa (3.3)

Despejando la presion de la ecuacién (2.62) donde se toma un indice mecénico de 0.3, ya que esté
en el rango permitido de indices mecéanicos donde se pueden tener oscilaciones no lineales de
importancia, por lo tanto se obtiene que la presién aplicada es de 543,72K Pa, como se observa en
la ecuacion (3.3).
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Ya que las burbujas empleadas como eco-potenciadores necesitan de un didmetro inferior a
los diez micro metros, se emplean distintas sustancias para conseguir este tamafno; una de las
mads empleadas se encuentra la albumina humana cuya composicion es ideal para la creacién de
estas micro burbujas. Lo mas cercano a la albumina humana, es la albumina de suero bovino cuya

tension superficial "o", esta alrededor de los 72% .[19]

Parametro Variable valor
Radio inicial de la burbuja Ry 4um
Densidad del fluido 0 1059 %
Viscosidad del fluido n 4mPa.s
Velocidad del sonido en la sangre c 154077
Presion del liquido en reposo Po 120mmHg = 16000Pa
Coeficiente de dilatacion adiabéatico K 1,4
Masa (inercial) de la microburbuja m 0,0042K—‘§
Coeficiente de elasticidad de la microburbuja k 16,8%
Frecuencia angular de resonancia Wo 1,9915 106%
Frecuencia de resonancia fo 0,31695MHz
Frecuencia de la onda incidente f 1MHz
Coeficiente de amortiguamiento bioral 4043,6
Indice mecénico Im 0,3
Presion de la onda ultrasénica Py 547,72KPa
Tension superficial o 73"‘71\7

Tabla 3.1: Valores de los pardmetros para la ecuacion del marco radio - presién de la burbuja

3.3. Respuesta en el tiempo del modelo lineal de la burbuja

Antes de aplicar completamente la ecuacion (2.47), se analiza su comportamiento en movi-
miento armoénico simple y el oscilador amortiguado sin el efecto de la onda incidente.

mppRe + krpRe =0 (3.4)

meR€+bRpR€+kRpR€=0 (3.5)

Creando un cédigo en MATLAB utilizando el comando dsolve, que resuelve una ecuacion o siste-
ma de ecuaciones diferenciales ordinarias; se consigue la respuesta de una sola microburbuja con
la condicién inicial de que R(0) = R para el caso de la ecuacion (3.4) (MAS) como se contempla en
la figura 3.1 en la cual la amplitud no cambia y para la ecuacién y (3.5) (amortiguado) donde se
observa la respuesta en el tiempo en la figura 3.2 que debido a los pardmetros establecidos para el
sistema lo dejan en una configuracién de subamortiguamiento, la cual es limitada en el tiempo.
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Amplitud [m]

Figura 3.1: Respuesta en MAS para una microburbuja, auna f =1MHz
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Figura 3.2: Respuesta en oscilaciones amortiguadas para una microburbuja (sistema subamortiguado) a

una f=1MHz
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Amplitud [m]
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Figura 3.3: Respuesta en oscilaciones forzadas para una microburbuja

Para el sistema forzado, se muestra primero con una frecuencia de 1 MHz como se muestra
en la figura 3.3, la cual es la minima frecuencia de los dispositivos de ecografia. El sistema oscila a
dicha frecuencia y presenta una perturbacién inicial. Esta se debe a que la solucién general del
sistema consiste en una superposicién de la solucién del sistema sin forzamiento ( ecuacion (3.5)
del sistema amortiguado ) y la solucién con forzamiento ecuacién (2.47), la cual es una solucién
armonica con la frecuencia de la onda incidente. La perturbacién es limitada en el tiempo asi como
el comportamiento del sistema subamortiguado. El sistema forzado en la frecuencia de resonancia
presenta una amplitud mayor que el radio de la burbuja, lo cual no tiene sentido. En ese caso se
puede decir que este modelo representa una burbuja oscilante indestructible.

Amplitud [m]

«10°3

Oscilador Forzado para una burbuja

0.5 1 1.5

Tiempo [s]

%103

Figura 3.4: Respuesta en oscilaciones forzadas para una microburbuja, cuando f = fj

Y en la figura 3.4 se puede observar la respuesta en el tiempo de la ecuacién (2.47) cuando la
frecuencia de la onda incidente es igual a la frecuencia de resonancia de las microburbujas, donde



23 Capitulo 3

al ser un sistema resonante se presenta una suma drdstica en las amplitudes en comparacién
con el radio de una burbuja de tan solo 4um y también se superponen la solucién al sistema sin
forzamiento y la solucién forzada, en la que, el efecto ahora es que la amplitud inicial es menory
aumenta a medida que pasa el tiempo

3.4. Distancia entre burbujas

Si se desea modelar el acoplamiento entre microburbujas es necesario conocer la interaccion
entre estas microburbujas que relaciona la presién de onda irradiada de una burbuja a otra burbuja.
Por lo tanto es necesario identificar la distancia a la que se encuentran las microburbujas unas de
otras.

Una de sus caracteristicas es que, en un mililitro de contenido total de solucién dispersa pa-
ra ser suministrada via intravenosa, hay un contenido de microburbujas que ocupa un volumen
total de 8uum. [20]

Ahora es necesario identificar cuantas burbujas hay en total en la solucién de un mililitro. Pa-
ra este caso se asume que es una esfera y se emplea el volumen de una esfera (Vesfera = %nrg) y
se relaciona con el volumen de concentracion de las burbujas (VCpyrpyjas) €n el contenido total;
como se ve en la ecuacion (3.6).

Vcburbujas
Nburbujas = v f_ (3.6)
esfera

Reemplazando los valores correspondientes a cada variable, teniendo en cuenta que un mililitro
es igual a un centimetro cubico; se obtiene una cantidad total de microburbujas de 29°841.551
microburbujas. Se deja la concentracién de burbujas en mLy el radio de la burbuja en ¢m, para no
tener complicaciones con las unidades; como se evidencia en la ecuacion (3.7).

8x103mL
Npurbujas = 7 =29841551, 83 (3.7)

3*m* (4%1071cm)3

Se supone que las burbujas estardn distribuidas uniformemente en el contenido total de la mezcla
(ImL), entonces habran tantas separaciones como la cantidad de burbujas. Para encontrar la
distancia entre las burbujas se asume que la distancia tomard forma de un cubo, unido a 6 esferas
(una por cada cara); por lo tanto cada esfera estard conectada por medio de un cubo (el medio en
el que se encuentra es la sangre) como se muestra en la figura 3.5

Las microburbujas estardn dispersas de manera homogénea dentro de la totalidad de la mezcla,
entonces la cantidad de volumen del liquido sobrante (V Lgopranse) de la mezcla es de:

VLsobrante = Vrotal — Vcburbujas (3.8)

Reemplazando los valores correspondientes:

VLsobrante = 1mL—8uL =0,992mL (3.9)
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Figura 3.5: Distribucién uniforme de las microburbujas en la mezcla del medio de contraste en la que la
distancia se determina como la arista de los cubos los cuales representan el espacio entre burbujas

Ahora para averiguar el valor de la distancia que hay entre microburbujas, basta con encontrar la
arista del cubo que separa cada microburbuja. Para esto, se halla el volumen del cubo (V,,3,) de la
siguiente forma:

VL
Veubo = W (3.10)
burbujas
Sustituyendo los valores correspondientes:
0,992mL _8
Veubo = ——=—==3,324%10""mL 3.11
cubo = 59841551 G0

Ahora se procede aplicar una raiz cubica al volumen del cubo, para obtener su arista como se
muestra en la ecuacion (3.12).

Arista= /Veupo (3.12)

Sustituyendo el valor correspondiente:

Arista= /3,324 % 10-8¢m3 = 0,00321cm = 0,0000321m (3.13)
La distancia r que existe entre cada microburbuja es de:

r=32,1um 8.14)

3.5. Modelo lineal de un par de burbujas acopladas

De la ecuacién (2.47) se realiza un acople para dos burbujas, en este caso se presume un acople
debido a la interaccion entre burbujas por el medio en el que se encuentran (sangre).

El acoplamiento por medio de la sangre es aquel, donde se toma en cuenta la presién irradiada de
una burbuja hasta la otra burbuja; por lo tanto no estara dado por el radio inicial de la burbuja,
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sino que por la distancia "r"que hay entre estas burbujas. [4] Donde krpacp €s la constante de
elasticidad de acoplamiento y sera igual a :

3xPpo

krpacp = (3.15)
Las ecuaciones de movimiento que modela el acoplamiento de dos burbujas por medio de la
sangre, se ven en la ecuacion (3.16) para la primer burbuja y la ecuacion (3.17) para la segunda
burbuja, donde los signos se deben a que la onda de presién externa y la onda de presién irradiada
por una burbuja; ambas estdn entrando a una segunda burbuja y viceversa.

MppRe1 + brpRe1 + krpRe1 + krpacpRez = —Pae™" (3.16)

MppRea + brpRez + krpRe2 + krpacpRe1 = —Pae™" (3.17)

Sustituyendo los valores correspondientes a cada variable de las ecuaciones (3.16) y (3.17) e imple-
mentandolas en un cédigo en MATLAB y utilizando el comando dsolve, que resuelve la ecuacion
de manera simbdlica donde hay que especificar la variable a resolver; se obtuvo la respuesta de
dos burbujas acopladas por el medio, bajo el efecto de una onda de ultrasonido tal y como se
contempla en la figura 3.6 y 3.7.

Segun el procedimiento del anterior caso, si la frecuencia de la onda incidente es idéntica a
la frecuencia de resonancia de las microburbujas; la grafica presentard un comportamiento ascen-
dente en su oscilacién en los primeros instantes y después tendrd a comportarse arménicamente
como se ve en la figura 3.8 y 3.9, ya que es un sistema resonante se nota un incremente exagerado
de las amplitudes que superan el radio de la burbuja.

No se evidencia diferencia entre el modelo acoplado para dos burbujas y el modelo indepen-
diente de una burbuja, la similitud entre las figuras 3.6 y 3.7 se debe a que las dos burbujas estan
siendo afectadas por una misma onda incidente, que coloca a oscilar las burbujas todas al unisono,
lo que minimiza el efecto del acople.
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«10°° Oscilador Forzado para la burbuja 1

Amplitud [m]

0 0.5 1 15 2
Tiempo [s] <103
Figura 3.6: Respuesta en amplitud de la primer burbuja acoplada. Esta vibra segtin la frecuencia incidente

de forzamiento y presenta también el comportamiento transiente. No hay diferencia apreciable con el
comportamiento de la burbuja sin acople.

. %106 Oscilador Forzado para la burbuja 2

Amplitud [m]
\ o

0 0.5 1 15 2
Tiempo [s] 103

Figura 3.7: Respuesta en amplitud de la segunda burbuja acoplada.Presenta un comportamiento identico
que la primera burbuja.
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g > 10°3 Oscilador Forzado para la burbuja 1

Amplitud [m]
=}
T——

0 0.5 1 15
Tiempo [s] <105
Figura 3.8: Respuesta en amplitud de la primer burbuja acoplada con la frecuencia de resonancia (f = fj).

Se presenta de nuevo una amplitud por encima del valor del radio de la burbuja, lo que representaria el
comportamiento indestructible". Reproduce el comportamiento de la primera burbuja.

g > 1073 Oscilador Forzado para la burbuja 2

Amplitud [m]
(=]
& e

6 V \ J VY

-8 "
0 0.5 1 1.5 2
Tiempo [s] <103

Figura 3.9: Respuesta en amplitud de la segunda burbuja acoplada con la frecuencia de resonancia (f = fp).
Se presenta un comportamiento idéntico a la primera burbuja.
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3.6. Modelo lineal de "n"burbujas acopladas

Después de conseguir un acople para dos burbujas, basta con asumir que una burbuja se
acoplard vecinas mas cercanas (seis vecinas), puesto que son las conexiones maximas cercanas
que tendrd una burbuja que se distribuye uniformemente en el liquido.

Figura 3.10: Acople de siete burbujas

Similar a la figura 3.5; donde la separacién conecta cada seis burbujas, ahora se posiciona en una
burbuja teniendo en cuenta las caras del cubo que conectard con otra burbuja, véase figura 3.10. A
causa de que las demds microburbujas se encuentran a igual distancia, cada una de ellas tendra
acoplado a su alrededor seis microburbujas; que puede verse replicado los resultados de manera
homogénea en cualquier parte del ensamble para n numero de burbujas.

mrpRe1 + brpRe1 + krpRe1 + krpacp(Re2 + Res + Rea + Res + Reg + Re7) = —Pae'! (3.18)
MrpReo + brpReo + krpRez2 + krpacp(Re1 + Res + Rea + Res + Reg + Re7) = —Pae'! (3.19)
MrpRes + brpRes + krpRes + krpacp(Re1 + Rea + Rea + Res + Reg + Re7) = —Pae'! (3.20)
MppRes + brpRes + krpRea + krpacp(Re1 + Rea + Res + Res + Reg + Re7) = —Pae'! (3.21)
MrpRes + brpRes + krpRes + krpacp(Re1 + Rea + Re3 + Rea + Reg + Re7) = —Pae'! (3.22)
MrpRes + brpRes + krpReo + krpacp(Re1 + Rea + Re3 + Rea + Res + Re7) = —Pae’®! (3.23)
MrpRe7 + brpRe7 + krpRe7 + krpacp(Re1 + Rea + Res + Rea + Res + Reg) = —Pae'’ (3.24)

Las ecuaciones (3.18) hasta las (3.24), representan el modelo del acople de siete burbujas de la
figura 3.10. Creando un c6digo en MATLAB y usando el comando dsolve para solucionar las siete
ecuaciones, se obtiene un comportamiento idéntico a las dos burbujas acopladas.

la figura 3.11 presenta la respuesta en el tiempo de las siete burbujas para una frecuencia de
la onda ultrasénica minima de 1M Hz, y la figura 3.12 presenta la respuesta en el tiempo de las
siete burbujas para una frecuencia de la onda ultrasénica igual a la frecuencia de resonancia de
las microburbujas. De nuevo se presenta un comportamiento transiente que es de naturaleza
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igual a la que se discuti6 en las figuras para una sola burbuja como un sistema forzado. Se evi-
dencia que para el sistema implementado, el efecto del acoplamiento se ve minimizado por el
forzamiento de la onda incidente. Al final todas las burbujas oscilan como burbujas independientes

De la figura 3.11, se observa que las oscilaciones antes de llegar a su punto de estabilizacion, la
amplitud excede el radio de la burbuja; después empieza a oscilar periddicamente en un rango
de amplitud cercano a el radio de la burbuja, debido a que el modelo lineal trata con una burbuja
ideal en la cual por mas perturbaciones que tenga, podra oscilar de tal manera que conservara
su consistencia. En la figura 3.12. Cuando f = fj, se evidencia que las microburbujas empiezan a
oscilar de una manera creciente y se muestran oscilaciones periédicas un poco antes de las que se
presentan en la figura 3.11, sin embargo la amplitud a la que se encuentran oscilando excede por
mucho el radio de la burbuja; lo que refleja un sistema resonante.

Las amplitudes que no son periédicas en los primeros instantes, se debe a el factor de amortigua-
miento del sistema; donde se puede expresar como la suma de la sefial obtenida del movimiento
armonico que se presenta en la figura 3.1 con la sefial obtenida del oscilador amortiguado que
se presenta en la figura 3.2, en consecuencia se presenta un pequefio lapso de tiempo en que el
sistema se ve afectado por el amortiguamiento, despues de esto el sistema se estabiliza y oscila
peri6dicamente.
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Figura 3.11: Respuesta en el tiempo del modelo de acople de las siete burbujas
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Figura 3.12: Respuesta en el tiempo del modelo de acople de las siete burbujas, cuando f = fy
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3.7. Modelo no lineal de la burbuja (Ecuacién de Rayleigh - Plesset)

El modelo no lineal de la burbuja, es una ecuacion cuya finalidad es de presentar un modelo
mas semejante a realidad; por lo tanto la respuesta es mucho mas sensible a las perturbaciones
que puedan estar presentes en el entorno y es mas precisa con las cualidades y limites que pueda
alcanzar una microburbuja.

La ecuacién (2.60) es la ecuacién de movimiento no lineal para una burbuja cuando es perturbada
por una onda de ultrasonido, como este tipo de ecuacién es compleja en comparacién con el
modelo lineal; el comando dsolve no puede solucionar dicha ecuacién, en consecuencia MATLAB
posee otro comando para la solucién de ecuaciones diferenciales no lineales de orden y grado
superior. El comando ODE45 permite la solucién de ecuaciones diferenciales no lineales, utilizando
el método de Runge Kutta, donde a partir de una ecuacion diferencial se consideran ciertos puntos
para ser evaluada y dar una respuesta en el tiempo para la ecuacién. Estableciendo un c6digo en
MATLAB y empleando el comando ODE45, se da solucién a la ecuacién (2.60) donde la tensién
superficial de la albumina humana es de 72 1021\] , se desprecia el valor de la presién vapor p, el
cual se puede considerar que es tan pequefio que serd absorbido por los factores de la presién
hidrostética en el fluido py y la presion de la onda incidente p(t). La ecuacién (3.25) muestra la
ecuacién modelada en MATLAB y su posterior respuesta en el tiempo se observa en la figura 3.13.

40\ ( Ry 3k 4o
P0+R—O 7 —f—Po—P(l)

3R 1

RR+—=— (3.25)
2 p

La ecuacion (2.61) que es la ecuacion de Rayleig Plesset con el factor de la viscosidad, se desprecia
la presion vapor y la ecuacién (3.26) es la ecuaciéon modelada en MATLAB donde se observa la
respuesta en el tiempo en la figura 3.14.

. 3R> 1
RR+— ==
o

2 (3.26)

( +40)(R0)3k 40 4nR
" Ro )R

Como se muestra en las figuras 3.13 y 3.14, es una respuesta mds real cuando se poseen la misma
presion y frecuencias que se usan en el modelo lineal. La figura 3.15 es la respuesta del sistema
en el tiempo cuando la frecuencia de la onda incidente es igual a la de resonancia del oscilador
armoénico. En estos casos de los modelos no lineales, las oscilaciones son mayores que el radio de
la burbuja; al ser un modelo que contempla la tensién superficial resulta ser mas exacto, puesto
que en el mundo real las microburbujas empleadas como medio de contraste poseen un limite de
dilataciéon y compresion, y si al momento de ser perturbadas por la onda ultrasénica supera este
limite, la burbuja colapsa por el incremento monétono del radio de la burbuja; por lo tanto en la
figura 3.13 y 3.14 se evidencia el colapso inminente de la microburbuja.
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Figura 3.13: Respuesta en el tiempo para una burbuja como un oscilador no lineal. En este caso no se tiene
en cuenta la viscosidad del medio. Se nota que para la frecuencia de 1 MHz del modelo lineal, en este caso la
amplitud aumenta de manera monénota lo que lleva a que la burbuja estalle.
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Figura 3.14: Respuesta en el tiempo para una burbuja como un oscilador no lineal considerando la visco-
sidad. En este caso también se presenta un crecimiento monétono del radio, sin embargo las amplitudes

alcanzadas son menores que las del caso sin viscosidad, debido a que esta tiene un efecto limitante por la
disipacién de energia. La frecuencia en este caso es también de IM Hz.
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Figura 3.15: Respuesta en el tiempo para un oscilador no lineal de una burbuja, considerando el factor de la
viscosidad y cuando f = fy. También se observa el comportamiento de aumento monétono de la amplitud.

3.8. Modelo no lineal de la burbuja (Ecuacion de Rayleigh - Plesset) va-
riacién en la presiéon

Como la presién y la frecuencia empleadas colapsan la burbuja, el paso a seguir es disminuir
alguna de las cantidades; para mantener la burbuja en un estado estable. Manteniendo el rango
de frecuencias en el que trabajan los ecdgrafos. Se decide cambiar la presién a costa de mantener
1M Hz de frecuencia de onda incidente, lo que ocasiona que el indice mecénico disminuya consi-
derablemente.

El rango de presiones posibles es de 0 — 56K Pa, de esta manera se obtiene una burbuja osci-
lante; se realiza pruebas a tres distintas presiones como se ve en la tabla 3.2, después se reemplazan
cada una de las presiones en la ecuaciéon (2.62) y se establece un rango entre 0 — 0,0031 para el
indice mecénico.

Frecuencia | Presién | Indice mecénico
56 KPa 0,0031
1 MHz 39 KPa 0,0015
18 KPa 0,00032

Tabla 3.2: Valores de presion tomados para lograr una estabilidad en la burbuja

Las figuras 3.16, 3.17 y 3.18 presentan la respuesta en amplitud para las presiones de la onda
incidente reportadas. Se observa que para presiones bajas el sistema presenta un comportamiento
oscilatorio estable. A medida que la amplitud de la onda incidente disminuye, también lo hace
la amplitud de oscilacién de la burbuja, que es lo que se espera en este régimen oscilatorio. Sin
embargo el indice mecdnico decae mucho frente a los valores de indices mecénicos que aportan
informacién valiosa en la técnica de exploracién por ultrasonido.
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Figura 3.16: Respuesta en el tiempo para una burbuja como un oscilador no lineal considerando la viscosis-
dad. Se usa una f = 1M Hz y una presién de onda incidente de P = 56 K Pa. El comportamiento es periédico
como en el caso lineal y se presenta también un comportamiento transiente.
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Figura 3.17: Respuesta en el tiempo para una burbuja como un oscilador no lineal considerando la viscosis-
dad. Se usa una f = 1M Hz y una presién de onda incidente de P = 39K Pa. El comportamiento es periédico
como en el caso lineal y se presenta también un comportamiento transiente.
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Figura 3.18: Respuesta en el tiempo para una burbuja como un oscilador no lineal considerando la viscosis-
dad. Se usa una f = 1M Hz y una presién de onda incidente de P = 18K Pa. El comportamiento es periédico
como en el caso lineal y se presenta también un comportamiento transiente.

3.9. Acoplededosburbujas para el modelo no lineal dela burbuja (Ecua-
cion de Rayleigh - Plesset) Variacion en la presion

El termino de acoplamiento f,.p parala ecuacion no lineal, esta dado por el mismo factor r de
la distancia entre burbujas; y por la densidad del fluido en el que propaga la onda de una burbuja a
otra; multiplicado por factores debidos a la transmisién de energia cinética a través del fluido y que
consisten en funciones de la amplitud R y sus derivadas. [4] La ecuacion (3.27) presenta el factor de
acoplamiento para el modelo no lineal de la burbuja.

Facp = g(anRn + R Ry) 3.27)

De la ecuacién (2.61) que tiene en cuenta la viscosidad; se realiza el acople para dos burbujas, las
ecuaciones resultantes son:

R R +3 '12 —_ 1 (p +4 ( O)Bk—4 —417 'l—p —p(t)ﬂ —p(ZR R +R2R ) (328)
1 p 0 Ry )\ Ry R, R 0 | T 22 272 '
Rofiy+ 3R ] (p Ac )(R")% 4o 4Ry p p(t)‘ PorR +R2E) (329
2z P 0 RyJ\R, Ry R, 0 | T 1 17 '

Se implementa un c6digo en MATLAB usando el comando ODE45 para la solucién del modelo no
lineal acoplado para dos burbujas, ya que el sistema ahora esta siendo afectado por la onda de
presion que irradia otra burbuja; es mas exacto, se emplea el mismo rango de presiones al que se
consigue oscilaciones estables para una sola burbuja sin colapsar. Se hacen pruebas a distintas
presiones y manteniendo la frecuencia de 1M Hz, igual que en el caso anterior el indice mecénico
disminuye significativamente, como se observa en la tabla 3.3 y el andlisis de la respuesta en el
tiempo para las dos burbujas en distintas presiones se observan en las figuras 3.19, 3.20y 3.21, en
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Frecuencia | Presién | Indice mecanico
56 KPa 0,0031
1 MHz 39 KPa 0,0015
18 KPa 0,00032

Tabla 3.3: Valores de presion tomados para lograr una estabilidad en dos burbujas acopladas

la cual se observan que a presiones bajas aparece un comportamiento oscilatorio al igual que en el
caso de una burbuja. Ademads se evidencia un cambio en la amplitud de oscilacién como funcién
de la presion de onda incidente. El comportamiento es similar que en el caso de una sola burbuja.

De las figuras 3.19, 3.20 y 3.21 se observa que a presiones bajas, presenta un comportamiento lineal
en ambas burbujas y existe una relacién directamente proporcional con la amplitud y la presién de
la onda incidente. La amplitud de las oscilaciones muestran que la burbuja oscilard unas cuantas
décimas de micrémetros gracias a la tensién superficial de la burbuja, que aporta un limitante en
las burbujas en relacién con el desplazamiento méximo que puede tener la capa de la burbuja, por
lo tanto, en el modelo no lineal la burbuja NO es indestructible.

Las oscilaciones no periédicas en los primeros instantes se deben a que el modelo de Rayleigh
Plesset se comporta de manera lineal a presiones bajas. Por lo tanto existe un transiente dado
cuando las ecuaciones (3.28) y (3.29) no poseen un forzamiento, por lo que las presiones que
acttian en el sistema; se verdn afectadas por la viscosidad de la sangre y la tensioén superficial de la
burbuja que haran las veces de amortiguadores del sistema.
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Figura 3.19: Respuesta en el tiempo para un oscilador no lineal de las dos burbuja, con su viscosidad,
f=1MHzy P =56KPa (Verde : primer burbuja, Roja : segunda burbuja). Se nota que para esta presion y

frecuencia el sistema presenta un comportamiento oscilatorio con un transiente similar que en el caso del
oscilador lineal.
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Figura 3.20: Respuesta en el tiempo para un oscilador no lineal de ambas burbuja, con su viscosidad,
f=1MHzy P=39KPa (Verde : primer burbuja, Roja : segunda burbuja). Se nota que para esta presiéon 'y
frecuencia el sistema presenta un comportamiento oscilatorio con un transiente similar que en el caso del

oscilador lineal.
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Figura 3.21: Respuesta en el tiempo para un oscilador no lineal de ambas burbuja, con su viscosidad,
f=1MHzy P =18KPa (Verde : primer burbuja, Roja : segunda burbuja). Se nota que para esta presiény
frecuencia el sistema presenta un comportamiento oscilatorio con un transiente similar que en el caso del

oscilador lineal.
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3.10. Amplitud en funcién de la presién para los modelos lineales y no
lineales

Para estudiar mas a fondo el comportamiento de la amplitud de oscilaciéon de las burbujas
como funcién de la presidon, se generaron las figuras 3.22.b y 3.23. Se creo un c6digo en MATLAB
empleando el comando findpeaks, que devuelve en forma de vector los méximos locales de la
sefal; con el fin de analizar el comportamiento de la amplitud frente a un incremento de presion.

107 Amplitud vs Presién Oscilador lineal 1B 5 x10°Amplitud vs Presién Oscilador no lineal, 18

14

et as W

Amplitud [m]
Amplitud [m]
s
U
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Presion [Pas] <10* Presion [Pas] x10%

(a) Amplitud vs Presién modelo lineal para una (b) Amplitud vs Presién modelo no lineal una
sola burbuja, cuando f =1MHz sola burbuja, cuando f =1MHz

Figura 3.22: Gréficas de amplitud versus presién para una burbuja en el modelo lineal y no lineal.

Como se contempla en la figuras 3.22 y 3.23, el comportamiento es similar como para una burbuja
o su acople con dos burbujas. De la grafica que presenta la amplitud frente a la presién de los
modelos lineales (figuras 3.22.ay 3.23.a) se muestra que a una mayor presién generara una mayor
amplitud en a oscilacién de la burbuja, y esto se hard indiscriminadamente.
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(a) Amplitud vs Presién modelo lineal par de (b) Amplitud vs Presién modelo no lineal par
burbujas acopladas, cuando f =1MHz de burbujas acopladas, cuando f =1MHz

Figura 3.23: Graficas de amplitud versus presién para un par de burbujas acopladas en el modelo lineal y no
lineal.

De la grédfica que presenta la amplitud frente a la presién de los modelos no lineales (figuras



Capitulo 3 40

3.22.b y 3.23.b) se puede apreciar un comportamiento cuasi lineal, idéntico al modelo lineal
para una burbuja y dos burbujas acopladas a presiones bajas, después de aproximadamente
40K Pa comienza a presentarse un comportamiento variante en la amplitud de oscilacién de las
microburbujas, debido a que el comando findpeaks que usa MATLAB, detecta el pico de una
cantidad minima oscilacién ; ya que después de los 60K Pa a una frecuencia de 1M Hz puede
presentar unas pocas oscilaciones en unos pequefios instantes, después la microburbuja colapsa.
En otras palabras la microburbuja después de 60K Pa y 1M H Z oscila solo una pequena fraccién de
tiempo antes de destruirse por completo y el comando findpeaks yano detectard ningtn pico.

3.11. Modelo no lineal de la burbuja (Ecuacion de Rayleigh - Plesset)
variacion en la frecuencia

Ahora la presién de la onda ultrasénica se mantendrd constante P = 547,72Kpa 'y se tomara
distintos valores de frecuencia para lograr una burbuja oscilante estable sin colapsar. Para esto se
emplean los valores de la tabla 3.4.La respuesta en el tiempo para estos valores de frecuencia se
ven en la figura 3.24, 3.25 y 3.26 respectivamente.

Frecuencia Presion Indice mecénico
2 MHz 0,15
6 MHz 547,72 KPa 0,05
12 MHz 0,025

Tabla 3.4: Valores de presién tomados para lograr una estabilidad en dos burbujas acopladas

Cuando se aumenta la frecuencia de la onda incidente y se fija un valor de presién se presenta un
comportamiento oscilatorio donde al aumentar la frecuencia disminuye la amplitud. Comparando
las figuras 3.24, 3.25 y 3.26 se nota que al cambiar la frecuencia es posible tener comportamientos
oscilatorios a pesar de tener presiones mas altas que en la seccion anterior. De todas formas al
variar la frecuencia también cambia la amplitud de la oscilacidn, lo que llevaria a pensar en que se
puede presentar un comportamiento resonante.
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Figura 3.24: Respuesta a la frecuencia para una frecuencia incidente de f = 2M Hz y presiéon de P4 =
547,72K Pa. Para esta presion y frecuencia la burbuja estalla.
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Figura 3.25: Respuesta a la frecuencia para una frecuencia incidente de f = 6MHz y presion de Py =
547,72K Pa. Para esta presion y frecuencia la burbuja oscila de manera periédica. Se presenta un comporta-
miento parecido al lineal, tanto que es posible observar el comportamiento transiente.
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Figura 3.26: Respuesta a la frecuencia para una frecuencia incidente de f = 12MHz y presion de P4 =
547,72KPa . Para esta presion y frecuencia la burbuja también oscila de manera periédica. Sin embargo la
presion es menor que en el caso anterior. Esto denota que puede haber una frecuencia méxima dentro del
rango.

3.12. Acople de dos burbujas para el modelo no lineal de la burbuja
(Ecuacion de Rayleigh - Plesset) Variacion en la frecuencia

Ahora la presién tomaré un valor constante de 547,72K Pa, y se procede a modificar la fre-
cuencia de la onda incidente de tal forma, que se puedan conseguir oscilaciones estables sin
colapsar la burbuja, en este caso como en las oscilaciones acopladas cuando se varia la presion, el
sistema tiende a ser mas sensible a perturbaciones; por tanto la frecuencia a la que se consigue una
oscilacién estable cambia cuando se trata de burbujas acopladas. Los valores tomados se visualizan
en la tabla 3.5.

Frecuencia Presiéon Indice mecénico
2 MHz 0,15
6 MHz 547,72 KPa 0,05
12 MHz 0,025

Tabla 3.5: Valores de presién tomados para lograr una estabilidad en dos burbujas acopladas

La respuesta en el tiempo para un par de burbujas acopladas tomando los valores de la tabla 3.5 se
pueden ver en las figuras 3.27, 3.28 y 3.29 donde disminuye la amplitud a medida que se aumenta
la frecuencia. Dicho esto, se puede variar la frecuencia del ecégrafo y buscar un punto de trabajo
6ptimo para el indice mecanico.

De la figura 3.27 se puede apreciar como en un primer instante intentan oscilar, y debido a que los
pardmetros elegidos para la presion y frecuencia de la onda externa no son ideales, se evidencia
después el colapso inminente de las burbujas.



43 Capitulo 3

5 X 10° Oscilador no lineal para las dos burbujas

15F e i

Amplitud [m]

S A S S WL

-1 . . . .
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Tiempo [s] %107

Figura 3.27: Respuesta en el tiempo para un oscilador no lineal de las dos burbuja, con su viscosidad,

f=2MHzy P =547,72KPa (Verde : primer burbuja, Roja : segunda burbuja)
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Figura 3.28: Respuesta en el tiempo para un oscilador no lineal de ambas burbuja, con su viscosidad,
f=6MHzy P =>547,72KPa (Verde : primer burbuja, Roja : segunda burbuja)
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Figura 3.29: Respuesta en el tiempo para un oscilador no lineal de ambas burbuja, con su viscosidad,
f=12MHzy P =547,72KPa (Verde : primer burbuja, Roja : segunda burbuja)

3.13. Respuesta en frecuencia de los modelos lineales y no lineales

Resulta ttil para la comparacién de los modelos lineales y no lineales investigar sus espectros en
el dominio de frecuencias. Para esto se aplica una transformada rdpida de Fourier con el comando
"f ft"de MATLAB que es la transformada rapida de Fourier, quien transforma una sefial dada en
el dominio del tiempo a una sefial en el dominio de la frecuencia. En la figura 3.30 se muestra el
espectro de frecuencias para una burbuja descrita por el modelo lineal y las dos burbujas acopladas.
Es evidente el pico de frecuencia de la onda incidente y un pequeiio pico que se acerca mas a la
frecuencia de resonancia. Esto muestra la superposicién de las dos soluciones del sistema, donde
el pico pequeiio representa la solucién amortiguada sin forzamiento.

La figura 3.31 se presenta el espectro en frecuencias a una presiéon de 547,72K Pa y una frecuencia
de 1M Hz, que muestra muchas componentes en un continuo de frecuencias, que esta de acuerdo
al comportamiento de aumento monétono de la amplitud. La figura 3.32 se muestra el espectro
en frecuencia para el modelo no lineal. Se utiliza escala logaritmica para poder evidenciar las
componentetes principales. Aparece un pico a frecuencia cero que estd relacionado con el radio
inicial de la burbuja que no cambia y aparece como una componente de Fourier de frecuencia cero.
Aparecen luego dos picos, uno a 1M Hz que representa la frecuencia de la onda incidente y un
armonico a 2M H z. Este comportamiento del arménico no se presenta en el caso del sistema lineal
y es una componente que incrementa el poder ecopotenciador de las burbujas. Esta componente
aumenta su amplitud cuando la onda entra en contacto con el tejido coronario por ejemplo. La
figura 3.33 muestra la respuesta en frecuencia del modelo no lineal para el acoplamiento entre dos
burbujas cuando se varia la presién con los valores de presién de la tabla 3.3.

La figura 3.34 muestra la respuesta en frecuencia del modelo no lineal para una burbuja cuando
se varia la frecuencia con el valor de presion de la tabla 3.4. La figura 3.35 muestra la respuesta en
frecuencia del modelo no lineal para un acople de dos burbujas cuando se varia la frecuencia con
el valor de presion de la tabla 3.5.
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(c) Modelo linea para una burbuja

Figura 3.30: Respuesta en frecuencia del modelo lineal para una sola burbuja y dos burbujas acopladas,
cuando f =1MHzy P =547,72KPa. El pico mas grande se refiere a la frecuencia de la onda incidente y el
mas pequeiio corresponde al transiente.

De la respuesta en frecuencia de los modelos lineales y no lineales se evidencian picos cuan-
do se presentan oscilaciones en el sistema; si el sistema no oscila no se evidencia ningtin pico en
las respuestas de frecuencia de los osciladores, tal es el caso para los osciladores no lineales de las
figuras 3.31, 3.34.ay 3.35.a donde la frecuencia no es suficiente para poner a oscilar la burbuja a
una presion de 547,72K Pa.

el modelo lineal como el no lineal presentan un pico de respuesta cuando esta cerca a la fre-
cuencia de resonancia de las microburbujas y después otro pico de respuesta a la frecuencia a la
que se encuentra la onda incidente; como se observa en las figuras 3.30 hasta la 3.35. También se
puede inferir que a una mayor frecuencia y una menor presién la amplitud disminuye en relaciéon
alarespuesta en frecuencia del modelo no lineal.
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Figura 3.31: Respuesta en frecuencia del modelo no lineal para una sola burbuja y el acople de dos burbujas,
cuando f =1MHzy P =547,72KPa
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Figura 3.32: Respuesta en frecuencia del modelo no lineal para una sola burbuja, cuando se mantiene
constante la frecuencia y se varia la presion.
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(a) Rayleigh Plesset acoplado ambas burbujas, (b) Rayleigh Plesset acoplado ambas burbujas,
cuando f=1MHzy P =56KPa cuando f=1MHzy P =39KPa
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Figura 3.33: Respuesta en frecuencia del modelo no lineal para el acople de dos burbujas, cuando se
mantiene constante la frecuencia y se varia la presion.
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(c) Rayleigh Plesset para una burbuja burbuja,
cuando f=12MHzy P =547,72KPa

Figura 3.34: Respuesta en frecuencia del modelo no lineal para una sola burbuja, cuando se mantiene

constante la presion y se varia la frecuencia.
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(a) Rayleigh Plesset acoplado ambas burbujas, (b) Rayleigh Plesset acoplado ambas burbujas,
cuando f=2MHzy P =547,72KPa cuando f=6MHzy P =547,72KPa
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(c) Rayleigh Plesset acoplado ambas burbujas,
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Figura 3.35: Respuesta en frecuencia del modelo no lienal para el acople de dos burbujas, cuando se

mantiene constante la presién y se varia la frecuencia.
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Capitulo 4

Resultados y discusion

4.1. Marco, parametros y distancia de las microburbujas

Para dar cumplimiento al primero objetivo del proyecto, se identificaron todas las variables
posibles y se registraron los valores obtenidos en la tabla 3.1. Relacionado con el marco de radio-
presién , que refleja un cambio del radio de la burbuja a razén de una onda de presién ultrasénica,
su andlisis se simplifica ya que relaciona cualidades del sistema cuyos valores pueden ser consulta-
dos de diversas literaturas.

Usando el modelo de la figura 3.5 de la distancia que hay entre microburbujas, se pudo calcular
la distancia te6ricamente basado en pardmetros de mezclas preparadas de microburbujas que se
venden comercialmente como ecopotenciadores, por lo tanto el valor puede estar sujeto a cambios.

4.2. Modelo lineal y no lineal, con sus acoplamientos

Dando cumplimiento al segundo objetivo, se analizaron los modelos lineales y no lineales; con
sus posibles simplificaciones y acoplamientos.

4.2.1. modelo lineal y su acoplamiento

El modelo lineal describe un comportamiento oscilatorio sin importar la amplitud ni la fre-
cuencia de la onda incidente, con la restriccién de que debe ser un sistema subamortiguado para
que pueda oscilar (b < wy). En el modelo lineal se llegan a oscilaciones de mayor amplitud que el
radio inicial de la burbuja, lo cual no tiene sentido puesto que equivale a rangos de radios negati-
vos. En ese sentido se puede argumentar que el modelo lineal describe la oscilacién de burbujas
indestructiblesconsiderando que predice oscilaciones aunque la burbuja haya estallado. Como se
observé en las figuras 3.3 después de que el sistema se estabiliza, oscila en un rango de +4um y si
la frecuencia de la onda incidente es igual a la de resonancia, como se muestra en la figura 3.4 el
sistema presenta una suma des amplitudes indiscriminadas; provocando que el sistema oscile en
un rango de +70um, casi 20 veces mas que el radio de la burbuja.

Del modelo de acoplamiento para dos y siete burbujas, la condicién de que el sistema debe ser
subamortiguado prevalece, entonces se procedié con un acoplamiento mediante el medio en el
que se encontraba la burbuja; en el cual era necesaria saber la distancia a la que se encontraban
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dichas burbujas y donde se asume que al momento de entrar en contacto con el medio mantendra
una distribucién uniforme. Los resultados obtenidos de los modelos de acoplamiento lineal de las
figuras 3.11y 3.12, son similares que para una burbuja; donde las oscilaciones tienen amplitudes de
+4um cuando las oscilaciones son estables y en unos primeros instantes de +6um, dicho en otras
palabras los modelos lineales para las burbujas tratan con una burbuja indestructible".

4.2.2. Modelo no lineal y su acoplamiento

En el caso del modelo no lineal, predice, que para presiones altas hay un aumento monétono de
la amplitud sin haber un comportamiento oscilatorio, lo que se puede identificar como un colapso
de la burbuja y su desintegracién. Por otro lado el modelo no lineal en su régimen oscilatorio no
solo predice la oscilacién en la frecuencia incidente para un sistema forzado, sino que predice una
componente de oscilacién con la frecuencia del primer arménico. Este comportamiento se presen-
ta de manera real en los medios de contraste reales y es fundamental para el papel ecopotenciador
del medio de contraste ya que aumenta la amplitud en interaccién con el tejido.

En los modelos de acoplamiento cuando todas las burbujas son sometidas a una onda incidente,
estas terminan en un solo modo de oscilaciéon lo que de alguna forma minimiza el efecto del
acoplamiento. Al final las burbujas terminan oscilando de manera andloga a como si lo hicieran de
manera independiente

Las figuras desde la 3.19 hasta la 3.21, presentan la respuesta en el tiempo del acoplamiento
de dos microburbujas donde se varian la presion y se observa que a una menor presién la amplitud
de las oscilaciones decae. Las figuras desde la 3.27 hasta la 3.29 presentan la respuesta en el tiempo
del acoplamiento de dos microburbujas donde se varian la frecuencia y se analiza que a una mayor
frecuencia la amplitud de las oscilaciones decae. Por lo tanto el modelo no lineal presenta una
relacion directamente proporcional con la presion ejercida por la onda externa e inversamente
proporcional a la frecuencia de la onda incidente. También se observa que las microburbujas
pueden oscilar en un rango de +0,5 a partir de una burbuja de radio 4um, lo que indica que la capa
de la burbuja tendra un desplazamiento maximo de 4,5um y uno minimo de 3,5um.

4.3. Modelamiento y Simulacién de las burbujas como osciladores aco-
plados

Para cumplir con el tercer objetivo, se crearon diez archivos en MATLAB para poder simular los
modelos propuestos. De los cuales:

El archivo "Al_Oscilador_como_burbuja.mlx", da solucién a la ecuacién (2.47) presentan-
do la respuesta en el tiempo y frecuencia para una sola burbuja como oscilador lineal en un fluido
Viscoso.

El archivo "A2_Par_de_Oscilador_Acoplados_presion_y_distancia.mlx", da solucién a la
ecuaciones (3.16) y (3.17) presentando la respuesta en el tiempo y frecuencia para un par de burbu-

jas acopladas como osciladores lineales, en un fluido viscoso.

El archivo "A3_Siete_Osciladores_Acoplados.mlx", da solucién a la ecuaciones (3.18) has-
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ta la ecuacion (3.24) presentando la respuesta en el tiempo y frecuencia para un acople de siete
burbujas como osciladores lineales, en un fluido viscoso.

El archivo "A6burbuja.mlx"presenta el modelo de la ecuacién (2.61) no lineal para una sola
burbujay "A6burbujaode.mlx", resuelve mediante ODE45 la ecuacién no lineal en el tiempo y
frecuencia para una sola burbuja, en un fluido viscoso.

El archivo "A7acople2burbuja.mlx"presenta el modelo de las ecuaciones (3.28) y (3.29) que
son no lineales para el acople entre dos burbujas y "A7acopleburbujaode.mlx", resuelve me-
diante ODEA45 la ecuacién no lineal del acople de dos burbujas en el tiempo y frecuencia, en un
fluido viscoso.

El archivo "A8amplitudvspresion.mlx"presenta el modelo de las ecuaciones (3.28) y (3.29)
que son no lineales para el acople entre dos burbujasy "A8amplitudvspresionODE.mlx", re-
suelve mediante ODE45 la ecuacién no lineal del acople de dos burbujas en el tiempo, en un
fluido viscoso y ademds grafica la amplitud de las oscilaciones en funcién de la presién de la onda
incidente.

El archivo "Al0amplitudvspresionlineal.mlx"presenta el modelo de la ecuacién lineal pa-
ra el acople entre dos burbujas (ecuaciones (3.16) y (3.17)) y ademads grafica la amplitud de las
oscilaciones en funcién de la presién de la onda incidente.

El comando dsolve soluciona un sistema de ecuaciones simbdlicamente donde se especifica
la variable a resolver, ademads el sistema de ecuaciones se debe organizar en sus respectivas matri-
ces de estado y se pueden especificar condiciones iniciales aptas para el sistema; de esta manera el
comando dsolve busca una solucién 6ptima que pueda satisfacer el sistema de ecuaciones y ser
evaluado en un rango de tiempo.

El comando ODE45 es capaz de solucionar ecuaciones no lineales por medio del método de
Runge Kutta; donde se elije un paso en el cual evaluar las muestras y dar solucién al sistema en el
paso del tiempo, logrando que se puedan aproximar las soluciones de ecuaciones diferenciales no
lineales ordinarias.

4.4. Comparacion en el tiempo y frecuencia

Cumpliendo el objetivo cuatro las oscilaciones no pueden ser mayores al radio de la burbuja, lo
que ocurre con el sistema lineal, que se menciono antes; es que al no poseer un factor que actué
como limitante de la capacidad de la burbuja de expandirse y contraerse, el sistema oscila con el
paso del tiempo como si fuera una burbuja capaz de desplazarse una distancia igual o mayor a su
radio y después volver a su estado normal {ina burbuja indestructible".

La respuesta obtenida del acople de las microburbujas en oscilaciones lineales, es similar a la
de una burbuja; por consiguiente se pueden presentar los mismos efectos.

Se analiza la respuesta en el tiempo de los modelos lineales acoplados cuando la frecuencia de
la onda incidente es idéntica a la frecuencia de resonancia de las microburbujas ver figura 3.12,
donde la amplitud de las oscilaciones posee un rango de +40um (diez veces mas que el radio de la
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burbuja) para las siete burbujas.

Para la respuesta en frecuencia de los osciladores lineales se observa en la figura 3.30 que
poseen un pico a una frecuencia anterior a la de la onda incidente, que esta relacionado con
la respuesta transitoria del sistema, lo que significa que antes de llegar a 1M Hz en este caso se
presentaran sumas de amplitudes que en las respuestas en el tiempo se nota en momentos iniciales
cuando la oscilacién superan el radio de la burbuja, después de pasar por esta frecuencia el pico
disminuye y el sistema tiende a estabilizarse.

Ahora para los modelos no lineales, se modifico tanto la presién como la frecuencia; para
obtener oscilaciones estables para una microburbuja. La consecuencia de modificar el indice
mecdénico a razén de la frecuencia y la presién, es que puede presentar alteraciones en los tejidos
circundantes y una baja exploracién o definicion de la técnica de ecografia, cuando se emplea un
medio de contraste ultrasénico.

Ambos modelos el lineal y no lineal de una burbuja presenta una suma de amplitudes en los
primeros instantes y después tiende a un estado periédico. Esto se refleja en su respuesta en
el dominio de la frecuencia con picos elevados en frecuencias arménicas, que causa una suma
de amplitudes en esos instantes o en la respuesta en el tiempo de ambos modelos; debido a los
transientes que se presentan en los factores que actiian de amortiguamiento.

4.5. Comparacién entre los modelos lineales y no lineales

El ultimo objetivo se cumple de tal manera que al comparar las ecuaciones lineales y no lineales,
se obtenga una respuesta lo mas cercana a la realidad. Debido a que la ecuacién lineal presenta un
entorno casi perfecto, funciona como un oscilador para cualquier rango de frecuencia y presion.

El oscilador no lineal cuenta con la caracteristica de ser mas acorde a la realidad porque ofre-
ce informacién del colapso y la estabilidad de la burbuja, dicho de otra manera puede predecir a
que rango de frecuencias y presiones la burbuja pierde su forma de manera irreversible. Lo que
causa que el modelo no lineal de una burbuja y el acoplamiento sea un sistema mas preciso y veraz
para analizar las burbujas de un tamano diminuto, pero mas susceptible a las perturbaciones que
pueda generar el entorno.
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Conclusiones

Algunos pardmetros necesitan un andlisis mas profundo, debido a que variables como la ten-
sién superficial son valores que son sensibles a los cambios de temperatura y dependen de la
composicion de la capa de la burbuja, como se menciono anteriormente que, por lo general son
de albumina humana; sin embargo en la literatura se encuentran varios tipos de compuestos de
creacion de microburbujas para ser usadas como medios de contraste, con el objetivo de que
puedan permanecer en el torrente sanguineo y pasen por el filtro pulmonar en un lapso de tiempo
sin que colapsen las microburbujas.

Al momento de realizar el estudio de cavidades por medio de la técnica de ecografia, el indi-
ce mecdnico es una herramienta que provee de informacién esencial al especialista, para lograr
obtener imagenes de mayor relevancia, sin embargo los indices mecénicos obtenidos para oscila-
ciones periddicas del modelo no lineal y dos burbujas acopladas, no son los ideales para la técnica
de ecografia; ya que si la frecuencia y la presién de la onda ultrasénica se encuentran en valores
que no corresponden a los rangos de trabajo ideales para la técnica de exploracién de ecografia,
pueden generar dafios y alteraciones perjudiciales en las células del cuerpo humano.

El acople para siete burbujas del modelo lineal es un modelo valido para un acoplamiento de
"n"burbujas, solo si, la distancia a la que se encuentran y su tamafio son iguales. Puesto que
presentan oscilaciones para burbujas ideales; donde se consideran burbujas indestructibles, lo
cual hace que no sea un modelo realista del fenémeno presentado. Sin embargo es un modelo
adecuado que se toma como referencia para validar los resultados del modelo no lineal.

Los resultados obtenidos se hicieron considerando que las microburbujas estarian distribuidas
uniformemente, pero debido a la presién de la onda incidente, estés tienden a dispersarse en el
fluido; ocasionando que la distancia que existe entre cada burbuja cambie. Pero se logro imple-
mentar un c6digo en MATLAB capaz de dar solucién a las ecuaciones de movimiento lineal y no
lineal para un par de burbujas acopladas en una distribucién homogénea.

El modelo no lineal basado en la ecuacién de Rayleigh Plesset, presenta una aproximacién mas
certera al mundo real; puesto que tiene en cuenta caracteristicas limitantes como lo es la tensién
superficial, e implicitamente las presiones que acttian en el exterior e interior de la burbuja. Que
se expresan como factores decisivos para tomar valores de presién y frecuencia 6ptimos para los
cuales provoquen oscilaciones en el modelo.
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De las comparaciones obtenidas de las gréficas amplitud versus presion, los modelos no lineales
y acoplados; presentan resultados aceptables que se pueden asemejar a eventos reales. Donde a
valores bajos de presion en el modelo no lineal tiende a comportarse idénticamente a un oscilador
lineal como se observa en las figura 3.28 el sistema acoplado cuando se estabiliza oscila en un
rango de +£0,1um y en la figura 3.29 el sistema acoplado cuando se estabiliza oscila en un rango de
+0,02um, la amplitud es proporcional a la presién de la onda incidente, esto muestra que el modelo
de Rayleigh Plesset es mucho més preciso que una ecuacién de modelo lineal; por lo que es mas
comprensible que una burbuja pueda oscilar solo una pequefia parte y no la mitad de su tamafo
original. Y si se exceden los valores de presion y de frecuencia de la onda externa aceptables para la
microburbuja pueden provocar la disolucién y desaparicion de las mismas. Teniendo en cuenta que
los medios de contraste ultrasénicos (microburbujas) tienen un costo en el mercado, si los pardme-
tros de la onda externa no son ideales provocarian el colapso inmediato de las microburbujas lo que
implica una mala disposicién de este medio de contraste ultrasénico; traduciendo el acto de la no
adecuada identificacién de los pardmetros acusticos de la onda ultrasénica en perdidas monetarias.

Comparando los modelos de una burbuja y sus acoples. No se encuentra mucha diferencia entre
estos modelos, sucede igual con las ecuaciones no lineales para una burbuja y y dos burbujas
acopladas. Debido a que se toma una distribucién uniforme y tamafios iguales para todas las mi-
croburbujas, no obstante; representa un modelo de referencia para que posteriormente pueda ser
comparado cuando se posean microburbujas de distinto tamafo a una distribucién heterogéneay
asi obtener un comportamiento mas aproximado a una situacién real.

El software que se empleo para el desarrollo del proyecto es MATLAB, es adecuado para la re-
solucién de ecuaciones o un sistema de ecuaciones; sin embargo, al momento de tratar con
ecuaciones complejas como lo es la de Rayleigh Plesset, se requiere de un mejor dominio de la
herramienta.

Los pasos a seguir después del andlisis de este proyecto, es generar un acople para siete bur-
bujas en el modelo no lineal de Rayleigh Plesset para ser comparado con el modelo lineal de siete
burbujas. Y variar el tamafo de las burbujas a una distribucién heterogénea; ya que presentaria
un escenario mas acorde al flujo natural de las microburbujas en un fluido viscoso cuando son
excitadas por una onda de ultrasonido.
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Anexos

Anexo 1. Se posee la ecuacion de movimiento arménico simple del modelo masa resorte.
mé+ke=0 (A1)
Y esta es la solucion para dicha ecuacién.
€= Ael®! (A.2)
La primer y segunda derivada de € se muestran en la ecuacion (A.4) y (A.5).
¢=Axiwg* et (A.3)

€=—Axw)* e’ (A4)

Reemplazando la ecuacidon (A.5) y (A.2) en la ecuacién(A.1) se obtiene que:

m(=Ax w? * ") + k(Ae'") = 0 s
— (A * w2 % &) + k(Ae!") = 0 '

Se despeja w% de la ecuacién (A.5)

m(A * wf * ') = k(Ae'™")

L, kx Axeiont (A.6)

Wog=—"T"—
0 mx Ax eivot

Se simplifican los términos y finalmente se obtiene que:

k
w%za
A7
. (A7)
wo = —
m

Anexo 2. Las ecuaciones lineales que modelan comportamiento de una burbuja en los distintos
marcos son:

mppRe + brpRe + krpRe = Pge'®! (A.8)

mvpﬁe + bvae + kvag = PAeiwt (A.9)
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mRFﬁ€+bRFR€+kRFR€ =FAeiwt (A.10)
mVFE€+bVFR€+kVFR€ ZFAeiwt (A.11)

Donde cada una posee una masa m Unica y andloga a la masa de un bloque del modelo masa
resorte. Un factor de amortiguamiento by constante de elasticidad k singulares de cada uno de sus
marcos.

Donde los prefijos RP, VP, RF y VF hacen referencia al marco que se emplea, que son respectiva-
mente; Radio-Presiéon, Volumen-Presion, Radio-Fuerza y Volumen-Fuerza.
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