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SINTESIS

En el proceso de ensefanza-aprendizaje de la geometria del espacio,
especificamente en la construccion del concepto de volumen, es limitado el
reconocimiento de las propiedades de las figuras planas, es escaso el dominio de las
propiedades de los soélidos geométricos elementales y son insuficientes las
habilidades requeridas para la manipulacion, la representacion y la visualizacion. La
construccion de este concepto por su caracter abstracto, constituye todavia en la
escuela, barreras en el aprendizaje. Esta investigacion se dirige a favorecer la
construccion de significado robusto del concepto general de volumen y el de volumen
de cuerpos geométricos especiales en los estudiantes de octavo grado de la
Institucién Educativa Colegio Nuestra Sefiora de la paz mediante la elaboracién de
actividades conformadas por problemas no rutinarios. En el proceso de resolucién de
estos problemas se utiliza la metodologia de Polya (1945) y la manipulacion
geométrica, la representacibn geométrica espacial y la visualizacibn como
herramienta didactica. A través de la implementacion de las actividades se favorece,
la motivacion, la participacion, el compromiso y el interés de los estudiantes y se

logra la construccion de significado robusto del concepto de volumen.
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ABSTRACT

In the teaching-learning process of the geometry of space, specifically in the
construction of the concept of volume, the recognition of the properties of plane
figures is limited, there is little mastering of the properties of elementary geometric
solids and skills required for its handling, representation and visualization are
insufficient. Due the abstract nature of the concept, its construction is still a barrier for
learning at school. This research is aimed at promoting the construction of robust
meaning of the general concept of volume and of the concept of volume of special
geometric structures through activities made of non-routine problems, in students of
eighth-grade belonging to the school Nuestra Sefiora de la Paz. In the process of
solving these problems the methodology of Polya (1945) is used, and the geometric
manipulation, geometric spatial representation and visualization is used as a teaching
tool. Through the implementation of these activities, the motivation, participation,
commitment and interest of students is encouraged and the building of robust

meaning of the concept of volume is achieved.
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INTRODUCCION

La formacion de las nuevas generaciones es una tarea primordial del Ministerio de
Educacion Nacional (MEN) de Colombia, con el fin de mejorar la calidad de la
educaciéon, que por esta época es tema que a todos concierne. Se trata de lograr
espacios propicios para fomentar y fortalecer en los jovenes las capacidades y
aptitudes necesarias para afrontar y contribuir al mejoramiento del mundo moderno

en que se vive.

Significa entonces, que es en los docentes en quienes recae la mayor
responsabilidad en esta formacion. También les corresponde la perspectiva de
contribuir al cumplimiento de estos fines, mediante la incorporacion de conocimientos
cientificos, que propicien el desarrollo del pensamiento del escolar y de su

independencia cognoscitiva.

Para lograr responsabilidad en el aprendizaje de los estudiantes, se hace necesario
contar con un proceso de ensefianza-aprendizaje que tenga una elevada eficiencia
en la formacién de conocimientos. En este proceso se debe propiciar, que sean
capaces de aplicar esos conocimientos en la solucién de problemas escolares y de la

vida cotidiana.

A pesar de los esfuerzos que ha realizado el pais por cada region, persisten todavia
deficiencias académicas en los estudiantes en algunas asignaturas de los curriculos,
las que han sido objetos de investigaciones. Una de las asignaturas que presenta las
mayores dificultades es la matematica, especificamente el area de la geometria del

espacio.



El conocimiento geométrico esta presente en las diferentes esferas del hombre en la
sociedad y en la naturaleza, por tal motivo juega un papel importante en la
transformacion de la realidad. Bajo estas condiciones es importante lograr un
aprendizaje robusto y para la vida de los contenidos de la geometria del espacio

desde los primeros grados y darle continuidad en el nivel secundario.

Dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio, el trabajo
de la construccion del concepto de volumen es importante para lograr la
transformacién de esa realidad. La construccion de este concepto por su caracter

abstracto, constituye todavia en las instituciones, una barrera en el aprendizaje.

En las Instituciones Educativas, la aprehension de la geometria del espacio,
especificamente el proceso de construccion del concepto de volumen, contribuye a
gue los estudiantes desarrollen su pensamiento geométrico. Este proceso también le
permite que se preparen para mantener una actitud comprometida y responsable

frente a las diversas problemaéticas de la vida.

La ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio ha ocupado a los
investigadores, tanto nacional como internacionalmente, en diferentes reuniones y
congresos. Esta tematica y en particular la construccion del concepto de volumen
han sido abordadas en el Congreso Internacional de Educacion Matematica (ICME),
en el Congress of the European Society for Research in Mathematics Education
(CERME), en la Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education (PME), en las reuniones latinoamericanas de matematica
educativa (RELME), en los Encuentros Colombianos de Matematica Educativa

(ECME), entre otros, es tema central de discusion.


http://www.google.com.co/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=8&cad=rja&ved=0CGgQFjAH&url=http%3A%2F%2Fwww.uanl.mx%2Fnoticias%2Facademico%2Finicio-el-congreso-internacional-de-educacion-matematica-icme-11.html&ei=SulSUuagOISI9QTznoHAAQ&usg=AFQjCNGh0VVIizK5LoZwHDx8niw7Kl_JaA&sig2=6S_X1T0Ta1qUsFH2T4D0QQ&bvm=bv.53537100,d.eWU

Diversas son las investigaciones y trabajos realizados sobre esta tematica en los
diferentes niveles educacionales, en los que se revela que las mayores dificultades
se presentan en la construccion del concepto de volumen de cuerpos geomeétricos.
En esta tematica se destacan Flores (1991), Gutiérrez (1992), Rizo y Campistrous
(1980-2007), Lopez, (2005), Abrate et al. (2006), Kohanova, (2007), Cantoral (2008),

Rojas (2009); Steinwandel, y Ludwig, (2011), y Villarroel, y Sgreccia, (2011).

Estos autores en sus trabajos reflejan que estas dificultades estan dadas por la
insuficiente comprension de los conceptos geométricos (especialmente espaciales) y
se manifiestan en la poca capacidad que tienen los estudiantes para transferir los
conocimientos de la geometria plana hacia el espacio tridimensional y en su limitada
habilidad para representar las formas espaciales en el plano. Como resultado de sus
estudios proponen modelos didacticos, estrategias, metodologias, entre otras formas,
para perfeccionar la ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio, donde se

favorece la construccion del concepto de volumen.

Para tratar de mejorar esta situacion, las instituciones han vuelto a incluir la
geometria en sus curriculos por ser ésta una herramienta en la ensefianza de las
matematicas y por sus grandes aplicaciones en otras ciencias. Aun se hace
limitadamente, pues tan solo se han inmerso algunas tematicas que son abordadas
en el ultimo periodo del afio lectivo 0 en escasamente una hora, que algunos

colegios le han asignado a la semana.

El proceso de ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio en la escuela
actual, y especificamente la construccion del concepto de volumen de cuerpos

geomeétricos, no ofrecen a los estudiantes las herramientas para indagar, analizar,



explorar y realizar conjeturas sobre la construccion de dicho concepto. Esta realidad
esta sustentada en los resultados que obtiene la investigadora con la aplicacion de
métodos empiricos como la observacion cientifica, la encuesta (ver anexo 1) y la
experiencia de 9 afios de trabajo, donde se pudo constatar como insuficiencias las

siguientes:

Limitado reconocimiento en las propiedades de las figuras planas, necesarias

para la construccion del concepto de volumen.

e Escaso reconocimiento de las propiedades de los sélidos geométricos

elementales.

e Los estudiantes carecen de las habilidades de representacion, visualizacion e

imaginacion espacial, necesarias para la construccion del concepto de volumen.

e El nuevo conocimiento sobre el concepto de volumen de cuerpo no se introduce
a partir de los conocimientos existentes y de las experiencias en la vida

relacionada con la tematica.

Precisamente la respuesta a esta probleméatica constituye la esencia de esta
investigacion, en la que, se plantea como problema de investigacion: ¢cémo
favorecer la construccion de significado robusto del concepto de volumen de cuerpos
geométricos en los estudiantes del grado octavo de la Institucion Educativa Colegio

Nuestra Sefiora de la Paz?

En busca de dar solucion al problema se toma como objeto de estudio: el proceso
de ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio en la Educacion Basica

Secundaria.



Lo que lleva a encaminar el objetivo general de la investigacion hacia el
favorecimiento de la construccién de significado robusto del concepto general de
volumen y el de volumen de cuerpos geométricos especiales en los estudiantes de
octavo grado de la Institucion Educativa Colegio Nuestra Sefiora de la paz mediante

la elaboracién de actividades conformadas por problemas no rutinarios.

Acorde con el objetivo, el campo de accién se enmarca en el proceso de
ensefianza-aprendizaje disefiado para lograr la construccion de significado robusto

del concepto de volumen de cuerpos geométricos en la Educacion Bésica.

En aras de lograr resolver el problema planteado, se declara como hipoétesis de la
investigacion: las actividades conformadas por problemas no rutinarios
contextualizados, basados en la manipulacion geométrica, la representacion
geométrica espacial y la visualizacion como herramienta didactica, mejoran el
proceso de ensefianza-aprendizaje con respecto de la construccién de significado
robusto del concepto de volumen de cuerpos geométricos, en los estudiantes de la

Institucién Educativa Colegio Nuestra Sefiora de la Paz.

Buscando dar cumplimiento al objetivo y lograr resolver el problema planteado, asi
como para guiar el curso de la tesis, fueron propuestas las siguientes tareas de

investigacion:

1. Determinar el estado del arte sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje de la
geometria del espacio, especificamente de la construccion del concepto de
volumen de cuerpos geométricos en la Educacién Basica Secundaria.

2. Analizar los presupuestos psicopedagodgicos y matematicos que sustentan el
proceso de ensefanza-aprendizaje de la geometria del espacio,
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especificamente de la construccion del concepto de volumen de cuerpos
geomeétricos en la Educacion Basica Secundaria.

3. Elaborar problemas no rutinarios para favorecer el proceso de ensefianza-
aprendizaje de la construccion del concepto de volumen de cuerpos
geométricos, en los estudiantes de la Institucion Educativa colegio nuestra
sefora de la paz.

4. Valorar la viabilidad de la propuesta, mediante su aplicacion en la practica

escolar.
Metodologia de la investigacion

Para llegar a la solucién exitosa de la investigacién, se deben combinar métodos y
técnicas de investigacion cientifica, en un nivel teérico y empirico. En el trabajo se

utilizaran los siguientes métodos tedricos:

Historico-légico: se emplea con el fin de valorar la evolucion y desarrollo del
proceso de ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio, en particular de la
construccion del concepto de volumen de cuerpos geométricos en la Educacion

Basica.

Andlisis-Sintesis: presente en todo el proceso de investigacion, tanto en los
fundamentos tedricos, como en el analisis de los resultados del diagndstico
relacionados con la ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio, en particular
de la construccion del concepto de volumen de cuerpos geomeétricos, lo que permite

interpretar y sintetizar los resultados, y elaborar las conclusiones y generalizaciones.

Del nivel empirico fueron empleados:



La observacion cientifica: para obtener informacion del nivel de conocimientos que
poseen los estudiantes de la Educacién Basica sobre el proceso de ensefianza-
aprendizaje de la geometria del espacio, en particular de la construccion del

concepto de volumen de cuerpos geométricos.

Encuesta: busca obtener informacion de profesores y estudiantes de la Institucion
para conocer las dificultades acerca de la construccion del concepto de volumen de

cuerpos geometricos en la Educacion Basica.

Los métodos Estadisticos Matematicos se utilizan para el procesamiento de la
informacion obtenida a través de los métodos y técnicas del nivel empirico en

diferentes momentos de la investigacion.

Se toma como poblacion los 60 estudiantes de octavo grado de la Institucion
Educativa Colegio Nuestra Sefiora de la Paz y la muestra 20 estudiantes del grupo

1, del curso escolar 2014-2015.

La significacion practica del presente trabajo viene dada en actividades
conformadas por problemas no rutinarios, sustentados en la visualizacion, la
manipulacion y la representacion geométrica espacial como herramientas didacticas
para favorecer la construccion de significado robusto del concepto de volumen de
cuerpos geomeétricos, que propicien el desarrollo de las competiciones matematicas,

en los estudiantes de la Institucion Educativa Colegio Nuestra Sefiora de la Paz.

La tesis consta de introduccion, cuatro capitulos, conclusiones, recomendaciones,
bibliografia y 6 anexos. En el primer capitulo se aborda el estado del arte sobre el

proceso de ensefanza aprendizaje de la geometria del espacio y de la construccion



del concepto de volumen de cuerpos geométricos. En el segundo capitulo se asume
el marco teorico de la tesis; en el capitulo 3 se proponen las actividades conformadas
por problemas no rutinarios para favorecer la construccion del concepto de volumen

y en el capitulo 4 se valoran los resultados.



CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

El limitado interés y motivacion hacia el estudio de la geometria del espacio, esta
entre las dificultades que presenta este proceso en la escuela, a pesar de ser el
contenido geométrico uno de los que mas aplicaciones tienen fuera del ambito de la
matematica. En este capitulo se hace referencia a las investigaciones sobre el
proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria del espacio y acerca del proceso
de construccién del concepto de volumen de cuerpos geométricos en la Educacion
Basica en diferentes paises del mundo. También se hace un breve analisis de estas

tematicas en la escuela colombiana.

1.1. Investigaciones sobre el proceso de ensefianza aprendizaje de la

geometria del espacio en la Educacion Basica

Entre 1959 y mediados de la década de los setenta en varios paises del mundo, la
ensefianza de la geometria del espacio se ve afectada por la tendencia denominada
“Matematica Moderna”, que enfatiza la algebrizacion por encima de la geometria. En
esta etapa se limita el trabajo con la geometria elemental, particularmente la intuicion

espacial y la visualizacion.

A continuacion se realiza un estudio de las investigaciones mas representativas
sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio en la

Educacion Basica, por algunos paises y escuelas.

Gutiérrez et al. (1991) utilizaron un instrumento de evaluacion como una prueba de

geometria espacial que evaluo los niveles de van Hiele en los estudiantes, en tareas



de geometria en tres dimensiones. Llegaron a la conclusion que la teoria de los Van
Hiele debe ser adaptada a la complejidad del proceso de razonamiento humano,
porque el individuo no tiene un proceso de pensamiento simple y lineal. Criterios

estos compartidos por la autora de esta tesis.

Gutiérrez (1992), concede un rol importante a la manipulacion fisica, a las
operaciones con imagenes mentales y a la visualizacibn en la ensefanza-
aprendizaje de la geometria del espacio. Este autor plantea que el primer intento que
se conoce de aplicar los niveles vanhieleanos en la geometria del espacio aparece
con Lunkenbein (1983) y Hoffer (1991), estos trabajos aplican el modelo pero de

forma parcial, pues solo se refieren a los tres niveles inferiores.

En el documento de discusién para un estudio ICMI (1995), se plantea que la
geometria tridimensional casi ha desaparecido o ha sido confinada a un rol marginal
en el curriculo de la mayoria de los paises. Esto limitd el aprendizaje de la geometria

del espacio en los estudiantes y por ende la intuicion y visualizacién.

Gutiérrez (1998), presenta algunas reflexiones sobre la importancia de utilizar
representaciones planas de cuerpos geométricos espaciales adecuadas a los
estudiantes de diferentes edades. Se analizan diversas formas usuales de
representacion plana de objetos de 3 dimensiones y, donde toma como base los
resultados de algunas investigaciones, se describen varias dificultades observadas
cuando los estudiantes dibujan o interpretan representaciones planas de solidos,

incluyéndose algunos ejemplos de respuestas de los estudiantes.

En su estudio Gutiérrez (1998), hace sugerencias a los profesores acerca de la
capacidad de los estudiantes de diversos grados para utilizar las distintas
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representaciones y plantea algunos ejercicios que pueden proponerse en aras de
mejorar la habilidad para dibujar y leer representaciones planas de cuerpos
espaciales. Cuestiones estas que la autora de esta tesis considera necesaria en el
proceso ensefianza aprendizaje de la geometria del espacio, especificamente para la

construccion de significado robusto del concepto de volumen.

Ferndndez (2005) plantea que en Espafia “se ha reducido la docencia de la
geometria desde el nivel de secundaria. Eso complica la situacibn en muchas
materias que se imparten en la universidad, pero (lo que es grave) es que los
alumnos apenas pueden visualizar el espacio de dimensién 3, por supuesto, no
saben en general resolver problemas elementales (para un alumno universitario) de
Geometria Analitica, por ejemplo, trazar la perpendicular de un punto a un plano, o la
distancia entre dos puntos. Aqui, se intenta ir mas a una ensefianza de mucho

ordenador y hacia la Matematica aplicada™.

Lépez (2005) analiza dos problematica en la ensefianza-aprendizaje de la geometria
del espacio en México, las cuales estan dadas por el bajo rendimiento escolar en los
temas de geometria plana y la falta de materiales didacticos para apoyar a sus

respectivos libros de texto en la ensefianza de dichos temas.

Segun Abrate et al. (2006) plantea que algunas de las dificultades en la ensefianza-

aprendizaje de la geometria del espacio estan dadas en que:

e Las caracteristicas de las actividades de geometria que proponen los textos de

Matematica que mas frecuentemente utilizan los profesores de las escuelas, no

! Fernandez, M. (2005). Texto inédito. Universidad del Pais Vasco. Facultad de Ciencia y Tecnologia,
Departamento de Matematicas. Bilbao.
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necesariamente propician la adquisicion de todas las habilidades geométricas

espaciales establecidas en los estandares curriculares.

e El aprendizaje de la geometria del espacio se ha basado, casi exclusivamente,
en un estudio memoristico de areas, volimenes, definiciones geométricas, y en

construcciones de tipo mecanicista y completamente descontextualizadas.

e Los docentes desplazan paulatinamente los contenidos relativos a la geometria
del espacio hacia las ultimas unidades didacticas de su planificacién escolar,

pues en ocasiones se prescinde de su tratamiento en muchas escuelas.

La autora de esta tesis coincide con los criterios planteados y considera que el
proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria se afecté en la mayoria de los

paises del mundo producto a lo planteado por Abrate et al. (2006).

Kohanovéa (2007)? en el CERME 2007, presenta brevemente la investigacién que se
realizé con el fin de comprender mejor la percepcién del espacio y de los objetos de
los estudiantes no videntes en la educacién secundaria. Tres estudiantes videntes y
cuatro no videntes participaron en el experimento y los resultados de los andlisis
cualitativos ofrecen algunas propuestas e ideas de como mejorar la ensefianza de la
geometria del espacio a los alumnos invidentes y deficientes visuales. Su propuesta

se sustenta en el modelo de Van Hiele.

Gaudio y Gaudio (2007), con el fin de que el estudiante logre desarrollar habilidades
en la construccion geométrica en tercera dimension, consideran de trascendental

relevancia, que las instituciones educativas revisen los procesos conceptuales de

2 Department of Algebra, Geometry and Didactics of Mathematics, Faculty of Mathematics, Physics
and Informatics, Comenius University, Bratislava, Slovak Republic
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ensefianza. Es importante que a dichos estudiantes se les formulen aquellos
conceptos estrictamente necesarios y con ello se alcance un conocimiento con
significado y sentido, que les permita construir sus propios saberes pertinentes y

establecer relaciones con su entorno.

Estos autores consideran determinar lo prioritario y trascendental del juego como
mayor sensibilizador del proceso de ensefianza-aprendizaje, donde se hace evidente
la visualizaciébn, manipulacion y reconocimiento de los cuerpos geométricos.
Reconocen que el fortalecimiento de dichos conceptos geométricos exige iniciar
trabajarlos desde el plano, en el que se hace practico y efectivo el juego del tangram

y el plegado de papel.

Se aduce que “... se trata de presentar situaciones atractivas desde lo ludico, cuyos
aspectos didacticos promuevan la explicacion y justificacion de las soluciones
obtenidas, para que desde la reflexion de lo trabajado, el conjunto de conceptos que
se involucren sean significativos que, lejos de trabajar con contenidos aislados,
tiendan a la construccion de redes conceptuales que se afirmen y se sostengan
interrelacionadamente y partan de conocimientos previamente adquiridos, ya sea
para su ampliacién o ruptura™. Criterios estos que son compartidos por la autora de
esta tesis y seran de gran utilidad en la propuesta de este trabajo.

Rojas (2009), plantea algunas dificultades que perduran en el aprendizaje de la
geometria del espacio, que parten de no estimular las habilidades requeridas para la

visualizacion, la representacion y la imaginacion espacial; del pobre reconocimiento

® Gaudio, P. y Gaudio, R. (oct, 2007). Geometria y espacio — Jornadas de Ensefianza e Investigacion
Educativa en el campo de las Ciencias Exactas y Naturales- 18-19. Recuperable el 8/12/13 en la URL:
http://www.fahce.unlp.edu.ar/academica/Areas/cienciasexactasynaturales/descargables/ponencias-en-
las-jornadas/gaudio2.pdf.

13


http://www.fahce.unlp.edu.ar/academica/Areas/cienciasexactasynaturales/descargables/ponencias-en-las-jornadas/gaudio2.pdf
http://www.fahce.unlp.edu.ar/academica/Areas/cienciasexactasynaturales/descargables/ponencias-en-las-jornadas/gaudio2.pdf

de las propiedades de figuras geométricas; del empleo de métodos que acentuan la
actividad reproductiva de los estudiantes. También hace referencia al poco
aprovechamiento y falta de creatividad en la utilizacion de los medios de ensefianza,
y de la poca aplicacion de los conocimientos geométricos a la solucion de problemas

geomeétricos espaciales vinculados a la vida.

Este autor aduce, que entre otras deficiencias se tiene el pobre desarrollo de
habilidades para representar cuerpos geométricos en el plano y para la transferencia
del plano al espacio y la tematica esta confinada a lo ultimo en los curriculos.
Criterios estos que son compartidos por la autora de esta tesis y algunos fueron
comprobados en la revision de la literatura y en los resultados de los instrumentos

aplicados.

Guillén (2010), en su investigacion dedica su atencion a la geometria espacial. Por
un lado, muestra el origen y desarrollo de la geometria de los sélidos, donde precisa
la observacién en el proceso ensefianza-aprendizaje de los procesos matematicos y
por el otro lado, considera la representacion de los sélidos y el problema de la

visualizacion, de gran interés para los investigadores en educacion matemaética.

Este autor plantea que viendo la realidad actual, del limitado ejercicio del estudio de
esta rama en los diferentes niveles escolares, se puede aducir que este se encuentra
en la escasa preparacion que tienen los docentes para la ensefianza de la geometria
de los solidos; la mayoria no se siente debidamente capacitados para orientar los
procesos pertinentes a la correcta experimentacion de los diferentes mecanismos de
su ensefianza-aprendizaje. Ademas los libros no ofrecen los cambios de enfoques

sugeridos en algunos curriculos.
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También propone fortalecer la formacion estructural en los docentes de tal manera
gue alcancen una mayor aplicacion de la creatividad y habilidad en la resolucion de
problemas. La autora de esta tesis es del criterio que las instituciones educativas no
reflejan un mayor interés al momento de exigir una mas amplia programacion al
respecto, y aln mas, no dedican un mayor tiempo para desarrollar su programacion.
Es necesario un mayor aporte de las instituciones en cuanto ampliar la intensidad
horaria y mejorar la dotacién en las herramientas pedagdgicas con lo cual facilitaria

aun mas la ensefianza aprendizaje en esta area.

Steinwandel y Ludwig (2011) de la University of Education Weingarten, Alemania, en
el Proceedings of the Seventh Congress of the European Society for Research in
Mathematics Education (CERME7), y en el ICME 12 de Korea, en su trabajo se
presenta el estado actual de un estudio cientifico que investiga el impacto de los tres
entornos de trabajo diferentes (ejemplo, el modelo real o animacién interactiva por
computadora) en el reconocimiento y tratamiento de las estructuras espaciales. Estos
autores plantean que la literatura actual no da una imagen coherente de la cuestion.
Esta incoherencia puede tener varias causas, por ejemplo, las habilidades
espaciales, geométricas y aritméticas de los 242 estudiantes de grado 5-9 (10 afios a

15 afos de edad, estudiantes) a los cuales se le aplicé el estudio.

Villarroel y Sgreccia (2011) de la Universidad Nacional de Rosario, en la revista
nameros publican un trabajo que propone identificar y caracterizar los materiales
didacticos concretos, que pueden utilizarse en la ensefianza de los contenidos
geométricos en primer afio de la Educacion Secundaria, y donde les interesa

reconocer las habilidades geométricas que tales materiales permiten desarrollar al
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ser aplicados. La investigacion se fundamenta tedricamente en las ideas que

sustenta la Educacion Matematica Realista.

Segun Villarroel y Sgreccia (2011) en este estudio mediante un enfoque
cualitativo de alcance exploratorio-descriptivo, se distinguen siete grandes grupos de
materiales: modelos fijos 2D y 3D, rompecabezas geométricos, tangram, geoplano,
transformaciones dindmicas, origami o papiroflexia, objetos del entorno real. Los
mismos, dependiendo de la intencionalidad didactica, favorecen el desarrollo de
variadas habilidades geométricas™. Es criterios de la autora de esta tesis que

algunos de estos materiales son propicios para la construccion del concepto de

volumen en los estudiantes.

Camou (2012), considera que la representacién de los objetos de tres dimensiones
es el principal problema para la ensefianza de la geometria del espacio, para lo cual
crea e implementa como solucion el enfoque llamado ingenieria iIMAT (integrando
Multirepresentaciones, Aproximaciones y Tecnologia). Este estudio se realiza en la
universidad de Georgia (USA), donde se ensefia experimentalmente geometria del
espacio a 140 estudiantes durante dos semanas alcanzando en ellos un aprendizaje
significativo. Concluye ademas que los dibujos planos de los objetos 3D son las
representaciones mas abstractas y por lo tanto deben ser precedidos por

representaciones concretas, semi-concretas y semi-abstractas.

El supuesto fundamental de IMAT esta en que es necesario utilizar un conjunto de
representaciones, que de diferentes formas aproximan el mismo objeto geométrico,

para asi lograr un mejor aprendizaje de la geometria del espacio. Criterios estos que

* Villaroel, S. y Sgreccia, N. (2011). Materiales didacticos concretos en Geometria en primer afio de
Secundaria. Localizacién: Numeros, ISSN 0212-3096, N°. 78 1, p. 73-94.
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son compartido por la autora de esta tesis y que considera necesario en un proceso

de enseflanza aprendizaje robusto de la geometria del espacio en los estudiantes.

Lin-Jung Wu, et al. (s.f) de Taiwan, desarrollan un sistema de aprendizaje de la
geometria espacial practico para facilitar el aprendizaje en los estudiantes. El sistema
tomo de Duval los cuatros elementos de aprehension sobre la geometria:
aprehension perceptiva, aprehension secuencial, aprehensién operativa y la
aprehension discursiva. El sistema es compatible con estudiantes del dltimo afio de
secundaria en el proceso de resolucion de problemas de la geometria espacial, lo
gue les permite manipular la practica espacial de la geometria grafica y desarrollar su

visualizacion y las imagenes mentales.

A continuacion se realiza un breve andlisis de las discusiones sobre la geometria en
algunos congresos internacionales. En el ICME 1995 se debate las “Perspectivas
sobre la ensefianza de la geometria para el siglo XXI”, donde se discute sobre la
identificacion de los retos mas importantes y las tendencias emergentes para el
futuro. También se el interés por el uso de materiales didacticos (manipulables y
visuales) como un recurso importante para favorecer la ensefianza de la geometria.
La autora de esta tesis comparte estos criterios y los tiene en cuenta en su propuesta

de actividades.

En el estudio del ICME 2001, la geometria es vista como una herramienta importante
para comprension y como la parte intuitiva y concreta de las matematicas, ligada a
la realidad. EI ICMI 2008 centra la discusion en la ensefianza-aprendizaje de la
geometria mediante software de geometria dinamica (SGD), segun Rojas (2009) “...

no obstante su utilizacion en la geometria del espacio limita en ocasiones la
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posibilidad de manipular los cuerpos geométricos y también que los estudiantes

aprendan de esas vivencias™.

En los CERME 3, 4 y 5 se desarrollan grupos de trabajo sobre el pensamiento
geomeétrico, especificamente en el CERME 2005, el grupo de trabajo 7 centra su
discusion en la ensefianza y aprendizaje de la geometria en la educacion primaria, la
educacion secundaria y la formacion docente, en particular se cuestiona sobre el
plan de estudios de geometria para los grados 5 y superiores. Esto demuestra el
marcado interés de los especialistas en el tema y la importancia del contenido

geométrico para la preparacion de los estudiantes en la escuela.

En la literatura revisada sobre el proceso ensefianza-aprendizaje de la geometria del
espacio, se pudo constatar la existencia de varias investigaciones sobre la
construccion del concepto de volumen de cuerpos geométricos, las cuales seran

tratadas en el proximo epigrafe.

1.2. Investigaciones acerca del proceso de construcciéon del concepto de

volumen de cuerpos geométricos en la Educacion Basica

Investigadores de diferentes paises han realizado sus estudios sobre la construccion
del concepto de volumen de cuerpos geométricos en la Educacion Basica. Entre los

gue se destacan:

Saucedo, Carb6 y Mantica. (s.f), permiten retomar la importancia que posee el

realizar un estudio completo de las caracteristicas fundamentales que tiene el

° Rojas, O. (2009). Modelo didactico para la ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio con
un enfoque desarrollador en el preuniversitario. Tesis presentada en opcion al grado cientifica de
Doctor en Ciencias Pedagdgicas. Universidad de Ciencias Pedagdgicas “José de la luz y caballero”,
Holguin. Cuba. p.2
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volumen a través de la manipulacion constante de objetos de distinto material. Este
trabajo se lleva a cabo mediante la realizacion de diversas actividades, como
comparar objetos, usar diferentes unidades de medida, establecer la necesidad de
una medida en particular, estimar la medida del volumen de un objeto, empaquetar,

entre otras.

Estos autores reconocen la importancia de la manipulacién para distinguir las
distintas propiedades de los objetos. En este proceso es necesario el ejercicio
practico del estudiante, donde puede descubrir y aprender de sus propios errores e
inclusive entrando en controversia entre sus comparieros. Criterios que comparte la
autora de esta tesis y resalta la significatividad de la manipulacién geométrica para la

construccion del concepto de volumen.

Freudenthal (1983), plantea que al tratar los conceptos matematicos y en particular el
del volumen, se debe comenzar a través de un analisis fenomenoldgico, concluyendo
qgue para lograr que los estudiantes formen el objeto mental volumen, es necesario

trabajar las siguientes actividades:

e “Realizar transformaciones con soélidos como modelar, verter, transformaciones
de romper y rehacer, sumergir en liquidos, etc. A través de las actividades
diferenciar volumen y area y volumen y capacidad.

e Realizar repartos equitativos de liquidos, masa, plastilina, etc. aprovechando la
regularidad de ciertos cuerpos; estimando y midiendo.

e Comparar y reproducir solidos, ya sea comparando bases y alturas, o por
estimacion, o por medicidon, o usando transformaciones que conserven el

volumen. Se consideran también situaciones en las que hay que comparar dos
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volumenes pero también aquellas en las que se debe realizar una reproduccién
de un volumen con una forma diferente.

e Medir, ya sea por exhaucion con una unidad y afinando la medicién con
subunidades, o por acotaciébn entre un nivel superior e inferior, o por
transformaciones de romper y rehacer, proceso por el que generalmente se
deducen las férmulas de las figuras geométricas; o por inmersion, o por medio
de relaciones geométricas generales midiendo las dimensiones lineales y
aplicando férmulas para obtener la medida.

e Realizar construcciones: cuerpos de igual area y distinto volumen, cuerpos de

igual volumen y diferentes areas™.

Es criterio de la autora de esta tesis, que haya variedad de actividades para que la
comprension del concepto de volumen sea la adecuada y lograr la construccion
robusta de este concepto.

Herrera y Aguilar (s.f), plantean que en la sala de clases, a través del juego de
construcciones geométricas y haciendo uso del material de apoyo, se logra una
mayor comprension de los conceptos basicos de geometria elemental 2D y 3D. La
funcion de este material es servir como punto de transicion entre la formulacién
abstracta de la geometria y la realidad fisica. Criterios que son aducidos por la autora

de esta tesis y son tenidos en cuenta en las actividades.

® Saucedo, G. Carbé, A. y Mantica, A. (s.f). Volumen, ¢qué se necesita conocer para ensefarlo?
Institucion: Facultad de Humanidades y Ciencias. Universidad Nacional del Litoral. Argentina.
Recuperable el 9/12/13 en la URL:
http://www?2.famaf.unc.edu.ar/rev_edu/documents/vol 22/pro_Saucedo_tra.pdf.
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Chamorro y Belmonte, (1988) plantea que las dificultades en el aprendizaje de la
magnitud y su medida tienen su origen en mdultiples causas que van desde la
confusién entre las magnitudes del peso y el volumen. Por su parte en el libro “Las
magnitudes y su medida en la Educacion Primaria”, se plantea que “Los errores de
las mediciones indirectas asociados con el calculo de longitudes, areas y volimenes,
se pueden concretar en dificultades con el lenguaje algebraico; resolucion de
problemas con datos errébneos o no reales; confusibn entre area y perimetro,
confusion entre rea y volumen™. La autora de esta tesis, retoma este trabajo, pues
considera que en los contenidos geométricos de la Educacion Primaria estan las
bases para construccion del concepto de volumen en los estudiantes de la Educacion
Basica, y es del criterio que una de las dificultades es un tratamiento no adecuado en

la construccién de este concepto.

Saiz (2003) expone algunos resultados de una investigacion centrada en las
concepciones de los maestros de primaria sobre el concepto de volumen y su
enseflanza. La evidencia que permiti6 obtener una caracterizacion de estas
concepciones consiste en transcripciones de grabaciones, en audio y video, de las
sesiones de un taller de actualizacion sobre dicho concepto matematico y las

respuestas a algunos cuestionarios aplicados a los asistentes.

Saiz (2003) basa principalmente su marco tedrico metodolégico en: a) estudios
acerca de concepciones de maestros, b) un analisis fenomenologico (Freudenthal,
1983) del concepto volumen, c) trabajos relacionados con los procesos de

ensefianza y aprendizaje del concepto, y d) un analisis de diferentes modelos de

" Las magnitudes y su medida en la Educacion Primaria. Recuperable el 2 de abril de 2014 en la URL:
http://www.gobiernodecanarias.org/educacion/5/DGOIE/PublicaCE/docsup/la%20medida_parte5.pdf

21



http://www.gobiernodecanarias.org/educacion/5/DGOIE/PublicaCE/docsup/la%20medida_parte5.pdf

ensefianza para el volumen. También sustento el disefio de los instrumentos de toma

de datos y el escrutinio de la informacién obtenida.

Este autor para los resultados disefia una taxonomia de categorias de analisis que
permitié analizar el discurso de los maestros. Se considera importante este articulo a
pesar de no estar comprendido dentro del objeto de estudio, pues son los docentes
de la primaria los encargados de darle las bases de la construccion del concepto de
volumen a los nifios, por tal motivo su preparacion decide en las concepciones que

poseen los estudiantes en grados superiores.

Castellanos (2010) considera la relevancia que tienen los juegos para alterar la forma
del volumen, donde una vez construido, los estudiantes logran experimentar con las
formas creadas. En su estudio valora la significacién que tienen las aristas en la

determinacion de las figuras, pues estas ultimas dependen directamente de ellas.

También da entender la importancia de la metodologia participativa y dinamica con el
uso del software GeoGebra, que permite lograr una mayor potencializacién en los
procesos de visualizacion y razonamiento, alcanzando el éxito en la resolucion de
problemas y construcciones geométricas (Castellanos, 2010). Se comparten estos
criterios, pero se considera que primero se debe iniciar el trabajo con los estudiantes
a través de los instrumentos y medios tradicionales manipulables y después hacer

uso del software.

El Ministerio de Educacion de Peru plantea que en el grado octavo el estudiante
“Interpreta, compara y justifica propiedades de formas bidimensionales y
tridimensionales, las representa graficamente y las construye a partir de la
descripcion de sus propiedades y relaciones de paralelismo y perpendicularidad.
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Compara, calcula y estima medidas de angulos, superficies compuestas y volimenes
seleccionando unidades  convencionales pertinentes  justificando  sus
procedimientos™. En el proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria, estas
cuestiones se consideran necesarias para la construccion del concepto de volumen

en la Educacion basica.

A continuacion se realiza un andlisis de las investigaciones realizadas sobre el
proceso de enseflanza aprendizaje de la geometria, especificamente sobre la
construccion del concepto de volumen de cuerpos geométricos en la Educacion

Basica en Colombia.

1.3. Investigaciones acerca del proceso de ensefianza aprendizaje de la
geometria, especificamente sobre la construccion del concepto de volumen de

cuerpos geométricos en la Educacion Basica en Colombia

En Colombia son varios los investigadores que han abordado el proceso de
ensefianza aprendizaje de la geometria. Entre los que se destacan: Camargo (2010),

Pérez (2011), Morales y Majé (2011), Suéarez (2014), entre otros.

Camargo (2010), realiza su propuesta en un curso universitario de geometria plana
de un programa de formacién de futuros profesores de matematicas para la
educacién secundaria, donde describe y analiza un caso de ensefianza y aprendizaje
de la demostracion, sustentado en la comunidad de practica de Wenger (1998). Se

considera necesario trabajar desde el pregrado en la preparacion del profesor de

® Mapas de progreso del aprendizaje. Matematica: Geometria. Ministerio de Educacién de Peru.
Recuperable el 2 de abril de 2014 en la URL:
http://www.ipeba.gob.pe/estandares/Mapasprogreso Matematica Geometria.pdf

23


http://www.ipeba.gob.pe/estandares/Mapasprogreso_Matematica_Geometria.pdf

matematica en lo referido a la geometria del espacio, especificamente con la

demostracion, un tema casi olvidado de la matematica en la escuela.

Pérez (2011), disefia un sistema de actividades teorico-practico, sustentado en el
modelo de comunidad de practica de Wenger (2008), donde se favorece la
construccion de significado para el concepto de area de algunas figuras planas en la
asignatura de Geometria de sexto grado. Pérez (2011) sugiere disefar actividades a
trabajar para que los estudiantes tengan ciertas dificultades que los motiven a
esforzarse para solucionarlas, pero no del grado que produzcan frustracion y
abandono. La autora de esta tesis coincide con lo abordado por la investigadora, al
plantear que la enseflanza de la geometria, mediante esta forma, propicia
compromiso y motivacion en los estudiantes, y que participen en la construccion de

Su propio conocimiento.

Morales y Majé (2011) en su investigacion ofrecen el resultado de un analisis en
torno al desarrollo del pensamiento espacial y los niveles de la competencia
matematica formular y resolver problemas en estudiantes de grado séptimo de la
educacién basica secundaria, sobre el objeto matematico cuadrilateros y el uso de la
geometria dinAmica. También valoran el proceso de ensefianza y aprendizaje de la
geometria y se determina el nivel de razonamiento geométrico de los estudiantes de

grado séptimo relacionado con los cuadrilateros.

Morales y Majé (2011) articulan su estudio a partir de la propuesta de Bishop (2005)
y el modelo tedrico propuesto por los esposos Van Hiele. Estos autores elaboran
actividades en las que se tuvo en cuenta el contexto social y econdémico de la region,

relacionado con el proyecto escuela y café. Este trabajo se considera una alternativa
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que contribuye al desarrollo del pensamiento espacial, y la superacion de los

fendmenos didacticos en los estudiantes.

Los estudios realizados por Camargo (2010), Morales y Majé (2011) y Pérez (2011),
se refieren al proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria. Estas
investigaciones se tienen presente, pues este proceso es basico para la geometria
del espacio, especificamente en la construccion de un significado robusto del

concepto de volumen.

En los Estandares Basicos de Competencias en Matematicas se plantea que el
‘tratamiento de los conceptos relativos a la medida de magnitudes compuestas a
partir de las relaciones funcionales con respecto a las magnitudes fundamentales
que las componen hace que conceptos como el de area, volumen,... puedan
entenderse como funciones de otras magnitudes més simples™. Criterios estos que

son compartidos en esta tesis.

Suarez (2014) enfoca su estudio en la geometria, especificamente en la resolucién
de problemas geométricos en las Olimpiadas Colombianas de Matematicas, donde
utiliza el error como estrategia didactica, que permita la construccién de
conocimientos significativos. Como via de solucién disefia 5 talleres de solucion de
problemas para el grado noveno. El Taller 4 lo dedica a Voliumenes, donde primero
muestra los conceptos basicos y la construccion del volumen de un prisma a partir de

cubos de una unidad.

° Estandares Basicos de Competencias en Matematicas. Potenciar el pensamiento matematico: jun
reto escolar! Recuperable el 23 de abril en la URL:
http://www.eduteka.org/pdfdiryMENEstandaresMatematicas2003.pdf p.70
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Los problemas que propone Suarez (2014), los contextualiza a las vivencias que
poseen los estudiantes, relacionada con esta tematica. Desarrolla dos experiencias
gue resultaron significativas, en la primera de ellas se refiere a que: “... un estudiante
solicitd en cooperativa una caja en donde venian empacadas cajitas de bebidas,
toma las medidas de la caja grande y otro estudiante tomé las medidas de una de las
cajitas de la bebida, se hallaron los volimenes y se compardé con el numero de

cajitas que deberian venir empacadas™®

“

En la segunda experiencia “... previamente se habia solicitado a los estudiantes
realizar un cubo de un decimetro de lado y a otros que llevaran una botella de un
litro. Se toma uno de los cubos de un decimetro cubico y se le pide a dos de los
estudiantes que vertieran el litro de agua en el cubo, donde se hizo la relacion entre
las medidas de volumen y capacidad™*. Se es del criterio que problemas como

estos, donde el estudiante manipule y viva experiencias significativas propicia la

construccion de significado robusto del concepto de volumen.

En la literatura revisada en Colombia son limitados los trabajos investigativos
realizado sobre la construccion del concepto de volumen para los estudiantes de la

Educacién Bésica.
Conclusiones del capitulo 1

Se valoran las principales investigaciones sobre el proceso de ensefanza

aprendizaje de la geometria del espacio, especificamente acerca de la construccion

1% Suarez, A. (2014). Tipologia de errores en la solucién de problemas geométricos a partir de los
problemas de olimpiadas. Tesis presentada como requisito para optar al titulo de Magister en
Educacion Matematica. Universidad Antonio Narifio. p.138

! Suarez, A. (2014). Tipologia de errores en la solucién de problemas geométricos a partir de los
problemas de olimpiadas. Tesis presentada como requisito para optar al titulo de Magister en
Educacion Matematica. Universidad Antonio Narifio. p. 139
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del concepto de volumen de cuerpos geomeétricos en la Educacion Béasica en
diferentes paises del mundo y en Colombia. Entre estos autores se tienen: Chamorro
y Belmonte, (1988), Gutiérrez (1992, 1998), Saiz (2003), Fernandez (2005), Abrate et
al. (2006), Kohanova (2007), Gaudio y Gaudio (2007), Rojas (2009), Castellanos
(2010), Camargo (2010), Steinwandel y Ludwig (2011), Villarroel y Sgreccia (2011),

Pérez (2011), Morales y Majé (2011), Camou (2012), Lin-Jung Wu, et al. (s.f).

Algunos de estos autores hacen referencia a las dificultades en el proceso de
enseflanza de la geometria del espacio, conceden valor a la manipulacion
geométrica para el aprendizaje de los conceptos, y consideran importante el proceso
de representacion de cuerpos geométricos en el plano. También critican el estudio
memoristico de definiciones, areas y volumenes, sustentan sus propuestas en el
modelo de Van Hiele, y conceden un gran valor a la ensefianza de la geometria del

espacio desde sus aplicaciones practicas.

En el proceso de la ensefianza de la geometria del espacio, se puede constatar que
muchas de las dificultades residen en la representacion del espacio tridimensional,

en uno bidimensional como la hoja de cuaderno o el tablero del salon de clases.

27



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

“... un gran descubrimiento resuelve un gran problema, pero hay una pizca de
descubrimiento en la solucién de cualquier problema. Tu problema puede ser
modesto, pero si es un reto a tu curiosidad y trae a juego tus facultades inventivas, y
si lo resuelves por tus propios métodos, puedes experimentar la tension y disfrutar

del triunfo del descubrimiento...”?

Polya (1965)

Este capitulo se hace referencia al marco tedrico de la tesis. En tal sentido se asume
la teoria de la resolucion de problemas, problemas no rutinarios o retos y su
contextualizacién en las olimpiadas colombianas de matematica. También se aduce
lo relacionado a la visualizacion como componente psicoldgico, a la manipulacion y a
la representacion geométrica espacial en el proceso de ensefianza aprendizaje de la
geometria del espacio, especificamente para la construccion del concepto de
volumen. Ademas se aborda los referentes tedricos sobre el concepto de volumen en

la Educacion Bésica.
2.1. Resolucién de problemas

La gran brecha entre ensefar a los estudiantes a resolver ejercicios y solucionar
problemas, especialmente los matematicos, presente aun hoy dia en las aulas y a

pesar de los intentos de las mejoras curriculares, ha sido analizada desde diferentes

12 DivulgaMAT. Citas Matematicas. Recuperable el 3 de abrii de 2014 de la URL:

http://divulgamat2.ehu.es/divulgamat15/index.php?option=com_alphacontent&section=16&category=1
10&ordering=1&limitstart=50&limit=10&ltemid=67
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perspectivas, donde se proponen diferentes componentes, procesos e interrelaciones
entre ellos. La resolucion de problemas, asociado a la rama de las Matematicas que
se conoce como Geometria de los cuerpos sélidos, o también conocida como
geometria espacial, constituye un verdadero reto para los estudiantes y un dilema

para los profesores al inducir a los estudiantes a su comprension.

Cuando se habla de problemas, o situaciones problemas el profesor no debe
referirse a la version de los ejercicios con texto, en los cuales no se crea un reto a los
estudiantes al facilitarles todos los datos. Por el contrario, se debe usar este término
para acotar situaciones verdaderamente complejas, capaces y encargadas de
potenciar el desarrollo del pensamiento de los estudiantes, de proporcionar modos
de actuacion y pensar para enfrentar los retos de la vida y de la ciencia. Situaciones
de este caracter, son dificiles de encontrar en la practica diaria en el proceso de
ensefianza aprendizaje de la geometria del espacio, en los grados octavo y noveno

de los colegios de ensefianza basica en Colombia.

Por todo esto, desde hace tiempo y hasta nuestros dias cobra tal importancia la
resolucién de problemas, la cual se ha convertido en toda una teoria, muy estudiada
e investigada por educadores, psicologos y otros especialistas de areas afines con la
ensefianza. Existe un gran debate sobre qué estrategias son mas importantes
durante la resoluciébn de problemas, si las estrategias generales o las del area
especifica, pero, al revisar la literatura, se puede observar que no hay un acuerdo

generalizado respecto a cuales son de un tipo y de otro.

Entre los defensores de la importancia del conocimiento especializado del contenido,

0 como también es nombrado conocimiento de dominio especifico sobre las
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maniobras de resolucion de problemas en Matematicas, se destacan los psicélogos
australianos Owen y Sweller (1989). Estos autores aluden a las investigaciones
desarrolladas en Psicologia cognitiva, e insisten en que “... el dominio en un é&rea
especifica, como las Matematicas, esta caracterizado por la posesion de un gran

cuerpo de conocimiento especifico del dominio...”*

y que la diferencia fundamental
entre estudiantes versados y novicios estd en una mejor interpretacion y

empoderamiento de esquemas de dominio especifico.

El concepto de problema puede ser definido como dificultad programada, previa o
espontanea, con elementos incognitos para el sujeto, pero capaz de estimular la
realizacion de actos sucesivos y ordenados para hallarle solucién. Un problema
matematico puede ser definido de manera informal como una situaciéon matematica
en la que hay un objetivo a conseguir superando una serie de obstaculos, donde el
sujeto que afronta las condiciones a solucionar no conoce los procedimientos o

algoritmos matematicos y de otras ramas afines que le permiten alcanzar su meta.

La definiciébn de problema ha sido abordada por diferentes investigadores, entre los
gue se destacan: Polya (1965), Fridman (1972), Martinez (1981), Majmutov (1983),
Rohn (1984), Schoenfeld (1985), Mayer (1986), Sanchez (1994), Garret (1995),
Inglés y de Halford (1995), Labarrere (1996), Campistrous y Rizo (1996), Alvarez
(1996), Lester y Kehle (2003), Lesh y de Zawojewski (2007), Inglés et al. (2008),

Sriraman y Engish (2010), entre otros.

¥ Owen y Sweller (1989). Tomado de la Tesis para optar al grado de doctor .Metacognicion,
resolucion de problemas y ensefianza de las matematicas. una propuesta integradora desde el
enfoque antropoldgico. Madrid 2005. p. 326
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A pesar de ser uno de los mas grandes exponentes, defensores y el padre de las
teorias modernas de la resolucién de problemas Pdlya (1945)*, no expresa su
definicion de este concepto cuando escribe su libro “How to solve it” en 1945, con el
cual se inaugura la época dorada de la heuristica moderna. En esta obra Pdlya
(1945) proporciona informacién completa y correcta sobre la resolucién de problemas
utilizando la heuristica moderna. El autor cubre los métodos clasicos de optimizacion,
incluyendo programacion dindmica, el método simplex, y técnicas de gradiente, entre

otras estrategias de soluciones.

Polya en una publicacion del Mathematical discovery (1962-65) elabord un analisis
de los procesos que intermedian en la resolucibn de problemas. En esta
investigacion se afirma que resolver un problema significa investigar de forma
reflexiva y bien ejecutada, un grupo de acciones paso a paso apropiadas para lograr

una meta visiblemente concebida pero inalcanzable de manera inmediata.

Ball (s.f) caracteriza el concepto de problema como aquella situacién que demanda la
realizacion de determinadas acciones practicas 0 mentales encaminadas a

transformar dicha situacion. Labarrere (1996), resume acertadamente el consenso

entre las definiciones consultadas al aducir que “...un problema es determinada

situacién en la cual existen nexos, relaciones, cualidades, de y entre los objetos que

15

no son accesibles directa e inmediatamente a la persona’™, o sea, un reto en el que

4 George Pélya (13/12/1887 — 7/09/1985). Matematico htngaro cuyo verdadero nombre es Pdlya
Gyorgy, hizo contribuciones fundamentales a la combinatoria, teoria de nimeros, analisis numérico y
teoria de la probabilidad. También es conocido por su trabajo en la heuristica y la Educacién
Matemaética.

> Labarrere, A. (1988). Cémo ensefiar a los alumnos de primaria a resolver problemas. La Habana:
Editorial Pueblo y Educacion. p. 6

31



hay algo incognito, enigmatico, oculto para los individuos, los cuales se esfuerzan por

descubrir y hallar.

Delgado (1998) define el término problema como: “...situacion verdaderamente

problémica para el resolutor, para la cual, teniendo conciencia de ella, no conoce una

via de solucién...”®.

Por su parte Alonso (2001), enfoca el problema matematico desde el punto de vista
de la informacion y estructura del problema y cémo el estudiante se lo representa y
resuelve. Al respecto plantea su concepcion de problema matematico como “Una
situaciébn Matemética que contempla tres elementos: objetos, caracteristicas de esos
objetos y relaciones entre ellos; agrupados en dos componentes: condiciones y
exigencias relativas a esos elementos; y que motiva en el resolutor la necesidad de
dar respuesta a las exigencias o interrogantes, para lo cual deberéa operar con las

condiciones, en el marco de su base de conocimientos y experiencias™’

De las anteriores definiciones, se concluye que un problema debe satisfacer los tres

requisitos siguientes:

e Aceptacion: se ha de motivar a los individuos involucrados en hallar la solucién
a las incognitas y llevarlos a que sea aceptado el reto y con ello crear un

compromiso personal y formal a la conclusion de la actividad.

10 Delgado, R. (1998). La ensefianza de la resolucion de problemas mateméticos: dos aspectos
fundamentales para lograr su eficacia: la estructuracion del contenido y el desarrollo de habilidades
%enerales matematicas. Tesis de Doctorado, La Habana.p.2

Alonso, . (2001). La resolucion de problemas matematicos. Una alternativa didactica centrada en la
representacion. Resumen de Tesis de Doctorado, Santiago de Cuba. p.13.
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e Bloqueo: cuando los intentos iniciales e inmediatos de resolucion no sean
exitosos y si las estrategias frecuentes de abordar el planteamiento no

funcionan.

e Exploracion: el compromiso aceptado por los individuos lleva a la busqueda e
indagacion de nuevos algoritmos y estrategias para abordar la actividad y se

lleva a su resolucion.

Por tanto, un problema seria un enigma o situacion dificil a la que no es posible
responder o tener un resultado conocido con anterioridad. En su resolucién se
necesita traer al escenario conocimientos diversos, matematicos o no, y buscar
relaciones nuevas entre ellos, ademas tiene que ser una cuestién que interese, que
provoque los deseos de resolverla, una tarea a la que se esté dispuesto a dedicarle
tiempo y esfuerzos. Como consecuencia de todo ello, una vez resuelta, proporciona
una sensacion considerable de placer, e incluso, sin haber acabado el proceso, sin
haber logrado la solucién, también en el proceso de busqueda, en los avances que

se van realizando, se encuentra la satisfaccion (Escudero, 1999).

Por su parte Krulik y Rudnik (1980), plantean una definicion, la cual tiene puntos de
contacto comunes con la aportada por Pdlya. Estos autores afirman que: “...un
problema es una situacion, cuantitativa o de otra clase, a la que se enfrenta un
individuo o un grupo, que requiere solucion y para la cual no se vislumbra un medio o

camino aparente y obvio que conduzca a la misma...”®. Esta definicion es la que se

asume en esta tesis.

¥ Krulik, S., & Rudnik, J. (1980). Problem solving: a handbook for teachers. Boston: Allyn and Bacon .
pég. 4.
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En cuanto a la clasificacion de los problemas, en las diferentes fuentes consultadas,
ésta se realiza atendiendo a diversos criterios. Estos criterios estan dados en campo
disciplinario, tipo de tarea, naturaleza del enunciado, entre otras, pero siempre
apuntando a diferentes tipos de problemas que por tanto deben enfrentarse de

distintas maneras.

Borasi (1986), es pionera en los nuevos métodos para la instruccion de las
Matematicas, posee intenciones en aclarar la nocién de problema y un marcado
interés en mejorar la ensefianza e instruccion de la resolucion de problemas. Esta
autora se vale de los siguientes elementos estructurales para una genealogia de

problemas:

El contexto del problema, la situacion en la cual se enmarca el problema mismo.

e Laformulacion del problema, exposicion explicita de la actividad a realizar.

e El conjunto de soluciones que se consideran validas para resolver las
interrogantes del problema.

e Los posibles algoritmos que podrian ser empleados para hallar la solucion de la

situacion problema.

La clasificacién de problemas de Borasi (1986), se pueden resumir en la tabla 1.
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Tabla 1. Clasificacion de los problemas segun R. Borasi.

TIPO CONTEXTO [FORMULACION SOLUCIONES METODO
Ejercicio Inexistente Unica y explicita Unica y exacta Combinacion de
algoritmos conocidos
Problema de Explicito Unica y explicita Unica y exacta Combinacion de
Texto en el texto algoritmos conocidos
Puzzle Explicito en |Unica y explicita Unica y exacta Elaboracion de un nuevo
el algoritmo. Acto de
Texto ingenio
Prueba de [En el texto yUnicay explicita Por lo general Exploracién del contexto,
una sélo Unica, pero no reformulacion,
Conjetura de forma necesariamente elaboracion de nuevos
parcial algoritmos
Problemas Solo de [Parcialmente dada. |Muchas posibles, Exploracién del contexto,
de forma Algunas de forma reformulacién, creacién
la vida real parcial en el @alternativas aproximada de un modelo
texto posibles
Situacion S6lo  parcial Implicita, se sugieren|Varias. Puede | Exploracion del
problematica |en el texto \varias, problematica [darse una explicita contexto, reformulacion,
plantear el problema
Situacion S6lo  parcial [Inexistente, ni |Creacion del Formulacién del
en el texto siquiera implicita problema problema

Entre las variadas opiniones y puntos de vista posibles (Jungk (1979), Labarrere

(1987), Carballal y Diaz (1990), y otros), sucede que muchas veces conviene

clasificar a los problemas por la naturaleza de la solucion en “abiertos” y “cerrados”

(Garret, 1995). Se consideran problemas cerrados aquellos donde solo es posible

una anica solucién, son generalmente problemas objetivos, donde la mayoria de las

ocasiones se puede verificar y hallar un método o procedimiento que permita

encontrar la respuesta o requieren de un conocimiento del area especifico.

Los problemas abiertos son aquellos que tienen varias posibles vias de solucion, son

subjetivos, soOlo se puede hallar su mejor respuesta. Las pautas e impulsos

heuristicos pueden guiar la resolucion y requieren de un amplio nivel de informacion

del &rea y de otras afines.
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Diferentes investigadores han abordado la resolucion de problemas Polya (1965),
Brenes y Murillo (1994), Restle y Davis (1962), Fridman (1991), Ballester, et al.
(1992), Brenes y Murillo (1994), Schoenfeld (1994), Lesh y Zawojewski (2007), entre
otros. Polya (1965) por su parte, asevera que: “... resolver un problema es encontrar
un camino alli donde no se conocia previamente camino alguno, encontrar la forma
de sortear un obstéculo, conseguir el fin deseado, que no es conseguible de forma

inmediata, utilizando los medios adecuados™®.

Carr (1989), amplia el ya polémico concepto, con un toque interesante al afirmar que

resolver un problema es “...el proceso de aplicar el conocimiento previamente
adquirido a las situaciones nuevas y no familiares...”?°. Este autor coincide en que el
individuo resolutor encargado debe disponer de las herramientas necesarias para
resolver el problema, pero no deben tratarse de problemas que simplemente

mecanicen un conocimiento adquirido. Estos problemas deben implicar una

transferencia del conocimiento a situaciones similares o equivalentes.

“

Segun Puig (1996), por el proceso de resolucién de problemas se entiende “..la
actividad mental y manifiesta que desarrolla el resolutor desde el momento en que,
presentandosele un problema, asume que lo que tiene delante es un problema y
quiere resolverlo, hasta que da por acabada la tarea...””*. A partir de lo anterior, se

debe considerar que en el proceso de resolucion de problemas, es posible que el

individuo que se enfrenta al problema, transforme el problema en otro a través de un

% polya, G. (1965). Cémo plantear y resolver problemas. Ciudad México: Editorial Trillas.

2 carr (1989). p. 471. Tomado de Barroso, J. J., & Ortiz, I. R. R. (2007). Dificultades de aprendizaje e
intervencién psicopedagdgica en la resolucion de problemas matematicos. Revista de educacion, 342,
257-286.

%L (Puig, L. (1996). Elementos de resolucién de problemas. Espafa. Editorial Comares. p.34).
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cambio de registro, la simplificacion del problema original, un caso particular o un

problema general. Esto hace parte de lo que Pdlya (1945) llama pautas heuristicas.

Transformar el problema en otro, es lo que Puig (1996) llama herramientas
heuristicas. Las herramientas heuristicas y la busqueda en fuentes de informacion
esta clasificado como estrategias de resolucién (Santos, 2007). Ahora bien, en el
proceso de resolucion de problemas, el pensamiento matematico es entendido como

. un proceso dindmico que, al permitirnos aumentar la complejidad de las ideas

que podemos manejar, extiende nuestra capacidad de comprension...”*.

Es conveniente se enfatice, segun refieren Gil et al (1992), a algunos autores que
han tratado el tema de la resolucion de problemas e insisten justamente en el hecho
de que la existencia de dificultades no es una caracteristica intrinseca de una

situacion, y que depende también de los conocimientos, experiencias y otras.

“*

Orton (1996), expresa que la resolucién de problemas se concibe como

generadora de un proceso a través del cual quien aprende combina elementos del
conocimiento, reglas, técnicas, destrezas y conceptos previamente adquiridos para

dar solucién a una situaciéon nueva...”?.

*’Mason, J. Burton, L. y Stacey, K. (1982). Pensar matematicamente. Espafia. Editorial Labor S.A. p.
167

% Orton, A. (1996). Tomado de Barroso, J. y Ortiz, |. (2007). Dificultades de aprendizaje e intervencion
psicopedagdgica en la resolucion de problemas matematicos. Revista de Educacion, 342. pp. 257-
286. p.51.
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Por su parte Delgado (1998), considera la resolucion de problemas como una

destreza Matematica y sefala que resolver: “...es encontrar un método o via de

solucién que conduzca a la solucién de un problema...”*.

Segun Llivina (1999), “...la resolucion de problemas matematicos es una capacidad
especifica que se desarrolla a través del proceso de ensefianza- aprendizaje de la
Matematica y que se configura en la personalidad del individuo al sistematizar, con
determinada calidad y haciendo uso de la metacognicidn, acciones y conocimientos
que participan en la resolucion de estos problemas...””®>. A pesar que con esta
definicion de Llivina (1999) se modernizan y amplian muchas de las definiciones de
autores previos, al incluir los aspectos sociolégicos, psicoldgicos y procesos del
conocimiento, al mismo tiempo se limita, esquematiza y acorta, la resolucién de
problemas matematicos en las Matematicas. Este autor no tiene en cuenta que
muchas estrategias usadas no surgieron en este campo, se restringe al resolutor

novel de problemas matematicos.

En esta tesis se asume la definicibn dada por Polya (1965), pero se entiende que es
pertinente a los objetivos de la tesis, las ideas planteadas por Arenas (2009). Este
autor considera la resolucion de problemas, como el resultado de la ejecucion de un
conjunto de instrucciones o reglas bien definidas, ordenadas y finitas que permite
llegar a una meta, mediante pasos sucesivos que no generen dudas a quien deba

realizar dicha actividad o analisis previos, sobre una situacion o problema planteado,

24 Delgado, R. (1998). La ensefianza de la resolucion de problemas mateméticos: dos aspectos
fundamentales para lograr su eficacia: la estructuracion del contenido y el desarrollo de habilidades
gsenerales matematicas. Tesis de Doctorado, La Habana.p.69

Llivina, M.J. (1999). Una propuesta metodoldgica para contribuir al desarrollo de la
capacidad para resolver problemas matematicos. Tesis de Doctorado, La Habana.
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el cual cobra relativa importancia, pues se constituye en la base que garantiza la

consecucion de un resultado correcto, analitico y matematico.

Segun Cortés y Galindo (2007) “... la resolucién de problemas consiste en hallar una
respuesta adecuada a las exigencias planteadas, pero realmente la solucién de un
problema no debe verse como un logro final, sino como todo un complejo proceso de
bldsqueda, encuentros, avances y retrocesos en el trabajo mental, debe implicar un
andlisis de la situacion ante la cual se halla, en la elaboracién de hipdtesis y la
formulacién de conjeturas; en el descubrimiento y seleccion de posibilidades, en la
puesta en practica de métodos de solucién, entre otros™®. Estos criterios seran

considerado en la resolucion de los problemas que se proponen en esta tesis.

Al abordar el tema de la resolucion de problemas matematicos en los diferentes
niveles educativos y en especial en lo concerniente a la geometria del espacio
conviene conocer los pasos que debe interiorizar o0 concientizar y seguir un
estudiante de forma autonoma en el momento de resolver un problema. Es necesario
comprender que el simple hecho de seguir estas instrucciones no asegura que el
estudiante aprenda a resolver problemas matematicos con éxito. En este proceso es
significativo que el docente posea una adecuada metodologia a implementar, donde
le muestre el camino a sus estudiantes y también conlleve a razonar e innovar
soluciones Optimas en la resolucion de problemas, que los ayude a desarrollar

estrategias de razonamiento légico.

%% Cortés, M. y Galindo, N. (2007). El modelo de Pdlya centrado en resolucién de problemas en la
interpretacion y manejo de la integral definida. Universidad de la Salle. Recuperable el 5 de octubre de
2014 de la URL: http://repository.lasalle.edu.co/bitstream/10185/1552/1/TM85.07%20C818m.pdf
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Con Pdlya (1945), se puede decir que nace una nueva doctrina en la resolucion de
problemas, a partir del momento en que sale a la luz su libro How to solve it,
comienza una nueva época para los estudiosos de esta rama de la ensefianza. Polya
(1945), es pionero en esgrimir la idea de un resolutor ideal, describe el proceso de
resolucion de problemas como fases de todo un proceso de raciocinio, y a partir de
este momento se remonta a la heuristica, como un factor de gran importancia en la

ensefanza de las ciencias.

El modelo tedrico desarrollado por Polya (1945), incluye un repertorio de heuristica
gue agrupa las estrategias, las pautas, los procesos generales, los impulsos del
subconsciente, los métodos de demostracion, las emociones, entre otros factores
gue intervienen en la resolucion de problemas. Pélya (1945) hace un gran énfasis en
el razonamiento heuristico que aungque de poco rigor cientifico en ese momento, es

un método muy plausible para la resolucion de problemas.

En los problemas no es evidente la ruta a seguir; incluso se pueden hallar varias y
desde luego no es una situacion que haya sido codificada ni ensefiada previamente.
En este proceso hay que agrupar los conocimientos dispersos presentes en el
cerebro, se deben relacionar saberes procedentes de campos diferentes, toca afinar

y poner a punto relaciones nuevas.

El reconocimiento y la importancia que se le atribuye a la actividad de resolver
problemas, devenida en toda una teoria, ha originado disimiles propuestas sobre su
ensefianza, distinguiendo diversas fases en el proceso de su resolucion.
Investigadores como Dewey (1933), Pdlya (1945), Schoenfeld (1985), Fridman

(1991), Maza (1991), Guzman (1994) han aportado estrategias o fases para la
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resolucion de problemas. En esta tesis se asume el modelo propuesto por Pdlya

(1945), el cual tiene las siguientes fases: (Ver figura 1)
e Orientacion hacia el problema.
e Trabajo en el problema.
e Solucion del problema.

e Evaluacion de la solucion y de la via.

—

Comprender el problema
Y
[ - Concebir un plan
z ' ‘

' — v
Relacién —» Problemas auxiliares Pt Plan
datos-incégnita . T ) de solucién
- . Y -
~ | Ejecucién del plan -

Examen de la solucién
obtenida

Figura 1. Estrategia de Pdlya para la resolucion de problemas

Paso 1. Orientacién hacia el problema.

Es trascendental y de vital importancia el entendimiento de la problemética a resolver
para avanzar hacia su solucién, por lo cual se recomienda comenzar con una lectura
progresiva del problema, donde se debe hacer una parada en cada unidad de
informacion relevante que se haya descubierto, entendiendo que toda la informacion
no esta expresada de forma explicita. Durante esta lectura se hacen preguntas en

busca de la comprensién de la situacion, se solucionan las dudas que se posean con
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el vocabulario y la lectura se repite hasta tanto haya una comprension total del texto.

A continuacion se formulan algunas de las preguntas a realizar:

1. ¢Se entiende todo lo que dice? Se pretende comprender e interiorizar el
significado justo, exacto de las palabras clave que aparecen en los enunciados:
afiadir, sumar, aumentar y crecer. También multiplicar por, quitar, decrecer,
restar, dividir por, el doble, la mitad, el cuadrado, el triplo, la tercera parte, el

cubo, entre otros.

2. ¢Se puede reformular el problema con propias sus palabras? Plantearse la
problematica o la reformulacién con palabras propias y propios pensamientos,

hace ser conscientes del contenido del problema.

3. ¢Se distingue cuales son los datos explicitos e implicitos en el problema? ¢Hay
suficiente informacion para hallar la solucién? ¢ Se tiene toda la informacién que
se necesita para hallar la solucion? Llegados a este punto es necesario
entender que hay datos que explicitamente no se indican, pero que encierran

mucha informacion.

4. ¢ Sabe a qué metas se quiere llegar? ¢ Cual es el enigma o el valor que se quiere
hallar/calcular? ¢ Cual es en si el problema? Es fundamental fijarse un objetivo a
la hora de solucionar un problema, pues en funcion de él estaran basadas todas

las acciones tomadas para llegar a la solucion.

5. ¢ Hay informacion expresada de manera extraia? Se suele estar acostumbrados
a que en el enunciado del problema esté indicado u oculto de forma implicita,

todo lo que se necesita para resolver el problema, pocas veces se cumple esto
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en la realidad, y en varias ocasiones se debe seleccionar mensajes relevantes
entre una gran diversidad de pistas, en muchos casos se tiene que encontrar
las informaciones precisas, las cuales no siempre suelen estar en el enunciado

de la actividad.

6. ¢ Es este problema similar o equivalente a algun otro que hayas realizado antes?
De esta fase de andlisis del problema planteado resultan o se puede sefialar las
siguientes pautas heuristicas: ¢ Cuales son los elementos del problema que
mas han llamado la atencién? ¢Se han comprendido todas las palabras del
enunciado del problema? ¢Se pueden relacionar con algun concepto, disciplina,
experiencia, situacion o problema anterior? ¢Se puede expresar de qué trata el
problema? ¢Se debe repetir la lectura del enunciado del problema para
comprenderlo? ¢Se pueden precisar los elementos del mismo que generan
dificultad en su comprension? ¢Qué se pide hallar? ¢Se trata de obtener una
cosa o0 varias? ¢ Qué datos se pueden extraer del problema? ¢Se considera que
los datos del problema son suficientes para resolverlo? ¢Se estd de acuerdo
con los que se ha manejado en alguna experiencia previa? ¢Existe alguna
relacion entre estos datos? ¢ Se pueden representar estos datos o la situaciéon
que se presenta a través de un grafico, tabla, entre otras, que ayude a
resolverlo? ¢ Se considera que se necesita para resolver el problema algun dato
que no aparece en el mismo? ¢Qué conocimientos matematicos o de otras
disciplinas se consideran convenientes para resolver el problema? ¢Se conoce

algun algoritmo o estrategia para resolver el problema? Por ultimo, se les puede
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solicitar a los estudiantes que escriban de otra forma el problema, para facilitar

el que pueda ser comprendido.
Paso 2. Trabajo en el problema.

A pesar que Podlya (1945) sugiere varios impulsos heuristicos o recursos del
razonamiento, se abordara solo algunos de ellos®’. En esta fase se pueden usar

alguna de las siguientes estrategias?®:

e Ensayo y error (Conjeturar y probar la conjetura): esta estrategia consiste en
elegir soluciones u operaciones al azar y aplicar las condiciones del problema a
esos resultados u operaciones hasta encontrar el objetivo o hasta comprobar
gue eso no es posible. Después de los primeros ensayos ya no se eligen
opciones al azar sino tomando en consideracion los ensayos ya realizados.

e Usar variables: para relacionar algebraicamente los datos con las condiciones
del problema, primero hay que nombrar con letras cada uno de los ndmeros
desconocidos y en seguida expresar las condiciones enunciadas en el problema
mediante operaciones, las que deben conducir a escribir la expresion algebraica
que se desea.

e Buscar un patrén, o una regularidad: esta estrategia empieza por considerar
algunos casos particulares o iniciales y, a partir de ellos, buscar una solucion

general que sirva para todos los casos. Es muy util cuando el problema

T se plantean alrededor de 19 estrategias o acciones del razonamiento para resolver problemas,
recomendamos la lectura de libro How to solve it, para profundizar en las que no se han tratado en
este apartado.

% Una estrategia se define como un artificio ingenioso que conduce a un final, muchas veces este
artificio no es un procedimiento establecido, y surge espontaneamente como recurso para llegar a la
solucion.
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presenta secuencias de numeros o figuras. Lo que se hace, en estos casos,
es usar el razonamiento inductivo para llegar a una generalizacion.

e Imaginar el problema resuelto: en los problemas de construcciones
geométricas es muy util suponer el problema resuelto. Para ello se traza una
figura aproximada a la que se desea. De las relaciones observadas en esta
figura se debe desprender el procedimiento para resolver el problema.

e Resolver un problema similar mas simple o un problema equivalente: para
obtener la solucion de un problema muchas veces es util resolver primero el
mismo problema con datos méas sencillos y a continuacion, aplicar el mismo
método en la solucion del problema planteado que posee cierto nivel de
complejidad.

e Hacer un diagrama, una figura, un esquema: en algunos problemas se puede
llegar facilmente a la solucion si se realiza un dibujo, esquema o diagrama; es
decir, si se halla la representacion adecuada. Esto ocurre porque el estudiante
se apropia con mayor facilidad del contenido geométrico con el apoyo de
representaciones realizadas con lapiz, de construcciones con diversos
materiales e imagenes, que con el de palabras, nUmeros o simbolos.

e Trabajar hacia atras: esta es una estrategia que en el momento de resolucion
se comienza por la tesis o sus datos finales, realizando las operaciones, hasta

llegar a la hipbtesis o datos originales.

Después de examinar el problema brotan las siguientes consideraciones o impulsos
heuristicos de la fase ¢ Considera que pueden ser resueltos? ¢ Usted ha resuelto este

problema o alguno muy similar con anterioridad? Si la respuesta positiva se puede
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realizar las siguientes preguntas ¢Qué relacidon se puede establecer entre ellos?
¢,Cudles son los elementos que los diferencian? ¢Puede facilitar o servir esta
relacion para resolverlo? ¢Se puede auxiliar en los mismos razonamientos o se

necesita considerar algun cambio para obtener su solucion?

En caso de ser diferentes, entonces debe considerar: volver sobre los pasos a las
preguntas iniciales y, continuar con las valoraciones siguientes. De las partes que se
consideran mas faciles, ¢ se podria resolver alguna parte intermedia, u otra parte?, a
continuacion se trata de representar una situacion similar a la del problema para
posibilitar que pueda surgir alguna idea de solucion o si es posible de expresar

cuantitativamente, donde es importante retomar las ideas gréficas.

Todos estos elementos analizados con profundidad, en ocasiones pueden sugerir un
camino de solucion. ¢Se conoce algun teorema, corolario, férmula, propiedad,
algoritmo que relacione todos los datos? También es necesario recorrer las ideas del
problema retrospectivamente, suprimir lo que parezca innecesario a los datos, en

busca de alguna idea.

Si se llega a concluir que no se puede resolver el problema, entonces se cuestiona:
se puede probar un nuevo intento de resolucion, concluyendo que los datos o
situacion del problema son contradictorios, carentes de sentido o dificiles de
comprender. En resumen, esta fuera de las posibilidades de resolverlo. Entonces,
agotados estos recursos, se debe recurrir a algin compafiero, al libro de texto o al
profesor en busca de orientacion. En estos casos es recomendable que se comparen
las limitaciones que se presentaron, con las ideas que se incorporen a partir de las

sugerencias gue se plantearon.
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Paso 3. Solucion del problema.

e Efectuar la o las estrategias que han sido escogidas hasta solucionar
completamente el problema o hasta que se alcance un punto en la solucion del

problema, que sugiera tomar un nuevo rumbo.

e Asignar un tiempo razonable para hallar la solucion de la situacion problémica.
Si no se tiene éxito solicitar una explicacion o hacer una pausa en la actividad

por unos momentos.

e No tener duda o pereza de volver a empezar. Suele suceder que un reinicio

fresco o una nueva tactica conduzcan al éxito de la tarea.

Los posibles razonamientos heuristicos o pautas que se deben tener en cuenta o
pueden surgir durante la fase de ejecucion del plan son: antes de iniciar la resolucién
del problema, revisar nuevamente los datos, las unidades en que estan expresados,
los conceptos, ideas, estrategias, el modelo que se aplicara y tratar de superar las

dificultades que puedan aparecer.

Si en el proceso de resolucidbn aparecen dificultades insalvables para el
conocimiento, regresar al principio de la situacién, rectificar los posibles errores e
intentar nuevamente, valorar otras vias de solucién, o si se requiere de algun otro
dato adicional para continuar. Si se considera terminada la tarea de hallar la solucién
al problema, se debe revisar nuevamente todos los elementos tomados en
consideracion para obtener la solucién, antes que se pase a validar la respuesta

obtenida.
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Segun Dante (2002), “... el énfasis que debe ser dado aqui es a la habilidad del
estudiante en ejecutar el plan trazado y no a los célculos en si. Hay una tendencia
muy fuerte, que debemos evitar, de reducir todo el proceso de resolucién de
129

problemas a los simples calculos que llevan a las respuestas correctas...

Paso 4. Evaluacion de la solucién y de la via.

En esta fase se puede realizar a los estudiantes las siguientes preguntas: ¢es la
solucion correcta?, ¢la respuesta satisface lo establecido en el problema?, ¢se
advierte una solucion mas sencilla?, ¢se puede ver como extender la solucién a un

caso general?

En esta ultima fase es importante comprobar y examinar a fondo la via de solucién
hallada: verificar los calculos, los razonamientos realizados y que realmente la
solucion hallada corresponda al problema en cuestion e intentar resolverlo de una

forma mas sencilla.

Una vez que se considera concluido el problema y hallada la soluciéon no se debe
plantear definitivamente que todo estd correcto. Se debe realizar un recorrido por
todo el proceso una vez mas, y asegurar paso a paso de que no se han cometido
errores. Se recomienda reescribir ordenadamente y con claridad todo el proceso de
resolucién seguido, se destacan aquellas conclusiones parciales, descubrimientos o
aclaraciones que se consideran mas importantes. Desde una nueva vision del
enunciado se comprueba una vez mas que la respuesta obtenida es la que se pide,

para esto:

* Dante, L. (2002). Tomado del blog del area de formacion inicial docente. Recuperable el 24/02/14
en la URL: http://www2.minedu.gob.pe/digesutp/formacioninicial/wp-descargas/edu.
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e Se hard una valoracion acerca la solucion: la solucién del problema es
l6gicamente posible, es decir, si tiene sentido en el contexto del problema.

e Se adicionard a la solucion del problema una breve explicacion literal que
indique lo hallado y la forma en que hicieron los hallazgos.

e Se valoraran otros posibles resultados o soluciones.

e Se reflexionard si se puede resolver de otra forma o si se puede generalizar el
método de solucion.

e Se hara un intento de explicar el problema y la via de solucién a los demas

estudiantes.

Se empleara esta experiencia y el razonamiento seguido, asi como los

conocimientos aprendidos en la formulacién y solucion de nuevos problemas.

Entre los impulsos heuristicos mas comunes en las fases de la resolucion de
problemas de las diferentes metodologias se puede observar: ¢ se puede verificar el
resultado? ¢Se puede verificar el razonamiento seleccionado? ¢ Parece logica la
solucion encontrada? ¢Se puede hallar otra solucion? ¢Es posible transformar el
problema resuelto en otro similar? ¢Se puede resolver de otra manera o usando
otras vias? ¢Se puede generalizar el resultado hallado? ¢Es posible plantear el

mismo problema con datos mas generales o de una forma mas abstracta?

Estos impulsos heuristicos pretenden fijar la atencién sobre aspectos concretos del
problema, para sugerir ideas que permitan hallar la solucion, es conveniente notar
gue no todos sirven para la resolucion de todos los problemas. Los impulsos forman
un conjunto de posibilidades entre las que se puede elegir aquellas que se adaptan a

cada problemética, tampoco se pretende enfrentarse a la resolucion de problemas
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con una lista de sugerencias heuristicas en la mano, lo interesante es interiorizar

estas para que surjan de manera espontanea durante el proceso.

La teoria de la resolucidén de problemas constituye uno de los sustento de esta tesis,
pues se tiene en cuenta en el desarrollo de las actividades conformadas por
problemas no rutinarios, para favorecer la construccién del concepto de volumen de

cuerpos, en los estudiantes de octavo grado.
2.1.1. Problemas no rutinarios o retos

“La creatividad es el proceso de ser sensible a los problemas, a las deficiencias, a las
lagunas del conocimiento, a los elementos pasados por alto, a las faltas de armonia,
etc.: de reunir una informacién valida; de definir las dificultades e identificar el
elemento no valido; de buscar soluciones; de hacer suposiciones o formular hipotesis
sobre las deficiencias; de examinar y comprobar dichas hipo6tesis y modificarlas si es

preciso, perfeccionéndolas y finalmente comunicar los resultados™°

La resolucién de problemas ha sido juzgada de diferentes formas en la ensefianza de
las Matematicas, no obstante, las diversas actitudes concuerdan en que la resolucion
de problemas adquiere su relevancia en la idea de equiparar el trabajo matematico y
los procesos de desarrollo de esta rama del conocimiento, al aprendizaje o
construccion del pensamiento matematico en la academia. Este punto de vista busca
relacionar de manera emotiva y estrecha a los estudiantes con la actividad
Matematica para desarrollar los procesos del pensamiento que ésta implica y dotar

de sentido y significado el aprendizaje de la misma.

% Torrance, E. y Myers, R. (1970). “Creative Learning and Teaching”. Dodd, Mead y Company. Inc.,
USA. Traduccion Espafola: “La Ensenanza Creativa”. Educacion Abierta, Santillana. Aula XXI. Madrid.
(1976).
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A pesar que algunos investigadores afirman que la frase problema no rutinario es
una redundancia, basados en que un problema conlleva intrinsecamente una
solucion establecida en ciertas acciones de razonamiento que no se repiten de
manera frecuente, se decide a partir de las teorias del umbral de dificultad individual
y la no apropiacion o conocimiento por parte del resolutor de la situacion abordar una

definicion de problema no rutinario.

En la Formacién Inicial Docente! se plantea que un problema es no rutinario cuando
exige cierto grado de creacion y originalidad por parte del estudiante, pues el
educando no conoce de manera previa la solucion o un método para solucionarlo. La
resolucién de un problema no rutinario exige un verdadero esfuerzo, pero no lo hara

si no tiene razones para ello.
Un problema no rutinario:

e Debera tener un sentido y un propdésito, desde el punto de vista del resolutor,
por eso es necesario que sea parte de las realidades concretas de los
individuos, debera estar relacionado, de modo natural, con objetos de la vida
real o situaciones familiares.

e Deberan tener un nivel de complejidad superior pero acorde a los
conocimientos y al grado de los estudiantes, ademas de una funcion clara del
porqué de la misma.

e Debera servir a una finalidad comprensible para él, integrando valores sociales,

culturales y sociopoliticos acordes con el entorno y contexto de la actividad.

%! Formacion Inicial Docente. RESOLUCION DE PROBLEMAS. Recuperable el 21 de febrero de 2014
en la URL: http://www2.minedu.gob.pe/digesutp/formacioninicial/wp-
descargas/educacionprimaria/didactica_mat/04 resolucion de problemas.pdf
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Estas situaciones contribuyen a fomentar ambientes pedagdgicos cualitativamente
diferentes, en ellos, los estudiantes hacen conjeturas, investigan y exploran ideas,
prueban estrategias, discutiendo y cuestionando su propio razonamiento y el de los

demas, en grupos pequefos y en ocasiones con todos los estudiantes del curso.

Si bien, el tratamiento y la resolucién de problemas en las clases de Matematicas no
garantiza la efectividad de los procesos de ensefianza, estimular este interés, es el
propdésito que subyace al trabajo con problemas reto en el salon de clases. Es muy
conocido que los problemas retadores animan al estudiante a pensar con autonomia,
a analizar, a debatir, a razonar y a exponer su razonamiento. Cuando el estudiante
emprende el desafio de pensar y razonar en Matematica, y de comunicar los
resultados de su pensamiento por escrito u oralmente, enfrenta a la vez la necesidad
de expresar sus ideas de manera clara y convincente. Esta comunicacion posee
ciertas ventajas y es valiosa en el proceso, tanto para el estudiante como para el
grupo donde se desarrolla la actividad, los demas integrantes del colectivo asimilan

de los métodos y estrategias empleadas por el resolutor.

Los problemas retadores exigen de los individuos la uniébn de conceptos
relacionados, el establecimiento de enlaces con otras areas de la Matematica. Con
estos problemas se pretende lograr un dominio y una comprension profunda de esta
ciencia o de alguna rama en particular, sin tratar de extender los conocimientos de

los estudiantes hacia conceptos propios de las Matematicas superiores.

Los problemas retadores no solo examinan y ponen a prueba de manera directa el
conocimiento o las destrezas, y el razonamiento matematico de los estudiantes, sino

ademas la habilidad de encarar retos mas usuales en la vida diaria, favorecen el
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desarrollo del razonamiento logico y la capacidad de manejar situaciones
inesperadas. Trabajar con problemas retadores, permite que tanto el estudiante
como el profesor puedan apreciar sus logros y juzguen su practica desde una

perspectiva local, nacional y global.

Basada en la extensa investigacion realizada sobre el tema, la escasa literatura
especializada que aborda y caracteriza de manera explicativa y clara, este concepto
y la delgada linea que existe entre la comprension de problema no rutinario y
problema reto, a pesar de ser estos términos ampliamente utilizados en muchas de
las areas del saber, se expresa a continuacion una caracterizacion de problemas reto

o retadores.

Pérez (2004), plantea que “Los problemas retadores son problemas que invitan al
estudiante a pensar autbnomamente, a indagar, a cuestionar, a razonar y a explicar

su razonamiento.”?

Por otra parte “Los problemas retadores exigen la integracibn de conceptos
relacionados y el establecimiento de nexos con otras areas de la matematica
(argumentos y elementos), se pretende lograr un dominio y una comprension
profunda de la matemética elemental sin tratar de extender los conocimientos de los
estudiantes hacia conceptos propios de la matemética superior™®. Estos son criterios

que son compartidos por la autora de esta investigacion.

En los problemas los métodos de solucion necesitan de un nivel superior de

interiorizacion y comprension de conceptos, ideas matematicas; los individuos

%2 pérez, F. (2004). Olimpiadas Colombianas de Matematicas para primaria 2000 - 2004. Bogota:
Universidad Antonio Narifio.
* ibidem
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involucrados deben contar no solo con conocimientos especificos del dominio de
solucion, sino amplios conocimientos de dominios afines, un nivel de razonamiento
elevado, gran capacidad de generalizacion y abstraccion y sobre todo una

experiencia y adiestramiento en su solucion.

Los problemas reto son potenciadores del pensamiento en los estudiantes y sobre
todo una gran fuente de motivacién en aquellos que muestran un talento especial,
fortaleciendo la voluntad de llegar a la solucién con la aceptacion del desafio, el
manejo de la frustracion en situaciones en que no pueda hallarse la solucion a pesar

de los intentos.

2.1.2. La resolucion de problemas en las olimpiadas colombianas de

matematica

Las Olimpiadas de Matematicas son universalmente conocidas, tanto en la
comunidad de matematicos como en la comunidad en general. Es importante
reconocer que gracias a estos eventos sale a relucir el poder creativo y la solidez del
pensamiento matematico de los estudiantes, asi como la confianza y su capacidad

de resolver problemas de singular dificultad y naturaleza.

Los eventos nacionales e internacionales de competiciones Matematica conforman
un programa de justo enriquecimiento de la instruccion de la Matematica, comprende
actividades a distintos niveles y de diverso entorno que permiten a cada estudiante

buscar su 6ptimo nivel de actuacion en Matematica.

Las olimpiadas colombianas de Matematicas son un programa con mas de 25 afios

de existencia que buscan ser un soporte para el profesor en su pesquisa de la
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exquisitez y la excelencia en el salébn de clase. Algunos programas abarcan
actividades investigativas en el marco de solucion de problemas que requieren varias
dias, semanas o meses de consagracion, reflexion y razonamiento por parte del

estudiante.

Las olimpiadas colombianas de Matematica les abren las puertas a los estudiantes y
profesores a un mundo mas alla de las pretensiones de ejercicios repetitivos de los
cuales estan llenos los libros de textos de los diferentes grados, donde se mecaniza
un resultado por la repeticidn, y se crean habitos no correctos en los educandos al no
interiorizar y analizar las situaciones que se presentan. Cada reto expresado como
un problema matematico acerca al estudiante a un nivel superior de raciocinio,

investigacion, conjeturas, comprobaciones y demostraciones.

Los problemas seleccionados para los concursos de Olimpiadas de Matematicas
abren las puertas “... al estudiante para razonar, investigar, conjeturar, comprobar y
demostrar,...”** Estos problemas abarcan diferentes teméticas de la matematica
escolar: aritmética, algebra, geometria, combinatoria, estadistica y probabilidad. En
esta tesis se abordaran problemas de geometria, especificamente sobre la

construccion del concepto de volumen.

Los problemas, celosamente seleccionados para los concursos que tienen lugar
durante la realizacién de estos eventos, dejan una enorme huella sobre el progreso
intelectual de cada estudiante. También demandan una apropiada preparacion
académica para manejarlos con esa exquisita e increible combinacion de gozo e

infortunio que impulsa a cada uno a realizar y dar lo mejor con cada esfuerzo.

%*pérez, F. (2004). Olimpiadas Colombianas de Matematicas para primaria 2000 - 2004. Bogota:
Universidad Antonio Narifio.
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A continuacidn se presentan los objetivos de las olimpiadas colombianas de

Matematica.

e  “Proponer ante la comunidad estudiantil metas consecuentes con la busqueda

de la excelencia académica en matematicas.

e Impulsar la investigacion y el pensamiento creativo de los estudiantes del pais
dentro del marco de sus estudios, desde la escuela primaria hasta los

universitarios.

e Identificar estudiantes con especial interés y capacidad en Matematicas para

brindarles orientacion y apoyo en sus estudios.
e Formar lideres de la comunidad cientifica colombiana®.

Las orientaciones actuales de las olimpiadas colombianas de Matematicas, ofrecen
oportunidades para lograr una preparacion adecuada en los concursantes:
asesorias, publicaciones y otros materiales para sustentar cursos regulares y
dinamismos de clubes cientificos en cada comunidad e institucién educativa del pais.
También se brindan problemas de variados niveles de complejidad en las diferentes
competitividades; se puede decir que existe una experiencia olimpica esperando por

cada estudiante o grupo.

En Colombia y en particular la Universidad Antonio Narifio, le dan significacion a la
motivacion, desarrollo y la importancia de formar y promover en los jovenes el interés

por las participar en las Olimpiadas de Matematicas, por estos motivos se han creado

% Tomado de la Universidad Antonio Narifio. (2012). www.uan.edu.co. Recuperado el 15 de 08 de
2013 de la URL: http://olimpia.uan.edu.co/olimpiadas/public/frameset.jsp.
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centros para promover y detectar estudiantes y jovenes con talento para esta rama

de las ciencias.
2.2. El trabajo con concepto

Del latin conceptus, los conceptos son construcciones o representaciones mentales,
ideas abstractas, de lo que nos rodea y podemos apreciar, por medio de las cuales
se pueden apreciar las experiencias que emergen de la interaccion con el entorno
circundante, se define el mundo en el que nos encontramos y el que nos rodea.

Putnam (1975) acota sobre la definicion de concepto: “...estas construcciones surgen
por medio de la integracién en clases o categorias, que agrupan nuestros nuevos
conocimientos y nuestras nuevas experiencias con los conocimientos y experiencias
almacenados en la memoria...”®. Por concepto se entiende el reflejo de una clase de
individuos, procesos, relaciones de la realidad objetiva o de la conciencia (o el reflejo

de una clase de clases), sobre la base de sus caracteristicas invariantes.

La comprensién de los conceptos matematicos asociados es esencial para lograr un
aprendizaje robusto del contenido geométrico, en particular de la construccion del

concepto de volumen. Esto esta dado en que:
e Es fundamental para la comprension de relaciones matemaéticas.

e Es premisa para el desarrollo de la capacidad de aplicar lo aprendido de forma

seguray creativa.

e Es esencial para el adiestramiento l6gico linguistico.

% putnam, H. (1975), The meaning of "meaning”, en Mind, Language and Reality, Cambridge

University Press p. 218-227.
57



e Permite la trasmisibn de importantes nociones referentes a la teoria del

conocimiento y el desarrollo de numerosas propiedades del carécter.

Los conceptos se caracterizan por su contenido y extensién. El contenido de un
concepto abarca todas las caracteristicas esenciales comunes a los objetos
considerados y que han sido tomados para la formacion de clases. La extension de
un concepto comprende a todos los objetos que pertenecen al concepto de acuerdo

con su contenido.

A continuacién se hace referencia al concepto de volumen, que constituye la base

para el contenido temético en octavo grado.
2.2.1. Referentes tedricos sobre el concepto de volumen
El concepto de volumen es tratado desde diferentes aristas, pues:

e Se puede definir el concepto de volumen como una magnitud escalar, definida
como la extensién en tres dimensiones de una region del espacio, una magnitud
derivada de la longitud, ya que se halla multiplicando la longitud, el ancho y la
altura.

e Matematicamente hablando, el volumen de una region del espacio euclideo, o
espacio tridimensional, cumple con los cinco axiomas de Euclides: es la
cantidad de espacio tridimensional obtenida por triple integracion del elemento
diferencial de volumen extendida a dicho dominio.

e Explicado desde la Fisica, resulta de la relacion entre masa y densidad ya que

la densidad misma se define como el cociente entre la masa y el volumen.
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Resulta interesante resaltar también que, como magnitud fisica, se reconocen tres
clases de unidades de volumen: las de volumen soélido (se utilizan para medir el
volumen de un cuerpo por medio de unidades de longitud que se elevan a la tercera
potencia), las unidades de volumen liquido (desarrolladas para establecer el volumen
gue ocupa un liquido contenido dentro de un recipiente) y las unidades de volumen
de arido o unidades de capacidad (las cuales permiten calcular el volumen que

ocupan las cosechas que se almacenan en silos y graneros).

En el sistema internacional de unidades, medida que se utiliza para medir el volumen
es el metro cubico (m®), la cual es equivalente al espacio que ocupa un cubo cuyos
lados miden 1 metro (m). Es importante desarrollar con los estudiantes actividades
experimentales donde ellos manipulen y observen la relacion entre las medidas de
capacidad y volumen. En este caso se toma un recipiente que contiene un litro de
algun liquido y éste se vierte en un cubo de arista 1 dm, el liquido ocupara

exactamente el espacio del recipiente cubico (Ver figura 2).

1 litro = 1dm? P 1 litro

1dm

1dm

Figura 2. Relacion entre las medidas de capacidad y volumen
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2.2.2. Contenido teorico sobre los cuerpos geométricos abordados en el grado

octavo

Después de un estudio del espacio bidimensional en cursos anteriores, se define de
manera sencilla a los estudiantes, el espacio tridimensional como aquel espacio en el
cual se tiene libertad de generar figuras con tres dimensiones de movimiento, alto,
largo y ancho y el cual se llama en lo sucesivo el espacio. Para un mayor
esclarecimiento sobre este tema, se usara inicialmente una esquina del aula y se
realizard una analogia con el origen de coordenadas, ademas se explicara, que en

este espacio es donde tienen lugar los cuerpos sdlidos.

Antes de pasar a la construccién de las figuras tridimensionales que se trataran en el
curso de geometria del espacio, se comienza con concepto de un sélido o cuerpo

geomeétrico como también suele encontrarse en la literatura revisada.

Un solido o cuerpo geométrico es una figura geométrica que tiene tres dimensiones
(largo, ancho y altura), ocupa lugar en el espacio tridimensional y por lo tanto tiene
un volumen. Estos cuerpos geométricos pueden ser agrupados de dos categorias:
poliedros y cuerpos redondos. Los poliedros son cuerpos geométricos formados por
muchas caras y cuentan con los siguientes elementos: caras (superficies planas que
se intersectan entre si), aristas (la interseccién de dos caras) y los vértices (donde se
intersectan tres 0 mas aristas). Los cuerpos redondos son soélidos que tienen

superficies curvas.

Para la construccion de los cuerpos geométricos que se estudiaran en el curso se
parte del desarrollo de los mismos en el plano y luego se convierten en figuras
tridimensionales, a pesar que en la explicacion aportada en este apartado se parte
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del cuerpo geométrico, se explica sus propiedades y a continuacion se terminara con
el desarrollo. En cada caso se aportan ejemplos en la vida real donde se pueden

encontrar estas figuras en construcciones, y otros objetos.

Los poliedros regulares (Ver Figura 3), también llamados sélidos platonicos, pues
Platon es quien primero hace mencion a ellos, cuando intenta describir la naturaleza
gque compone a los cuatro principales elementos (tierra, fuego, viento y agua),
aunqgue Proclo y otras fuentes, le atribuyen su descubrimiento a Pitagoras, Tetraedro
un matematico ateniense contemporaneo con Platén, es quien da una explicacion y
descripcion matematica de ellos y de quien también se conoce la primera prueba de
gue no existen otros poliedros regulares convexos. Estos sélidos platonicos cumplen
con el Teorema de los poliedros de Euler. De todos ellos se hara un énfasis especial

en el cubo.

Tetraedro ‘ Hexaedro, Cubo Octaedro Dodecaedro Icosaedro

Figura 3. Los cinco sélidos platonicos

El Cubo, es una figura espacial desde tiempos remotos y en diferentes culturas, ha
sido la figura geométrica mas utilizada para dar forma a los dados utilizados en

innumerables juegos. Su desarrollo se muestra en la Figura 4.
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Figura 4. Desarrollo en el plano de un cubo

Este cuerpo es un poliedro o hexaedro regular formado por seis caras cuadradas
congruentes, también puede ser clasificado como un paralelepipedo, o un prisma de

base cuadrangular y altura equivalente a uno de los lados (ver figura 5).

Figura 5. Representacion espacial del cubo

El volumen de este cuerpo geométrico esta dado por el area de la base por la altura,
pues al coincidir la altura con los lados del cuadrado que forma la base de este sélido

queda la formula: V= a -a -a= a°.

A partir del desarrollo en el plano del cubo, se deduce el area de la superficie del
mismo, como la suma de los 6 cuadrados que la forman: A= 6 -a% donde a es la

longitud de los lados.
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Los poliedros irregulares son cuerpos geométricos llamados asi por tener caras y
angulos desiguales, en esta clasificacion se incluyen a los prismas regulares, y a las

piramides entre otros cuerpos geometricos.

El prisma regular recto: es un poliedro que tiene dos bases (caras) paralelas
congruentes, los lados de las bases son llamadas aristas de la base y las demas
caras estan formadas por rectangulos, y estos lados son llamados aristas laterales

(ver Figura 6).

Figura 6. Desarrollo del prisma recto

Se debe aclarar a los estudiantes que aunque se generaliza usando un cuadrado
como base, puede ser cualquier poligono regular: cuadrado, pentagono, hexagono,
octagono, etc. En un prisma recto pueden ser identificados los siguientes elementos

(ver Figura 7).

=~ Base

Cara - |— L~ Altura
lateral

-

= Base

Figura 7. Elementos de un prisma recto
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Cara lateral: el numero de caras laterales, esta dada por la cantidad de lados del
poligono de la base, es un rectangulo donde uno de los lados coincide con uno de
los lados de la base y el otro lado con la altura del prisma, es importante decir que en

este tipo de prismas las caras laterales son congruentes.
Altura: es la distancia que existen entre las dos caras bases del cuerpo geométrico.

Base: la base de un prisma regular recto es un poligono regular y es congruente y

paralelo a otro idéntico.

De este desarrollo de un prisma recto se infiere que el area de la superficie se puede
hallar: A;= 2Ag + n-a-h, n es la cantidad de lados del poligono de la base, a es la
longitud del lado del poligono regular y h es la altura del prisma. El volumen de un

prisma recto puede ser computado como: V=Ag-h, donde h es la altura del prisma.

Los prismas irregulares (ver Figura 8) son en esencia muy parecidos, a la hora de
calcular las areas de sus superficies, pero las férmulas para calcular el area de sus
superficies no pueden ser generalizadas. La principal diferencia entre ellos con
respecto al prisma regular, es que los poligonos que forman las bases pueden ser
poligonos concavos, o poligonos convexos y es necesario hacer un analisis de cada
uno de los lados de estas bases, aunque la forma de hallar el volumen si coincida

(ver Figura 9).
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Figura 8. FPrisma recto irregular Figura 9. Desarrollo en el plano de un poligaono
irregular recta

La piramide: es un cuerpo geométrico de los mas conocidos y utilizados desde los
comienzos de la civilizacion humana, llega a nuestros dias como uno de los

principales legados arquitectonicos de los egipcios (ver Figura 10).

=~ Vértice

-~ Altura
Cara

lateral B

Apotema

Base =

Figura 10. Pirdmide recta y sus elementos

La piramide puede ser definida como un poliedro limitado por un poligono de la base,
cuyas caras laterales formadas por triangulos confluyen en un punto llamado
cuspide, apice o vértice de la piramide. Existen varios tipos de piramides dadas por el
poligono que forma la base y por la recta que va desde el centro de la base hasta el

apice de la misma:

e Piramide recta: todas sus caras laterales forman triangulos isosceles y la recta

que pasa por el apice es perpendicular a su circuncentro.
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e Piramide oblicua: no todas sus caras son triAngulos isésceles.

e Piramide regular: su base esta formada por un poligono regular y es también
considerada una piramide recta.

e Piramide convexa: su base esta formada por un poligono convexo.

e Pirdmide concava: su base esta constituida por un poligono concavo.
Elementos que conforman a una piramide:
Cara lateral: un tridngulo, en el caso de las pirdmides rectas es isosceles.

Apotema: segmento perpendicular trazado desde el centro de la base a cualquier

lado.

Altura: perpendicular trazada desde el vértice de la piramide hasta el circuncentro de

la base.
Veértice: punto a donde confluyen todas las caras laterales.
Base: poligono que limita a este poliedro.

El volumen de una pirdmide recta se puede calcular a través siguiente formula: V=

AE . h
T. Para hacer un andlisis del area de la superficie de una piramide se debe

tener en cuenta el tipo de poligono que da origen a su base.

El cono desde tiempos antiguos ocupd los lugares mas elevados de iglesias y
castillos, muchas veces formaba parte del techo de las torres (ver Figura 11). A este
cuerpo geométrico también suele llamarse solido en revolucién, y se obtiene al hacer

girar un triangulo rectangulo sobre uno de sus catetos, al circulo formado por uno de
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los catetos se la llama base y al punto formado por la confluencia de las generatrices

se le llama vértice.

w—— ejo de gwo

superficie
lateral -\

altura

\
oA
A — \

— {,/

 base

Figura 11. El cono recto y sus elementos

En el cono se pueden identificar los siguientes elementos: altura del cono, la cual se
denota de manera general como (h), las generatrices del cono (g) y el radio de la

circunferencia de la base que se denota como (r). La férmula para el célculo de

mrih

volumen es: 3

El desarrollo de un cono recto geométrico es un sector circular delimitado por dos
generatrices, siendo la medida de la parte curva la longitud de la circunferencia de la
base (Ver Figura 12). El area total de la superficie del cono recto se halla a través de
las siguiente férmula A= 1r.r* + Trr-g, donde r es el radio de la circunferencia de la

base, y g es la medida de la longitud de la generatriz del cono recto y la generatriz

del cono recto se calcula mediante la formula g= h? + rZ2.
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Figura 12. Desarrollo en el plano de un cono recto.

Otro de los cuerpos geométricos ampliamente usado desde tiempo antiguos es el
cilindro (Ver Figura 13), sus aplicaciones se inician en la arquitectura, con la
construccion de las columnas de los templos y primeras edificaciones antiguas

creadas por el hombre.

eje de giro

1 base

altura

generatri

superficie
lateral

Figura 13. El cilindro recto y sus elementos

Existen varias definiciones de este cuerpo redondo, una de ella es como un sdélido en
revolucién generado por un rectangulo que gira sobre uno de sus lados. Existe otra
definicion de mayor rigor matematico que define a un cilindro como una superficie de
las denominadas cuadricas, formada por el desplazamiento paralelo de una recta o
generatriz a lo largo de una curva plana, la cual puede ser cerrada o abierta, y se

denominada directriz del cilindro recto.
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En dependencia de la perpendicularidad del eje del cilindro este puede ser
clasificado en cilindro recto, si el eje es perpendicular a la base o cilindro oblicuo si el

eje no es perpendicular.

El volumen de un cilindro recto puede ser calculado siguiendo la siguiente formula V=
1. r*.h, donde h es la generatriz del cuerpo en revolucién o la altura del cilindro. El
desarrollo de un cilindro recto en un plano es un rectangulo, donde la base del
rectangulo coincide con la longitud de la circunferencia y la altura es igual a la altura

del cilindro, y dos circulos congruentes que son las bases del cilindro (ver Figura 14).

Figura 14. Desarrollo del cilindro recto en el plana.

Con este desarrollo se puede inferir que el area lateral de un cilindro puede ser
calculado como el area de un rectangulo, que tiene por un lado la altura del cilindro, y
por el otro lado la longitud de la circunferencia que tiene como base, y su area total
como la suma del area lateral y el area de las dos circulos que forman las bases.

Entonces resulta que el A_- ,-Tr-r-h, por lo tanto el Ar=o-1r-r-h + 2.11-r*= 2.1rr-(h + 1).

La esfera: este cuerpo puede ser definido como un soélido geométrico cerrado
perfectamente simétrico, el cual no contiene ni aristas ni lados y donde todos los

puntos de su superficie estan equidistantes de un punto interno, llamado centro (ver
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Figura 15). La esfera, es definida por Euclides como superficie de revolucion que se

genera haciendo girar una superficie semicircular alrededor de su diametro (Euclides,

L. XI, def. 14).

Figura 15. La esfera

Entre los elementos notables a sefialar en una esfera se encuentran: cuerda, polo,

diametro, centro y radio (Ver Figura 16).

Elementos de la esfera

Figura 16. Elementos de una esfera

Centro: punto interior que equidista de cualquier punto de la superficie de la esfera.
Radio: distancia del centro a un punto de la superficie de la esfera.

Cuerda: segmento que une dos puntos de la superficie esférica.

Diametro: cuerda que pasa por el centro.

Polos: son los puntos del eje de giro que quedan sobre la superficie esférica.

El volumen de la esfera puede ser calculado de la siguiente manera: 3
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Es interesante hacer notar a los estudiantes, que no siempre estos cuerpos
geomeétricos, aparecen en la naturaleza o en problemas de geometria del espacio de
manera ideal o “pura”, en un sinnumero de ocasiones sucede que se encuentran en
composiciones complejas, o con ciertas modificaciones que hace un poco mas
complejo hallar sus respectivas areas de sus superficies y volimenes, o en algunos

casos verdaderos retos al ingenio de los estudiantes (ver Figura 17).

Figura 17. Otros posibles cuerpos geométricos generados por truncamiento

Es importante aclarar diferencias que existen entre varios conceptos que son
utilizados indistintamente por estudiantes y docentes para expresar el volumen de
cuerpos solidos, debido a complicaciones linglisticas o a erroneas representaciones
mentales formadas en nuestra interaccién con el mundo circundante. La capacidad y
el volumen, a pesar que en innumerables ocasiones se suelen encontrar en la
literatura usados indistintamente y ser términos equivalentes, no son iguales. Se
define la capacidad de un cuerpo geométrico, o especie de recipiente como la
propiedad de contener otros elementos dentro de sus limites geométricos. La
capacidad es la propiedad que se refiere al volumen de espacio vacio de un cuerpo

gue es suficiente para contener a otros cuerpos u otros elementos.

La diferencia fundamental entre volumen y capacidad se puede observar de una
manera muy intuitiva, de la siguiente forma: volumen hace referencia al espacio que
ocupa un objeto y capacidad al espacio que contiene. Cuando se lleva al campo de
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las medidas estas dos magnitudes, calcular el volumen de un cuerpo es medir cuanto

ocupa en el espacio y calcular su capacidad es medir cuanto cabe en él.

Para realizar correctamente la resolucién de problemas de geometria del espacio, se
necesita de una adecuada representacion geomeétrica espacial por parte de los

estudiantes, tematica que se aborda con profundidad en el proximo epigrafe.

2.3. La representacion geométrica espacial en el proceso de ensefianza

aprendizaje de la geometria del espacio en la Educacion Basica

Se llaman representaciones a las imagenes concretas de los objetos y

fendmenos del mundo externo y sus propiedades que surgen en la conciencia del

hombre”®’

Las representaciones, tal como lo sefialan Castro y Castro (1993), son las notaciones
simbdlicas o graficas mediante las que se expresan los conceptos y procedimientos
matematicos, asi como sus caracteristicas y propiedades mas relevantes. Entre las
representaciones, se diferencian las internas (mentales) y las externas. Las
representaciones mentales actian como la interiorizacion de las representaciones
externas. A su vez, las representaciones externas, son las formas a través de las

cuales los sujetos hacen visibles las imagenes mentales.

Estas imagenes llegan a cobrar significado a través del lenguaje. En el significado de
las representaciones, esta contenido el contexto idiomatico, la forma ideal de
existencia del mundo de los objetos, sus propiedades y relaciones identificadas por la
practica social, elaboradas historicamente y transmitidos en el proceso de

comunicacion.

%" Colectivo de autores. (1988). Psicologia. Libro de textos. La Habana: Pueblo y Educacion, p. 71.
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En Matematicas, las representaciones estan asociadas a los signos, simbolos,
formas y expresiones usuales de esta disciplina. Castro y Castro (1993), afirman que
para deliberar y concluir sobre las ideas mateméaticas es necesario hacer una
representacion interna de la misma forma que mantenga posibilidad de manipular
tales representaciones. Los signos, graficos o notaciones, con soporte fisico externo,
gue se usa para la representacion tienen un equivalente en la mente del sujeto que
los utiliza, lo que hace necesario distinguir entre representaciones externas e

internas.

Ballester et al. (1992), consideran que la representacion geométrica espacial “...
permite realizar una modelacién de la realidad objetiva ya sea en la mente del
individuo o materializada a través del dibujo o en objetos construidos, para destacar
relaciones de posicién, de orden, de tamafio, de continuidad, de igualdad y otras; asi
como movimientos de cuerpos en el espacio”®. En la resolucién de problemas no
rutinarios o retos sobre la construccion del concepto de volumen, se consideran

necesarias las caracteristicas de la representaciéon geométrica espacial, estas son:

e “Son imagenes de las figuras y cuerpos geométricos que se conservan en la
conciencia del hombre estando ausentes, es decir cuando esos objetos y
fendmenos no acttan directamente sobre los érganos de los sentidos. Por tal

motivo, pueden ser reproducidas sin la presencia de las figuras u objetos.

e Su variabilidad, pues en ellos cambian con facilidad el color, la forma, el tamafio

del cuerpo o figura geométrica imaginada.

% Ballester, S. y et al. (1992b). Metodologia de la ensefianza de la matematica, Tomo Il. La Habana:
Pueblo y Educacion, p. 192.
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Son imagenes generalizadas, donde se presentan las particularidades similares
de muchos objetos analogos de la clase dada. Por ejemplo, cuando es
necesario imaginar un prisma de base cuadrada y no un prisma general, en
nuestra imaginacion representamos las particularidades caracteristicas de todos
los prismas de base cuadrada, sus bases son cuadrados: sus caras laterales

son rectangulos, etc.
Son imagenes palpables de los objetos y figuras geométricas.

Son un reflejo sensible de la realidad, pues brindan un conocimiento de las
propiedades externas de las figuras y cuerpos geométricos percibidos, asi como

sus relaciones.

Se representa lo que posee una utilidad, un significado geométrico, una

objetividad para el alumno en forma integra™®. (p. 97)

Existen dos niveles de representacion de un cuerpo geométrico: las formas de

representacion proxima a los cuerpos geométricos reales y las formas de

representacion mas alejadas de los cuerpos geométricos reales, representaciones

bidimensionales (Parzysz 1988; Citado por Gutiérrez, 1998).

La representacion geométrica espacial es importante para la construccion del

concepto de volumen, dado que se trata de pasar de cuerpo que se encuentran en

tres dimensiones a sus representaciones en el plano.

% Rojas, O. (2009). Modelo didactico para la ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio con
un enfoque desarrollador en el preuniversitario. Tesis presentada en opcion al grado cientifica de
Doctor en Ciencias Pedagdgicas. Universidad de Ciencias Pedagdgicas “José de la luz y caballero”,
Holguin. Cuba.
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2.4. La manipulacion en el proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria
del espacio, especificamente para la construccion del concepto de volumen en

la Educacion Basica

La manipulacién puede ser definida como un grupo de acciones o procedimientos
que utilizados correctamente potencia en los individuos la interaccion con modelos
virtuales o situaciones de la vida real. Este proceso permite la modificacion de
eventos, cuerpos geométricos y otros elementos, para aprender las caracteristicas
principales de un fendmeno social, fisico o de otra naturaleza, y para estudiar
aguellas propiedades que a pesar de las acciones realizadas sobre ellas

permanecen invariables, le dan identidad y permiten representarlo.

La primera mencion de la manipulacion geométrica en la enseflanza de la
Matematicas, se remite a doscientos afos atras, con Federico Froebel, un pedagogo
aleméan, ademas creador de los kidergartens. Este autor a través de la observacion
comprendié como los nifios mediante el juego socializaban y asi not6 como a través
de ciertas estrategias de 20 obsequios y ocupaciones se podia influir en la

ensefianza de las futuras generaciones desde las primeras etapas de la vida.

En sus estrategias los obsequios tenian como objetivo ensefiarles el conocimiento de
figuras geométricas, las diferencias entre los tamafios, los colores y las formas. Estos
obsequios eran elaborados casi siempre en madera, arcilla y papel; las ocupaciones
gue manejaba Froebel eran casi por lo general finas y necesitaban del intelecto de
los estudiantes. Entre ellas estaban la costura, el tejido con las cuales no solo

Froebel buscaba relacionarlos con las costumbres, sino también con la manipulacion
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de diferentes elementos, apreciar la textura, las formas de manipular los diferentes

materiales y elementos implicados en estas actividades.

En Matematicas se habla muchas veces de manipulaciones rutinarias, refiriendose a
aguellos procesos que pueden realizarse con una atencion minima, casi automaticos,
liberando la atencién y concentracion de los individuos para el aprendizaje de nuevos

conceptos e ideas.

La manipulacidbn geométrica es considerada un conjunto de procedimientos y
acciones que involucran a los estudiantes en acciones donde se debe interactuar con
cuerpos geométricos: modificar, tocar, operar, maniobrar y modelar construcciones
geométricas reales o virtuales. Este proceso propicia aprender caracteristicas que
solamente pueden ser apreciadas cuando se acciona sobre estos cuerpos
geomeétricos, y les permite a los estudiantes interiorizar detalles por la aproximacion a

estos objetos.

Actualmente el empleo de las TIC ha potencializado el uso de la manipulacion sobre
los medios tradicionalistas, sustituyendo a estos en muchos salones de clases. La
existencia de varios software especializados, enfocados a la ensefianza de la
geometria del espacio, ha desplazado a aquellos medios empleados de manera
tradicional que no cumplan con el dinamismo que la actividad requiere en los tiempos
actuales. La autora de esta tesis considera que ambas formas son importantes y que
el proceso se debe iniciar con los medios tradicionales, a continuacion la utilizacion

de los SGD y algunos momentos combinarse.

En la ensefianza de la Matematica en nuestros dias, se tiene la posibilidad de usar

multiples ayudas, las cuales por su naturaleza pueden ser agrupadas en fisicas
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(objetos y materiales para la creacion de representaciones de esos objetos), donde
los estudiantes tienen la posibilidad de palpar y tocar, para experimentar los
conceptos matematicos. La otra forma son los ambientes virtuales en los cuales a
través de software especializado se recrean ciertas situaciones con la posibilidad de

interactuar con ellos.

Estas ayudas, si estan bien disefiadas sean virtuales o fisicas tienen la gran utilidad
de conectar a los estudiantes con las representaciones de los conceptos e ideas
matematicas relacionadas. También se dirige a fortalecer y conceptualizar problemas

y relaciones sobre los cuales pueden pensar, reflexionar y resolver.

A través de estas herramientas se puede alcanzar manipulaciones geométricas por
medio de las cuales los estudiantes logran un mayor nivel de comprension y crean
entornos geométricos beneficiosos. Estas manipulaciones le permitirle a los
estudiantes un mayor nivel de motivacién al ser mas reales que los tradicionales
ejercicios de lapiz y papel, desarrolla en los estudiantes la posibilidad de crear
modelos manipulables y modificables, también le propicia expresar estas acciones de

manera algebraica.

La manipulacion de estas herramientas en proceso de ensefianza aprendizaje induce
a la creacion de vinculos entre lo real y lo concreto y el simbolismo matemaético.
También promueve el cambio, y los procesos de composicion y descomposicion de
formas con un menor esfuerzo, pero a la vez potenciando el pensamiento
matematico al proveer de un extenso conjunto de herramientas, para visualizar los
efectos de expresiones matematicas o de exploracion de los cambios en las

relaciones matematicas de las expresiones que les dan origen.
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Muchas investigaciones en curso en Asia, Europa, América del Norte, se basan en el
uso de computadores para estimular las manipulaciones espaciales por parte de los
estudiantes, unas veces usando software especializados para fines donde se crean
situaciones y composiciones que deben ser manipuladas. Entre estas
manipulaciones se tienen cambios de formas, rotacion, otras partiendo de juegos de
estrategias y simulacion donde los estudiantes deben experimentar, asumir roles,
modificar condiciones, tomar decisiones importantes para lograr niveles de

satisfaccion y de comodidad.
La manipulacion geométrica permite:
e “Modelar tanto objetos geométricos reales, como objetos geométricos virtuales.

e Buscar caracteristicas y propiedades de las figuras geométricas que pueden ser
percibidas Unicamente cuando se manipula con ellos. De esta forma el alumno
se fija mas en ciertos elementos de los cuerpos geométricos que pasarian

inadvertidos en una percepcion exclusivamente visual.

e Ayudar a concentrarse en una parte mas reducida de la percepcion y, de esta
manera, a conocer las particularidades, los detalles y analizar los cambios que

se producen en los cuerpos geométricos™®.

La manipulacién geométrica en el proceso de construccién del concepto de volumen
es esencial, pues la composicién y descomposicion de cuerpos geométricos, ayuda

al estudiante a crear un aprendizaje robusto de este concepto.

40 Rojas, O. (2009). Modelo didactico para la ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio con
un enfoque desarrollador en el preuniversitario. Tesis presentada en opcién al grado cientifica de
Doctor en Ciencias Pedagodgicas. Universidad de Ciencias Pedagodgicas “José de la luz y caballero”,
Holguin. Cuba, p. 48.
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2.5. La visualizacion en el proceso construccion del concepto de volumen en la

Educacion Basica

El desarrollo de la visualizacion juega un papel importante y central en el aprendizaje
de la geometria del espacio, y no una actividad recreativa como suelen pensar
algunos docentes. Es necesario hacer un llamado a los profesores de Matematicas
para incorporar, promover y desarrollar el proceso de visualizacion en la escuela con

los estudiantes.

La visualizacién es un “elemento importante” que esta siendo descuidado en la
ensefianza, si se quiere lograr que los estudiantes aprendan geometria del espacio,
definitivamente tienen que desarrollar la habilidad de visualizar. Pero la visualizacion
no se practica en la escuela solamente, es decir, es una habilidad que tiene que ser
entrenada y desarrollada a lo largo de la vida de un estudiante, de ser posible desde

sus primeros afios.

Es importante anotar, que se debe hacer una diferenciacion entre ver y visualizar, de
tal manera que el ver se reduce a una capacidad fisiolégica, mientras que la
visualizacion es una actividad cognoscitiva, inherente al ser humano, vinculada con

la cultura del sujeto: historia, ideologia, tradiciones, costumbres, valores, entre otras.

Una gran parte de las investigaciones que se realizan hoy en dia en Matematica
Educativa o Didactica de las Matematicas, asi como en otras disciplinas cientificas,
estan centradas en el tema de la visualizacion. En la ensefianza de la geometria del
espacio en particular, investigaciones realizadas en este campo, reportan sobre el
aporte de la visualizacion en el desarrollo del pensamiento matematico de los
estudiantes, mediante el andlisis e interpretacion de diferentes formas de
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representacion. La mayoria de las investigaciones realizadas sobre el tema se
centran en el estudio de los problemas y la descripcién de procesos de educacion en
la escuela secundaria, relacionados con aspectos especificos de la visualizacion

espacial.

De manera muy inconsecuente se puede definir la visualizacion como la accion de
generar, formarse o hacer comprensible en el pensamiento la imagen o esquema de
una cosa que no se tiene a la vista o delante, o de un concepto abstracto, o datos.
Existen varios tipos de visualizacion que aunque no son Unicamente aplicadas en el
radio de accidon de las Matematicas pueden ser utilizadas de manera efectiva para

lograr resultados positivos en la resolucion de problemas en geometria.

La visualizacion cientifica, se dedica a la metamorfosis de los datos cientificos, pero
abstractos, en imagenes. Ejemplos de estas visualizaciones son los dibujos de
diagramas para representar funciones matematicas o graficos 3D para visualizar el
interior de un hombre, o simular procesos dificiles de modelar en laboratorios o de

apreciar en la vida real.

La visualizacion creativa es una técnica psiquica para alcanzar una posicion
emocional deseada a través de figurarse o recrearse una imagen agradable
concreta. Por ejemplo, muchos deportistas y musicos, se estimulan imaginando la
ejecucion perfecta de sus movimientos y muchas personas mentalizan una estado
positivo y relajante, tranquilizador o triunfador al que quiere llegar, para enfocarse al

logro de este.

Segun Hitt (2002), “... la visualizacion Matematica tiene que ver con el entendimiento

de un enunciado y la puesta en marcha de una actividad, que si bien no llevara a la
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respuesta correcta si puede conducir al resolutor a profundizar en la situacién que se
esta tratando. Una de las caracteristicas de esta visualizacién es el vinculo entre

representaciones para la busqueda de la solucién a un problema determinado...”**.

Mientras que Cantoral et al (2000), en su obra “Desarrollo del pensamiento
matematico” relatan que: “..se entiende por visualizacion la habilidad para
representar, transformar, generar, comunicar, documentar y reflejar informacion
visual. En este sentido se trata de un proceso mental muy usado en distintas areas

del conocimiento matematico y, més generalmente, cientifico...”*.

Arcavi y Hadas (1998), cuando definen la visualizacion generalmente se refieren a la
destreza para representar, trasfigurar, crear, significar, evidenciar y reflejar sobre

informacion visual.

Para Encarnacion y Castro (1997), el término visualizacion se utiliza, por lo general,
con referencia a figuras o representaciones graficas ya sean en el exterior o en el
interior, es decir, sobre soporte fisico: papel, pantalla, entre otros, o en el
pensamiento. Consideran ademas que el pensamiento visual esta estrechamente
unido a la capacidad de formar imagenes mentales y a la habilidad para visualizar
cualquier otro concepto matematico, o problema, donde se requiere ademas de la
destreza de interpretar y entender informacion figurativa sobre el concepto,

manipularla mentalmente, y la pericia para expresarla sobre un soporte material.

En general y desde el punto de \vista teodrico del proceso de

razonamiento/conocimiento, queda claro que la visualizacibn matematica tiene

L Hitt F. (Editor, 2002a). Representations and Mathematics Visualization. International Group for the
Psychology of Mathematics Education North American Chapter and Cinvestav-IPN. México.

“2 Cantoral, R. et al.(2000). Desarrollo del Pensamiento matematico. México. Editorial Trillas. p. 146.
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inmensas y reales posibilidades de transformarse en pensamiento abstracto o
comprension tedrico matematica. Diversos investigadores han comprobado
practicamente este hecho, y sus recomendaciones sefialan las bondades que su uso
persistente en la ensefianza de la geometria del espacio podria constituir para el

desarrollo del pensamiento espacial de los estudiantes.

La visualizacion matematica a la vez que induce a la realizacion de generalizaciones
puede facilitar la comprension de las reflexiones y consideraciones que permitan
sustentar como validas dichas generalizaciones. Sin embargo, no se debe entender
gue cualquier forma de visualizacion tiene garantizada su mutacion en pensamiento
abstracto, pues suele ocurrir que en algunas ocasiones las generalizaciones que se
provocan corren en direcciones diferentes con respecto a las concepciones teoricas.
Por ello se hace inevitable el disefio del proyecto y la validacion de las distintas
formas de visualizacidn idéneas para ser usadas en la ensefianza de la geometria

del espacio.

Desde el punto de vista de la psicologia evolutiva, (Vigotsky, 1999), precisa que el
pensamiento considerado abstraccion pura, necesita de un medio material para
hacerse concreto, de expresarse y sea posible su comunicacion. El medio material
por el cual puede ser expresado el pensamiento es el lenguaje en sus diversos tipos
entre ellos, el gestual, los sonidos, los signos, el pictorico, el figurativo (de imagenes

diagramas o figuras), el simbolico y el de las palabras.

Aun cuando en su desarrollo ontogenético, el pensamiento y el lenguaje provienen
de distintas cepas geneéticas, en un momento determinado estas dos directrices

confluyen y entonces el pensamiento se torna verbal y el lenguaje racional. Este
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caracter verbal del pensamiento es la mas avanzada. Guétmanova (1989), le llama
pensamiento abstracto, y desde el punto de vista de la logica lo reconoce como
medio en el proceso de conocimiento, en sus formas esenciales: el concepto, el juicio

y el razonamiento.

En esta tesis se asume lo dicho por Zimmermann y Cunningham (1991) al considerar
que “... la visualizacion matematica es el proceso de formar imagenes (mentalmente,
con lapiz y papel o con ayuda de materiales o tecnologias) y utilizar estas imagenes
de manera efectiva para el descubrimiento y la comprensién matemética”. Estos
autores consideran a la visualizacion en el plano externo como ilustracién y en el
plano interno como producto de la imaginacion del hombre, estas cuestiones son

importantes para la construccion del concepto de volumen.

La visualizacion espacial es una de las maneras en las que se manifiesta la
visualizacion matematica, segun Gutiérrez (1992), la visualizacion espacial ha sido
investigada por varios autores como Bishop (1980, 1983, 1989), Bishop & Nickson
(1983), Gaulin (1985), Gaulin & Puchalska (1987), Hoffer (1981, 1987, 1988) y

Presmeg (1986), los cuales han realizado importantes aportes.

Gutiérrez (1992) define la visualizacidén espacial como “[...] un conjunto de destrezas,
predominantemente mentales, que permite actuar a los individuos en el contexto de

las representaciones graficas matematicas, tomando este contexto en un sentido

3 Zimmerman, W. y Cunningham, S. (1990). Visualization in Teaching and Learning. Mathematics,
MAA Notes Number 19. USA, Mathematical Association of America.
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amplio, que abarca las representaciones usuales de los diferentes campos

matematicos...”**. Criterios estos que son considerados en esta tesis.

Guzman (1991) caracteriza a la visualizacion en el contexto escolar a través de las

siguientes valoraciones:

Es la base de la que surgen los conceptos y métodos del campo geométrico.
Estimula el interés hacia problemas relacionados con los objetos de la teoria
geométrica espacial.

Sugiere las relaciones existentes, capaces de conducir de forma confiable hacia
la resolucién de los problemas geométricos y hacia la construccion de la teoria
geométrica del espacio.

Una potente ayuda para la retencion de forma Unica y resumida de los
contextos del aula y de la vida que surgen recurrentemente en el trabajo
geomeétrico.

El medio o vehiculo mas eficaz para la transferencia rapida de las ideas
geométrica espaciales.

Poderoso soporte en la actividad subconsciente en torno a los problemas

geométricos espaciales.

Majmutov (1983), distingue ocho formas de visualizacion y las resume en el contexto

geométrico de la siguiente manera:

La visualizacion es un medio de ilustracion de figuras geométricas.

* Gutiérrez, A. (1992). La ensefianza de la Geometria de los Sdlidos en la EGB. Memoria final del
proyecto de investigacion. Formato pdf. Valencia, p. 219.
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e La visualizacién es un medio de soporte y de gran ayuda en la resolucion de
problemas geométricos.
e La visualizacion refuerza los conocimientos y conceptos geométricos.
Estas tres formas de concebir la visualizacion son necesarias para la construccion
del concepto robusto de volumen y se retoman en las actividades conformadas por

problemas no rutinarios.
Conclusiones del capitulo 2

Se abordan los principales autores que han trabajado la teoria de la resolucién de
problemas, se precisan algunas definiciones y se asume como estrategia de
resolucién de problema la propuesta por Polya (1945), donde se concretan en cada

una de ella las acciones que se pueden desarrollar.

Algunas razones confirman la necesidad de la ensefianza de la resolucion de
problemas, como una prioridad en la ensefianza de la geometria del espacio,
especificamente para la construccidon del concepto de volumen, entre las cuales se

destacan:

e La resolucion de problemas geométricos espaciales, implica poner un mayor
énfasis en el desarrollo del aprendizaje y el razonamiento, que en la
memorizaciéon de los conceptos, con lo que se logra que los estudiantes
piensen de manera evolutiva, productiva y creativa.

e La resolucion de problemas es un medio de instruccion y refuerzo para la
ensefianza aprendizaje de los contenidos de la geometria del espacio en el
contexto del aula y fuera de este. Les ofrece a los estudiantes la oportunidad de

involucrarse con la construccion del concepto de volumen y su relacién con el
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mundo que les rodea. También le permite que se apropien, que se incrementen
y fortalezcan los conocimientos geomeétricos espaciales.

e Solucionar problemas no solo ayuda, desarrolla y potencia en los estudiantes
hébitos de colaboracion, organizacion, trabajo, autoevaluacion, perseverancia,
inspira confianza en sus posibilidades, sino que se equipan con estrategias para
resolver problemas aplicables en el enfrentamiento a situaciones de la vida real.

e Propicia la participacion de los estudiantes en su propio aprendizaje, y hace que
las clases de geometria del espacio sean interesantes, motivadoras y
desafiantes.

La manipulacion geométrica y la representacibn geométrica espacial, son
imprescindibles para el trabajo con la geometria del espacio, pues son procesos
basicos que se dirigen a propician la representacion de cuerpos tridimensionales al
plano y viceversa (Transferencia de 3D a 2D y de 2D a 3D). Estos procesos
favorecen la construccion de significado robusto del concepto de volumen.

Se aducen los presupuestos de Zimmermann y Cunningham (1991) sobre la
visualizacion, pues consideran que es en el plano externo una ilustracion y en el
plano interno un resultado de la imaginacién del estudiante. Particularmente para el
trabajo con la geometria del espacio se asume lo planteado por Gutiérrez (1992)
sobre visualizacion espacial. Este proceso propicia la construccion de significado

robusto del concepto de volumen de cuerpo geométrico.
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CAPITULO 3. DISENO DE ACTIVIDADES

El proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria, en particular el concepto de
volumen esta presente en la mayoria de los curriculos. Este proceso debe
estructurarse hacia la busqueda activa del contenido geométrico por los estudiantes,
a partir de los conocimientos existentes y de las experiencias en la vida relacionada
con la tematica, objetivo hacia el cual se dirigen las seis actividades disefiadas en
este capitulo. También se hace referencia al marco teérico asumido en el contexto de

la estructura de las actividades.
3.1. El marco tedrico en el contexto de la estructura de las actividades

Las actividades que se proponen propician la experimentacion, la exploracion y la
busqueda de la construccion del concepto de volumen, donde se estimula y se
desarrolla el pensamiento geométrico espacial en los estudiantes. En ese trabajo
investigativo se proponen seis actividades conformadas por problemas no rutinarios,

las cuales son contentiva del marco teérico asumido, pues estas se basan en:

Contenido geométrico: hace referencia a las tematicas relacionada con la
construccion del concepto de volumen en el grado octavo, donde se tiene en cuenta

los estandares curriculares.

Resolucion de problemas: se asumen los referentes tedricos, definicion de problemas
y estrategia o fases para su resolucidon. Se concibe que un problema esta
determinado por una problematica donde existan condiciones iniciales o finales, la

via que permite pasar de una situacion a otra debe ser desconocida, el estudiante
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debe estar motivado y poseer los elementos necesarios para realizar la
transformaciéon. En esta concepcion los problemas llevan al estudiante a pensar, a
indagar, a explorar, a cuestionar, a razonar y a explicar su razonamiento. En la
metodologia a trabajar se asume los cuatro pasos para la resolucién de problemas
segun Polya (1965) y que constituye el marco de referencia con el que se busca
desarrollar un conjunto de actividades encaminadas a favorecer el desarrollo de
destrezas cognitivas, que permitan la construccion del concepto robusto de volumen

en los estudiantes.

Cada actividad cuenta con cinco o mas problemas, y las sugerencias metodologicas
estan acordes a los impulsos heuristicos, aporte fundamental de la metodologia de
Polya (1965), para la resolucién de problemas. En la resolucion de problemas para la
construccion del concepto de volumen, se reconoce a la heuristica como elemento
dinamizador y recursivo para la habilidad mental, en la aplicacion de procesos
coherentes y seguimiento de caminos rigurosos. En este proceso se logra de manera
eficaz y eficiente la resolucion de los problemas, sin tener en cuenta la dimensién o
el grado de dificultad que presente, de ahi entonces que, “... un gran descubrimiento
resuelve un gran problema, pero en la solucién de todo problema, hay un cierto

descubrimiento”.*®

Manipulacion geométrica: considerada como un conjunto de procedimientos y
operaciones que involucran a los estudiantes en acciones donde se debe interactuar

con figuras y cuerpos geométricos reales o virtuales. Este proceso es significativo

5 Agudelo G., Bedoya V. y Restrepo A. (2008). Método heuristico en la solucion de problemas
matematicos. Universidad tecnoldgica de Pereira.
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para la construccion del concepto de volumen mediante la composicion y

descomposicion de cuerpos.

Representacion geométrica espacial: es una modelacion de la realidad objetiva ya
sea en la mente del individuo o materializada a través del dibujo o en objetos
construidos (Ballester et al., 1992). En la representacion geométrica se favorece y se

da la construccion del concepto de volumen en los estudiantes.

Visualizacion: es el proceso de formar imagenes y utilizarlas de forma efectiva para
el descubrimiento, la comprension, interpretacion o reinterpretacion geomeétrica de
los objetos y sus interrelaciones en la geometria del espacio. Este proceso ayuda a

concretar la construccion del concepto de volumen en los estudiantes.

La relacion entre estos cinco componentes: contenido geomeétrico, resolucion de
problemas, manipulacion geométrica, representacion geométrica espacial y la
visualizacion (Ver figura 18), es propicia para desarrollar un proceso de ensefianza
aprendizaje de la geometria del espacio, especificamente de la construccion del
concepto de volumen de una forma activa. En este proceso el estudiante es participe

de la construcciéon de su propio conocimiento geométrico.

Las actividades son disefiadas de acuerdo con el contenido geométrico abordado en
el grado octavo, base para la construccion del concepto de volumen, y se materializa
a través de la resolucion de problemas geométricos. Para lograr el éxito en el
desarrollo de estas actividades es esencial hacer énfasis en la manipulacion

geomeétrica, la visualizacion y la representacion geométrica espacial.
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En cada una de las actividades conformadas por problemas no rutinarios se reflejan
estos componentes. La interrelacion entre éstos genera un proceso robusto sobre la

construccion del concepto de volumen en los estudiantes de la Educacion Basica.

Resolucion
de problemas

geométrico

Proceso robusto sobre la
construccion del concepto
de volumen en los
estudiantes de la Educacién
Basica

Manipulacion
geométrica

Representacior
geomeétrica
espacial

Visualizacion

Figura 18. Relacion entre las actividades y el marco te6rico

El disefio de las 5 primeras actividades a implementar, se estructurada de la
siguiente manera: a. tema; b. objetivo; c. desarrollo de las actividades; d. materiales

y medios a utilizar y e. sugerencias metodoldgicas.

Con miras a confirmar si los estudiantes logran apropiarse de la metodologia basada
en la resolucion de problemas, y asi construir el concepto de volumen, se han
propuesto las siguientes actividades: composicion y descomposicion de cuerpos,

empaques, volumen y capacidad, jA experimentar se ha dicho!, el reto y una feria
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final titulada “construyendo el concepto de volumen”. En esta Ultima actividad se
expondra cada una de las actividades trabajadas con el fin de socializarlas y motivar
a los grados sexto y séptimo, de la Institucion Educativa Colegio Nuestra Sefiora de

la Paz.

El material que se utiliza en la actividad de composicion y descomposicion es de
madera, en la de volumen y capacidad recipiente, jeringa, probeta, piedra y algunos
productos agricolas, mientras que en la de jA experimentar se ha dicho! Se requiere
de prismas, piramides, cilindros, esferas y conos en acrilico. En las actividades de
empaque y el reto no se requiere de materiales y en la feria se emplean todos los

descritos antes.
3.2. Actividades formadas por problemas no rutinarios

Seguidamente se expone en detalle la estructura y el desarrollo de cada una de las

actividades, las cuales estan formadas por problemas no rutinarios.
3.2.1 Actividad 1: Composicion y descomposicion de cuerpos

Objetivo: Construir significado para el concepto de volumen por medio de la
composicién y descomposicion de cuerpos, estableciendo la relacién entre ellos por
diferentes medios, incluyendo por medio de la creacidn de nuevos cuerpos

geométricos.
Desarrollo de la actividad:

1. Construye con los cubitos dados 6 figuras diferentes.
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a. ¢ Cuéntos cubitos conforman cada figura que construiste?
b. ¢Influye la forma de la figura en el total de cubitos que la componen? Justifica
tu respuesta.
Toma ahora 24 cubitos de los dados en el numeral uno, y empleando siempre la

totalidad de éstos forma 4 figuras distintas.

a. ¢lInfluye la forma de la figura en el total de cubitos que la componen?

Justifica tu respuesta.

Observa los siguientes sélidos e indica el nUmero de cubitos presentes en cada

uno de ellos.
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3. Observa los siguientes cuerpos y contesta:
a. ¢Cuantos cubitos se ven?
b. ¢Cuéantos cubitos hay ocultos?
c. ¢Cuantos cubitos hay en total?

d. ¢Cuantos cubitos faltan para completar el cubo grande de arista 5

unidades?

6 camacho, A. Et. Al. La medida en la educacion primaria. Recuperable el 26/06/14 en la URL:
http://www.gobiernodecanarias.org/educacion/5/DGOIE/PublicaCE/docsup/la%20medida_parte4.pdf.
Pag. 183.
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4. Las siguientes estructuras se han formado con pequefios cubos de igual

tamano.

a. ¢Con cuantos cubos se ha formado la estructura si se han quitado las columnas

centrales?*’

b. ¢Cuéantos cubos le han quitado a la estructura?

*" Tomado de Jaime, F. y David, M. (1999). 5 afios de olimpiadas de matematicas para primaria 1995-
1999. Olimpiadas Colombianas de Matematicas. Universidad Antonio Narifio.
8 Tomado de Jaime, F. y David, M. (1999). 5 afios de olimpiadas de matematicas para primaria 1995-
1999. Olimpiadas Colombianas de Mateméticas. Universidad Antonio Narifio.
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c. ¢Cuantos cubos le sacaron a la estructura?

5. Un fotografo aficionado retrata las vistas frontal, lateral y superior de diferentes

figuras construidas con cubos idénticos.

Ayudale al fotégrafo a reconstruir las figuras (represéntalas), y determina ¢ cual es

el nimero de cubos que contiene cada una de ellas?

Vista frontal Vista lateral Vista superior

** Tomado de Jaime, F. y Pérez, J. (2004). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas de
Matematicas para primaria 2000-2004. Universidad Antonio Narifio.
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Vista frontal Vista lateral Vista superior
C.
Vista frontal Vista lateral Vista superior
d — — _
Vista frontal Vista lateral Vista superior

Vista frontal

Vista lateral

Vista superior

Vista frontal

Nota: Las vistas que tienen lineas gruesas y en negrilla indican los niveles de

la figura.

Vista lateral
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Materiales y medios a utilizar: para esta actividad se le entregan 64 cubos, guia de

la actividad.

Sugerencias metodoldgicas: en un primer momento a cada estudiante se le
entrega la guia para la actividad. Se realiza un trabajo individual de tal modo que
cada uno, especifica la forma en la que abordd los cuatro pasos (comprender el
problema, trabajar en el problema, solucionar el problema y mirar hacia atras)
descritos en la metodologia a trabajar, basada en la resolucion de problemas segun

Polya, la cual propicia hallar solucién a cada problema planteado.

Luego del aporte individual que se genere en el primer momento, los estudiantes
pasaran a un segundo, para socializar las respuestas, donde cada uno contribuya a
la resolucion de los problemas, de manera que la solucién final alcanzada sea
producto del consenso de las ideas y la creatividad de cada uno de sus integrantes.
El docente constantemente pasa por los puestos de trabajo en diferentes momentos
e intervendra cuando sea requerido. EI método utilizado durante el desarrollo de la

actividad es preferiblemente el trabajo individual.

3.2.2. Actividad 2: Empaques

Objetivo: calcular el volumen mediante el empaque o embalaje de cuerpos.
Desarrollo de la actividad:

1. En la siguiente caja caben 4 capas de cubos. ¢Cuantos necesitarias para

llenarla?
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e ¢(Cuantos cubos en total necesitaras para llenar estas otras cajas?

_-' - ‘d ‘d -
:r.,_-;:..#._;' - -:__,.-.--
i il
S A -

F F >
- P

% Camacho, A. Et. Al. (S.f) La medida en la educacion primaria. Recuperable el 26/06/14 en la URL:
http://www.gobiernodecanarias.org/educacion/5/DGOIE/PublicaCE/docsup/la%20medida_parte4.pdf.
Pag. 189.
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2. ¢Cuantas veces esta contenido el cubo @ en cada uno de los siguientes
cuerpos construidos con pequefios cubos pegados por una o varias de sus

caras?

¢, Cual seria el mayor niumero de veces que se encuentra el cuerpo compuesto @

en los siguientes solidos?
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3. Lola desea guardar en el recipiente de dimensiones indicadas en sus lados

fichas A, B, C y D respectivamente.

a. ¢Cual es la maxima cantidad de fichas A, B, C, D que se pueden guardar

en el recipiente?
b. ¢Qué cantidad de fichas A y C se requieren para llenar el recipiente?
c. ¢Con cuantas fichas B y D lleno el recipiente?

4. Una mama le ha encomendado a su hijo Mateo la tarea de acabar de llenar la

caja con bloques A, B y C idénticos a los que alli aparecen.

e ¢(Cual es la cantidad méxima de bloques A, B y C que necesita Mateo para

cumplir con la tarea?
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5. ¢Cuantas copias de la caja A pueden empacarse en la caja grande?

6. Juan compra un reloj como regalo para el dia del padre, Si en la papeleria solo
venden cajitas de las siguientes dimensiones. ¢ Cémo acomodarias el reloj para

que quepa en la caja de regalo?

SO ST SEF SITRDSgLE CIE oS regEio
TF x = x & & x5 o
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7. Sila caja contiene 12 cubos, cada uno de 2 cm de lado, ¢ Cudl es la altura de la

caja?, ¢ Cuanto mide el ancho de la caja?

8. El constructor de una obra almacena tal como lo muestra la figura cierta

cantidad de bloques rectangulares idénticos.

a. ¢Cuantos bloques contiene el cubo?

b. Si el cubo tiene 6 cm de arista (o lado de las caras), ¢ cuales serian las

dimensiones de cada bloque?

9. Juana tiene 105 cubos iguales, cada uno de un centimetro de arista o lado. Los

pega juntos para formar un sélido rectangular, como el de la figura. Si el

*! Tomado de Jaime, F. (1994). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas de Mateméticas
para primaria 1990-1994. Universidad Antonio Narifio.
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perimetro de la base del solido rectangular es 20 cm, ¢, Cual es la altura del

sélido?°?

10. Ayudale a Juanito a encontrar el embalaje correcto, si desea que, cuando en la

caja se empaquen 30 esferas de radio 1.5u, no cabe ni una esfera mas en ella.

e[t o it I—U

N\

L e e

LS

0

Materiales y medios a utilizar: para el desarrollo de esta actividad se le entrega a

cada estudiante la guia de trabajo.

Sugerencias metodoldgicas: en un primer momento a cada estudiante se le
entrega la guia para la actividad, donde se realizara un trabajo individual. En un

segundo momento se socializan las respuestas, donde cada uno contribuya a la

*2 Tomado y modificado de Jaime, F. y Pérez, J. (2004). Problemas y soluciones. Olimpiadas
Colombianas de Matematicas para primaria 2000-2004. Universidad Antonio Narifio.
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resolucion de los problemas, de manera que la solucion final alcanzada sea producto
del consenso de las ideas y la creatividad de cada uno de sus integrantes. Durante el
desarrollo de la actividad la evaluacion es sistematica y a través de la observacion

del desemperfio de los estudiantes.
3.2.3. Actividad 3: Volumen y Capacidad

Objetivo: Medir el volumen de cuerpos irregulares a partir de la relacion existente

entre volumen y capacidad y las medidas de capacidad de un cuerpo.
Desarrollo de la actividad:
1. Vierta en la probeta, 200 ml de agua y contesta:
a. ¢A cuanto corresponde el volumen del agua depositada?
b. ¢Qué sucede al introducir una piedra en la probeta? ¢ Qué significa eso?
c. ¢Como se hallaria el volumen de la piedra? Describe el proceso.

2. Tomar una caja en forma de prisma rectangular y vertir en él, el agua que se

desee sin que ésta exceda la mitad del recipiente y contestar:

a. ¢Cual es el volumen del agua depositada en el recipiente?

b. ¢Qué sucede al introducir una piedra en el recipiente? ¢ Qué significa eso?
c. ¢Como se hallaria el volumen de la piedra? Describe el proceso.

3. Dados el agua, un recipiente, una jeringa y un platon hallar el volumen de los

siguientes productos agricolas. Describe como lo hiciste.
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4. Juanito hace el siguiente experimento para hallar el volumen a la maleta pero a

la hora de encontrarlo no logra hacerlo. Recuérdale como hallarlo.

_Sdm
—4 dm
—3dm
[~ _2dm —_2dm
 _1dm ——1dm
2dm - 2dm =
“—— 0dm C_0dm
S5dm 5dm 53

5. ¢Cual de los recipientes en forma de prisma rectangular puede Ana coger para

remplazar el frasco que dejo caer, si desea depositar en él exactamente la

> Tomado de Tesla, W. (s.f). video “COMO medir el VOLUMEN de un objeto PASO A PASO”
publicado el 11/09/2012. Recuperable el 23/08/14 de la URL:
https://www.youtube.com/watch?v=xjn0V-ByT70.
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misma cantidad de pepitas que tenia en el otro? No6tese que las figuras no

estan dibujadas a escala.

Zom
A7
ulﬁ dm : 7
—
2dm

— N

2dm
2cm

6. Una pecera con base de 100cm por 200 cm y 100 cm de altura, contiene agua a
una altura de 50 cm. Un prisma solido metalico con dimensiones 80 cm por 100
cm por 60 cm es sumergido en el tanque con una cara de 80 cm por 100 cm en
la parte inferior. ¢ En cuantos centimetros supera la altura del agua a la altura

del prisma?°*

> Tomado de Gonzélez, E y Valderrama, A. (2009). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas
de Matemaéticas primer nivel. Universidad Antonio Narifio.
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Materiales y medios a utilizar: para realizar esta actividad es propicio contar con: 1
probeta graduada, agua, 1 piedra, 1 recipiente en forma de prisma rectangular, 1

jeringa, 1 platén, 1 naranja, 1 ciruela, 1 pera ,1 papay 1 zanahoria.

Sugerencias metodoldgicas: a cada estudiante se le entrega la guia para la
actividad, se le recomienda realizar primero un trabajo individual, donde se explore y
experimente con los materiales. Después se socializan las respuestas, cada uno
contribuya a la resolucion de los problemas, de manera que la solucion final

alcanzada sea producto del consenso de las ideas y la creatividad de los estudiantes.
3.2.4. Actividad 4: jA experimentar se ha dicho!

Objetivo: Deducir la forma general de hallar el volumen de una piramide, un cono y

una esfera, a partir de la relacion existente con otros cuerpos de volumen conocido.
Desarrollo de la actividad:

Carlos ha decidido compartir con sus compafieros de clase las relaciones que €l ha
encontrado entre el volumen de ciertos sélidos geométricos y para ello propone una

serie de experimentos. Asi:

1. Tome la piramide y el prisma que tienen caracteristicas en comun (cualidades o
particularidades que estan en cada uno de estos sdlidos las cuales los
determinan, los distinguen o lo califican como tales, diferenciandolos entre si) y

con ayuda del primer sdlido llene el segundo totalmente, y responde:

a. Enumera las caracteristicas que tuviste en cuenta para escoger cada pareja

de cuerpos.
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b. ¢Qué conclusién sacaste del experimento? Plantea matematicamente la

relacion que observaste.

c. ¢Como producto de las actividades anteriores, podrias decir como hallar el

volumen de un prisma? ¢, Cual seria la manera de hacerlo?
d. ¢Como indicarias la manera de hallar el volumen de una piramide?

Siguiendo caracteristicas en comun, tome ahora conos y cilindros y llene estos

altimos de arena con ayuda del cono que le corresponde. Contesta:

a. Enumera las caracteristicas que tuviste en cuenta para escoger cada pareja

de soélidos.

b. ¢Qué conclusién sacaste del experimento? Plantea mateméaticamente la

relacion que observaste.
c. ¢Como calcularias el volumen de un cilindro?
d. ¢Como indicarias la manera de hallar el volumen de un cono?

Forme parejas con un cono y una esfera de forma tal que tengan caracteristicas

en comun y con ayuda del cono llene la esfera correspondiente. Contesta:

a. Enumera las caracteristicas que tuviste en cuenta para escoger cada pareja

de cuerpos.

b. ¢Qué conclusién sacaste del experimento? Plantea matematicamente la

relacion que observaste.

c. ¢Cbdmo calcularias el volumen de la esfera?
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4. El cilindro que se muestra en la figura tiene radio (r) y su altura (h) es el doble

del radio. ¢ Cudl es la altura del cilindro si su volumen es de 2501 cm3?°°

5. Cuando un tridngulo rectangulo de area 3 centimetros cuadrados es rotado en
360° respecto del cateto menor, el cuerpo que se genera tiene un volumen de

30 centimetros clbicos. ¢ Cuanto mide el cateto mayor?*°

*® Tomado y modificado de Lozano, L. (s.f). SABER 11: CILINDRO, CONO Y ESFERA. Programa de
ECOPETROL innovando y educando. LA FORMACION DESDE OTRA PERPECTIVA. Recuperable el
16/08/14 de la URL: https://www.youtube.com/watch?v=RZV5RxrWgcU.

*® Tomado del video Puntaje Nacional: Cuerpos geométricos - Guia de ejercicios - ejercicio 8.
Recuperable el 16/08/14 de la URL: https://www.youtube.com/watch?v=g2H2 D72tTQ.
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6. Determinar el volumen de la esfera que se encuentra inscrita en un cubo de
arista 8 cm. Se dice que la esfera esta inscrita en el cubo si es tangente a cada

una de las caras del cubo.

7. Siy eslaaltura del trozo del prisma rectangular inmerso en el depdésito de agua
que equivale a 5/8 de su altura total, ¢cudl seria el volumen del agua del

recipiente cilindrico antes de ser sumergido parte del prisma rectangular?

Materiales y medios a utilizar: para esta actividad se utilizan dos parejas de
prismas y pirAmides de igual base y altura, dos parejas de cilindros y conos de igual
radio y altura, dos parejas de esferas y conos de igual radio y altura, arena y la guia

para la actividad.

Sugerencias metodoldgicas: se le entrega a cada estudiante la guia para la

actividad; primero se realizara un trabajo individual, luego se socializan las
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respuestas, donde cada uno contribuya a la resolucién de los problemas, de manera
qgue la solucién final alcanzada sea producto del consenso de las ideas y la
creatividad. El docente constantemente pasa por mesas de los estudiantes e
intervendra cuando sea requerido, ademas evaluara de forma sistematica los

avances en la resolucion de los problemas.
3.2.5. Actividad 5: El reto

Objetivo: Determinar el nivel de conocimientos fundamentales en el estudiante, que

lleven a identificar el concepto de volumen que han alcanzado.
Desarrollo de la actividad:

1. Se tienen bloques de madera en forma de “ele” como el que se muestra en la
figura. Determinar el mayor nimero de estos bloques de madera que se pueden

empacar en una caja de 2 cm por 4 cm por 6 cm.”’

2. Andrea tiene una cajita de musica con una tapa de 21 cm? de area. Si su altura

es de 9 cm, ¢ .cual es su volumen?

*" Tomado de Jaime, F. y Pérez, J. (2004). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas de
Matematicas para primaria 2000-2004. Universidad Antonio Narifio.
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3. Se tienen un cubo de madera de 2 cm de arista, del cual hemos sacado un
cilindro de 2 cm de diametro, como se muestra en la figura. ¢Cual es el

volumen de la parte sobrante del cubo?°®

4. Calcula el volumen de agua necesario para llenar un recipiente cilindrico de
radio 3.5 cm y 8,6 centimetros de altura al cual se le ha dejado caer una canica,

de 2 cm de radio. *°

60

*% Tomado de Valderrama, J. (1989). 5 afios de olimpiadas de matematicas para primaria 1985- 1989.
Publicacién de la corporacién universitaria Antonio Narifio.

*® Tomado de Blanco, X. Descartes 2° ESO Matematicas, cuaderno niimero 10. Bajo licencia creative
Commons. Recuperable el 23/07/14 de la URL:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales didacticos/EDAD_2eso_volumen cuerpos g
eometricos/cuadernos/2eso_cuaderno 10 cas.pdf.

®® Tomado de Blanco, X. Descartes 2° ESO Matematicas, cuaderno niimero 10. Bajo licencia creative
Commons. Recuperable el 23/07/14 de la URL:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/EDAD_2eso_volumen_cuerpos_g
eometricos/cuadernos/2eso_cuaderno 10 _cas.pdf.
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5. Cuales serian las dimensiones de la caja de base rectangular que
deberia comprar Martha para empacar 8 cilindros como el que se

muestra en la figura, desperdiciando la menor cantidad de espacio

posible.
|
h
|
a. 2r,6rydr. C.2r, 8ry2r.
b. 4r,8ryr. d. 4r, 8ry 2r.

6. Se tienen los siguientes recipientes, uno de forma semiesférica, uno cilindrico y

otro de forma cénica de radio R y altura h como se muestra en la ilustracién®

6 ll:_zk v lirrJR
Recipiente 1 Recipiente 2 Recipiente 3

®' Tomado de Lozano, L. (s.f). SABER 11: CILINDRO, CONO Y ESFERA. Programa de ECOPETROL
innovando y educando. LA FORMACION DESDE OTRA PERPECTIVA. Recuperable el 16/08/14 de la
URL: https://www.youtube.com/watch?v=RZV5RxrWgcU.
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Respecto al volumen de estos recipientes NO es correcto afirmar que
a. Elvolumen del 2 es el triple del 1.
b. Elvolumen del 3 es el doble del 1.
c. Elvolumen del 3 es el mitad del 1.

d. Elvolumen del 1 es la tercera parte del 2.

7. Determine el volumen de la siguiente figura simétrica.

|—2—I — 2 /

2 &

| /4

8. Siun cilindro esta inscrito (es decir se halla dentro de otro cuerpo geométrico y
es tangente a las caras de ese cuerpo) en un cubo de arista 2. ¢Cual es el

volumen del espacio entre el cubo y el cilindro?%?

a. 8+2m.
b. 2m.

c. 8-2m.
d. 10m.

®2 Tomado de Lozano, L. (s.f). SABER 11: CILINDRO, CONO Y ESFERA. Programa de ECOPETROL
innovando y educando. LA FORMACION DESDE OTRA PERPECTIVA. Recuperable el 16/08/14 de la
URL: https://www.youtube.com/watch?v=RZV5RxrWgcU.
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Materiales y medios a utilizar: solamente se hace entrega de la guia para la

actividad a desarrollar.

Sugerencias metodoldgicas: se le entrega a cada estudiante la guia para la
actividad; primero se realizara un trabajo individual, luego se socializan las
respuestas, donde cada uno contribuya a la resolucion de los problemas, de manera
qgue la solucién final alcanzada sea producto del consenso de las ideas y la
creatividad. El docente constantemente pasa por mesas de los estudiantes e
intervendra cuando sea requerido, ademas evaluara de forma sistematica los

avances en la resolucion de los problemas.
3.2.6. Actividad 6: Feria “construyendo el concepto de volumen”

Objetivo: Compartir la construccion de significado del concepto de volumen,
adquirido a través de las diferentes actividades desarrolladas por equipos, para

precisar su definicion.

Desarrollo de la actividad: Cinco grupos de cuatro estudiantes cada uno, del grado
8°-1, socializaran de manera ordenada y secuencial la actividad correspondiente, de
acuerdo a lo trabajado anteriormente, utilizando el mismo material con que se
prepararon inicialmente. Luego de la exposicion de cada equipo, integrardn a su
auditorio a la actividad para compartir la experiencia, fortalecer el conocimiento e
iniciar a sus nuevos compafieros en la construccion del concepto de volumen.

Tendran como interactuantes los estudiantes de los cursos 6-1, 6-2, 6-3, 7-1y 7-2.
Materiales y medios a utilizar:

Grupo 1:
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e 1280 cubos.

Grupo 2:

e (Guia de la actividad a desarrollar.

Grupo 3:

20 probetas graduadas.

e Agua.

e 20 piedras.

e 20 recipientes en forma de prisma rectangular.

e 20 jeringas.

e 20 platones.

e 20 naranjas, 20 ciruelas, 20 peras ,20 papas y 20 zanahorias.

Grupo 4:

40 parejas de prismas y pirdmides de igual base y altura.

40 parejas de cilindros y conos de igual radio y altura.

40 parejas de esferas y conos de igual radio y altura.

Arena.

Grupo 5:

e Guia de la actividad a desarrollar.
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Sugerencias metodoldgicas: una completa seguridad del expositor al explicar la
metodologia de Polya, empleada para desarrollar cada actividad, debida utilizacion
del material correspondiente; el espacio amplio y debidamente adecuado; buen
comportamiento y disposicion positiva tanto al exponer como al compartir, mostrando

amplia participacion en equipo; asesoria permanente por parte del docente.
Conclusiones del capitulo 3

Las seis actividades propuestas se sustentan en problemas retadores, donde se
utiliza la manipulacion geométrica, la representacion geométrica y la visualizacion en
aras de lograr un aprendizaje robusto de la construccion del concepto de volumen en

los estudiantes.

Con la resolucion de problemas de la geometria del espacio, especificamente sobre
la construccién del concepto de volumen se aprende a matematizar, a pensar de
manera abstracta y a crear modelos mentales espaciales. Lo cual favorece tener una
vision del mundo para llegar a resolver situaciones no solo de Matematicas, sino

también de la vida real.
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CAPITULO 4. VALORACION DE LOS RESULTADOS

En este capitulo se realiza un analisis de la implementacion de las actividades,
donde se valora en cada una de ellas el desarrollo de la actividad, la motivacion por

el aprendizaje, los logros y las dificultades.
4.1. Actividad 1: Composicion y descomposicion de cuerpos

Desarrollo de la actividad. En esta actividad participaron 20 estudiantes, que en un
primer momento trabajaron de forma individual. Se observé que la pregunta 1b
(¢ Influye la forma de la figura en el total de cubitos que la componen? Justifica tu
respuesta) y el literal a de la segunda situacion del mismo punto 1, representaba
para los estudiantes una dificultad, pues no la entendian aunque si habian formado
los cuerpos con ayuda de los 64 cubitos para la primera situacion y 24 para la
segunda situacién, de lo cual se apoya la autora de la tesis para hacerles
comprender el sentido de la pregunta haciendo que la reformularan con sus propias

palabras.

En la segunda pregunta no hubo problema en su comprension, pero se constatd
varias formas de trabajar en su solucion, unos estudiantes contaban los cubitos que
habian en una cara, luego lo multiplicaban por el nimero de caras que se
encontraban atras de ella, y al resultado que obtenian le adicionaban el nUmero de
cubitos faltantes que eran sumados uno por uno. Otros multiplicaban la base por la
altura de cada cara, luego sumaban cada resultado parcial y asi obtenian el nimero
de cubitos que conforman la figura. Por altimo, otro grupo tomoé los cubitos dados y

armaron las figuras procediendo a contar el nimero de éstos (Ver Figura 19). En esta
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Ultima estrategia, cuando les resultaba ser el cuerpo mas grande de lo esperado, los

estudiantes para completar el sélido se prestaban el material necesario.

Figura 19. Estudiante completando el sélido con los cubos

En la tercera pregunta los estudiantes manifestaron cierto desinterés, y en algunos
casos pereza al analizar la primera figura sélida que alli aparece (ver figura 20), pues
manifestaban que a la hora de contar los cubitos se confundian, por lo que la
mayoria reconstruyeron la figura empleando el material didactico dado, otros
simplemente lo contestaron sin la certeza de que estuviera bien. Es de aclarar que

tres estudiantes no lo hicieron, aduciendo el grado de dificultad que les presentaba.

Figura 20. Figura de la tercera pregunta con cierto nivel de dificultad
En la pregunta 4a (¢, Con cuantos cubos se ha formado la estructura si se han quitado
las columnas centrales?) todos los estudiantes, hallaron primero el total de cubitos
multiplicando el largo por el ancho y por el alto de la figura; luego a este resultado le

restaron el nUmero de cubitos que tenia cada columna que le quitaron, teniendo en
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cuenta que dos de las tres columnas se cruzaban en un cubito. Una nifia tomoé el
material didactico dado, y para tener certeza de cuantos cubos se habian quitado
armo la estructura de tan solo las tres columnas retiradas, evidenciando el cruce de

dos cubitos como se muestra la Figura 21.

Figura 21. Construccion de la estructura requerida

Para las preguntas 4b y 4c simplemente tomaron los cubitos dados, armaron la

figura y contaron los cubitos que utilizaron para lograrlo (Ver Figura 22).

Figura 22. Estructuras de los literalesb y c

Para el ultimo problema, el material didactico facilitado fue clave, pues todos se
valieron de éste para reconstruir las figuras, y al considerarlo insuficiente, lo pedian

prestado a los compafieros para lograrlo; seguidamente procedian a contar el
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namero de cubitos que contenia cada una de ellas. La representacion en el papel,

pocos la realizaron y quienes lo intentaron lo dejaron incompleto.

En la segunda, parte correspondiente a la socializacion fue el escenario perfecto
para llevar a cabo el cuarto paso de la metodologia de Polya, pues en él se volvio a
contrastar la solucion, y eso fue lo que precisamente se vio, pues se tomo punto por
punto y a medida que esto sucedia los estudiantes iban pronunciando frases como:

“thay, me quedé mall: jno conté la hilera completal”™?, entre otras.

En varios casos los estudiantes, al preguntarse entre si, el por qué sobraban o
faltaban algunos cubos, se prestaban la colaboracion para aclarar el motivo y

encontrar la respuesta, con la ayuda del cubo, y asi reconocer claramente la razon.

Motivacion por el aprendizaje: para los estudiantes fue de gran expectativa la
utilizacién del material, pues para ellos, los cubos les llam6 mucho la atencion, en la
pretensién de construir con éstos cualquier figura, asi no fuese de las exigidas. El
entorno tradicional, se transform6 en un ambiente méas dinamico, libre, y de
compartimiento. Todos estaban en accioén y la docente tan sélo se convertia en una

observadora, con pocas intervenciones aclaratorias.

Logros: la experiencia permitié ver el sentido de cooperacion entre los estudiantes,
pues siempre se prestaron el material entre si, socializaban respuestas para
fortalecer dudas entre ellos. Se pudo ademas comprobar que el material es
fundamental en la solucion de muchos problemas, pues no obstante desarrolla la

creatividad, permite mediante la visualizacion, la manipulacion y la practica directa

%3 Opinién de los estudiantes.
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obtener con mas certeza los resultados. Una mayor constatacion de la actividad se

muestra en las evidencias fotogréaficas (ver anexo 2).

Dificultades: en el desarrollo de la actividad a pesar de la motivacion por resolver los

problemas y los logros obtenidos, se precisan las siguientes insuficiencias:

e Faltdé mayor detenimiento en la observacion del seguimiento de los procesos,
seguramente por la misma ansiedad de manipular el material y querer encontrar

resultados no previstos.

e La misma curiosidad de una clase muy diferente, al desarrollar problemas no
rutinarios con el uso de un material novedoso, los llevo a dejarse dominar por la
inventiva, saliéndose por momentos de aquello que en realidad debian

desarrollar.

e La socializacion se extendié demasiado, pues por razones de la falta de fluido
eléctrico, fue imposible hacer uso del video beam para la proyeccion de las
figuras y la explicacion de su contexto, de donde fue ademas complicado hacer

énfasis en la observacion para llegar con mayor seguridad a la manipulacion.
4.2. Actividad 2: Empaques

Desarrollo de la actividad: con los veinte estudiantes se inicia el desarrollo de la
actividad, de manera individual. La primera pregunta presentd cierta confusion y
dificultad al solucionarse, pues casi todos los estudiantes no tenian claridad, que
para dar el resultado se debia contar el nUmero de cubos que habia en las cajas o si
por el contrario, el resultado obedecia a la operacidn matematica de multiplicar el

numero de cubos que ocupaban el largo por el ancho por el alto, segun lo indicaba la
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Figura 23. En otro caso, tomaron el resultado del nimero de cubos que ocupaban la

primera capa y para dar la respuesta final lo lograron sumando el nimero de cubos

existentes capa por capa.

Figura 23. Procesos algoritmicos realizados por los estudiantes

Es necesario aclarar, que todos tenian muy claro qué clase de operacion matematica
se requeria para obtener la respuesta, sin embargo dicho resultado no fue el mismo
para todos, pues mientras unos, tuvieron en cuenta los cubos figurados dentro de la
caja, éstos al resultado final le restaban el nimero de cubos que estaban incluidos
dentro de ella, otros simplemente daban el resultado de las operaciones

matematicas, sin tener en cuenta los cubos incluidos.

La segunda pregunta no presentd dificultad alguna a la hora de solucionarla, pues no
hubo interrogantes durante el proceso de solucién. Para la tercera pregunta,
consideraron entendible el proceso pero un poco complejo, en razén a que no veian
la manera de manipular los objetos para considerar asi, cuantos cabian en el
recipiente, al punto que pedian se les prestara los cubos para lograr realizar
experimentalmente el proceso, situacion que no fue permitida. Al pretender dar una
respuesta en particular, optaron por determinar el nimero de cubos contenidos en

cada ficha, como también numero de cubos en el recipiente, con el animo de
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establecer el nimero de fichas contenidas en el recipiente, estipuladas en cada uno

de los literales.

Finalmente, se presento el interrogante acerca de que si las fichas se debian ubicar
tal como aparecian en el grafico o podian cambiar de posicion, a lo cual la
investigadora responde que habia libertad de movimiento en ellas. Este proceso les
llevo a jugar con las fichas encontrando diferentes formas de ubicacion, donde se
tiene en cuenta lo estipulado en cada literal, concluyendo en particular que con las

fichas estipuladas en el literal ¢ no se alcanzaba a llenar totalmente el recipiente.

La cuarta y quinta preguntas no presentaron dificultad alguna en su solucién, puesto
que el referente de la tercera fue el mejor indicador y ayuda para obtener la

respuesta.

Para el problema seis, la mayoria de los estudiantes se percataron que las
dimensiones del empaque del reloj no correspondia a las de la caja de regalo, pues
en ésta no existia ninguna dimensién equivalente a diez, por lo que dedujeron
rapidamente que cuatro centimetros del empaque del reloj quedaban por fuera, sin
importar su ubicacién. Algunos manifestaron que a la hora de multiplicar daba lo
mismo, por lo que deducian que si cabia completamente, donde se evidencioé que no

leyeron la pregunta, simplemente se limitaron a ejecutar el algoritmo indicado.

El séptimo y octavo problema fue considerado, por todos los estudiantes, como de
muy facil solucion, tanto asi que era resuelto de forma inmediata y de manera
correcta, tan convencidos de ello, que exigian su rapida revision. El problema nueve
fue resuelto correctamente por la mayoria de estudiantes, pero su respuesta salio del
ensayo Yy del error, no fue evidente para ellos el algoritmo matematico.
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La pregunta diez, tuvo claro el proceso, aunque tan solo algunos alcanzaron un

positivo resultado, pues los otros confundieron el radio con el diametro, situacién que

les impidio hallar la respuesta correcta.

Durante el proceso de socializacion contamos con la ayuda del video beam, lo que

permitié reforzar la eficacia de la observacion y en consecuencia se hizo mas

efectiva y dinamica. A continuacion se muestra este desarrollo para algunos de los

problemas o puntos:

Para aquellos estudiantes que no lograban tener claridad, especialmente en la
figura b de la primera situacion del punto dos, se recurre al uso de los cubos,
con los cuales de forma pragmatica, fue posible una mejor y directa

observacion, alcanzando asi el objetivo.

Para el punto tres, la docente presenta la situacion descrita alli inicialmente,
encontrando que no era efectiva, pues los estudiantes quienes utilizaron esta
estrategia, no tuvieron en cuenta la ubicacion de las fichas dentro del recipiente,
limitandose simplemente a cuadrar la suma de los cubos que contenia cada
ficha para que esta fuera igual a los ciento ochenta cubos que contenia el

recipiente.

Para la segunda solucion descrita en este punto, una de las nifias que empled
esta estrategia, hizo uso del Paint para explicarla, de modo que asi construyo el
recipiente con las dimensiones indicadas, trazo los cubos, y dio a cada ficha un
color diferente, de tal manera que presentd la disposicidbn y nimero de las
fichas necesarias para ocupar el recipiente, segun las indicaciones en cada

literal.
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e Los puntos cuatro y cinco, se desarrollaron con mayor facilidad, pues al lograr
entender el tercer punto, éste les sirvié de guia, por lo cual no hubo necesidad
de hacer uso del Paint. La retroalimentacién se dio a simple observacion y

comunicacion directa.

e El punto seis se desarroll6 mediante la cooperacion entre los mismos
estudiantes, en donde quienes lo habian desarrollarlo inicialmente de manera
correcta, dieron a sus compafieros la explicacion del por qué el reloj no podia
ser guardado en la caja de regalo, haciéndoles ver que la dimension diez no

aparecia por ningun lado en ésta.

e Para la pregunta nueve, la docente explica en el tablero la solucion, donde se
emplea la descomposicion en factores primos, pues los nifios que lo hicieron
correctamente manifestaron, que este lo habian obtenido al “tanteo”, pues
sabian que la multiplicacién del largo por el ancho por el alto del sélido regular

les debia dar ciento cinco.

e En la retroalimentacién del problema diez se verific6 que el proceso estaba
claro para todos, sin embargo al preguntarseles cual era la diferencia entre el
radio y el didmetro, los nifios que habian obtenido el resultado incorrecto,
“entraron en risa”, al percatarse que el problema traia indicada una esfera con
su radio, dandose cuenta del error cometido; pues habian tomado el radio

como el diametro (“ancho” de la esfera segun ellos).

Motivacion por el aprendizaje: el hecho de haber desarrollado la anterior actividad
haciendo uso de los cubos, dio a los estudiantes cierta apertura para entrar, con

mayor curiosidad e interés a desarrollar el planteamiento de los diferentes
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problemas, donde muestran gran seguridad, jubilo y dinamismo en el transcurso del
proceso. Al socializar el trabajo desarrollado en la actividad, mostraban gran interés
por dar a conocer sus resultados y compartian de manera desinteresada y amplia los
conocimientos adquiridos. Mostraron gran agrado al compartir los saberes y siempre

estuvieron motivados y concentrados solo en lo que estaban haciendo.

Logros: el haber alcanzado que los estudiantes hubiesen logrado la forma general
de hallar el volumen de un cubo o prisma rectangular, mediante el desarrollo de la
primera actividad y sin la ayuda del docente. De igual manera el fortalecimiento de la

integracion y cooperacion entre los estudiantes.

Una mayor constatacion de la actividad se muestra en las evidencias fotogréaficas

(ver anexo 3).

Dificultades: la poca capacidad de interpretacion de la lectura y su mismo afan por

terminar rapido.
4.3. Actividad 3: Volumen y capacidad

Desarrollo de la actividad: participaron veinte estudiantes del grado octavo. La
primera parte de la actividad se desarroll6 en el polideportivo de la Institucion, pues
era necesario el manejo de agua y los espacios son mas amplios y disponibles. Se

inicié a las seis a.m. y se culminé a las nueve y treinta a.m.

El problema uno no presento dificultad para su solucion, puesto que los estudiantes
manejaban la equivalencia entre la unidad de capacidad ml y la unidad de volumen
cc cubicos; ademas fue para ellos facil reconocer que si en la probeta habia cierta

“cantidad” (volumen) de agua, y luego de introducirle la piedra dentro de dicha
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probeta, el volumen (“cantidad”) del agua subia. Esa diferencia de medidas era
entonces el volumen de la piedra que se le habia introducido; resultado obtenido

mediante el calculo mental de los nifios.

Para el segunda problema, un recipiente en forma de prisma rectangular, lleno de
agua hasta la mitad, era el instrumento utilizado por el estudiante para hallar el
volumen de la piedra. Este proceso desarrollado, aproximadamente por el 60% de
los estudiantes, lo llevaron a cabo a partir de la medicion de las dimensiones del
agua (largo, ancho y alto) que estaba dentro del recipiente, con la ayuda de una
regla; seguidamente multiplicaron las tres dimensiones y obtuvieron el volumen del
agua. A continuacion procedieron a introducir la piedra, con lo que luego al subir el
nivel del agua, el estudiante repiti6 el proceso antes descrito y encontrd
experimentalmente la diferencia entre los dos volumenes, concluyendo que dicha

diferencia correspondia al volumen de la piedra.

Un 25% por ciento de los nifios, optaron por coger la probeta y contabilizaron
cuantas probetas llenas, (las cuales estaban graduadas en ml), se necesitaban para
llenar la mitad del recipiente dado. Como sabian la equivalencia entre ml y cm?,
encontraron facilmente el volumen del agua contenido en el recipiente y con la ayuda
de un marcador sefializaron hasta donde marcaba el agua. A continuacion introducen
la piedra que inmediatamente genera una subida del nivel del agua, para en
consecuencia con la probeta, substraer del recipiente esa cantidad de agua que
subid, hasta dejar el nivel en el punto antes sefialado con el marcador. El agua
substraida equivale entonces al volumen de la piedra tomado en ml y convertido en

cm?®.
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Una tercera solucion fue planteada por el 75% de los estudiantes, quienes llenaron el
recipiente de agua hasta la mitad, sefializando con el marcador el punto hasta donde
daba el nivel del agua, luego introdujeron la piedra y a continuacion con una jeringa
de cinco ml, substraer el agua que excedia el punto sefalizado por el marcador. El
resultado lo calcularon sumando el nimero de jeringas llenas substraidas, para luego

tomado ese resultado, convertirlo a cm?.

El tercer problema fue solucionado de igual manera que el punto anterior, donde solo
cambio el elemento objeto a encontrar su volumen. Una Ultima experiencia, para este
problema, resultd de algunos estudiantes que llenaron con agua totalmente el
recipiente, colocado éste sobre un platén, de donde luego de introducir el producto
agricola, al cual iban a medir su volumen, éste generaba un vertimiento de agua,
ésta era retomada y medida con la jeringa para asi calcular tantos ml, que luego

serfa convertidos en cm?, encontrando con ésto el volumen del objeto indicado.

Para el cuarto problema, los estudiantes tenian claro el proceso a seguir para
encontrar la solucién. Sin embargo, algunos encontraron dificultad a la hora de leer el
grafico que determinaba la altura (nivel) del agua presentdndose confusién y en

consecuencia error al dar la respuesta, esto le ocurrio al 20% de los estudiantes.

El quinto problema presentdé algunas imprecisiones, pues todos los estudiantes
tenian claro el procedimiento para encontrar el recipiente correcto, sin embargo a la
hora de realizar las operaciones de conversion de unidades de longitud, algunos lo
hicieron de manera incorrecta, otros realizaron mal el algoritmo de la multiplicacion
con numeros decimales. No obstante el 45% de los participantes encontraron la

respuesta correcta.
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En dltimo problema fue el que mayor dificultad presenté, pues tan solo una nifia logré
desarrollarlo casi correctamente, pues le falté el ultimo proceso (ver figura 24). Tres
estudiantes intentaron desarrollarlo, sin alcanzar éxito, pues tan solo hallaron el
volumen del agua contenida en el recipiente y el del prisma solido metalico. Los
dieciséis estudiantes restantes (80%), no intentaron iniciar el proceso, por considerar

imposible hallar la solucion.

n base de 100cm por 200 cm y 100 cm
‘altura de 50 cm. Un prisma sdlido metalico
0 cm por 60 cm es sumergido en el tangue coi
n la parte inferior. ¢ En cuantos centimetros
ra del prisma?®

Figura 24. Proceso algoritmico desarrollado por la estudiante S.R

La socializacién se llevé a cabo en la sala de sistemas, bajo la orientacion de la
docente, en la cual se proyecté la guia de la actividad en un video, dando explicacion
por parte de los estudiantes, de la forma en que abordaron los distintos procesos
para encontrar la solucidén de los ejercicios. Es importante reconocer que entre los
mismos estudiantes se hacian las correcciones de aquellas confusiones que se
presentaron. La docente tan solo explicé la ultima parte de la forma de solucionar el
ejercicio seis, pues la primera parte de este ejercicio fue explicada por la Unica nifia

gue lo alcanz6 a resolver.
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Toda esta actividad fue observada y valorada por el Magister Fernando Pérez,
designado por la Universidad Antonio Narifio, para constatar la implementacion de

las actividades.

Motivacion por el aprendizaje: el lugar elegido para el desarrollo de la actividad,
brindaba todas garantias para realizar un buen trabajo; amplios espacios con
suficiente ventilacion e iluminacién. La buena disposicion de los participantes al
encontrarse en un ambiente diferente y Unico, con disponibilidad de materiales Utiles
al momento de realizar el trabajo. Durante el desarrollo de la actividad el ambiente es
agradable, en donde a pesar de ser sugerido un trabajo individual, resultd ser muy
cooperado y compartido, tal vez por curiosidad de correlacionar experiencias y de
proponer ayudas mutuas de perfeccionamiento para lograr unos mejores resultados,

eso si, sin desprenderse de lo que le era propio y le correspondia personalmente.
Logros: en el desarrollo de la actividad se pudo constar que:

e Hubo gran dinamismo y alto sentido de participacion, se desperto la curiosidad

en los estudiantes y mostraron desear siempre estar en actividad.

e Se fortalecio el sentido de cooperacion y deseos de hacer las cosas siempre

correctamente.

e Se pudo una vez mas comprobar la importancia de la practica como agente vital

en el desarrollo del conocimiento.

e El debido uso del material didactico en relacion de la intencidn en la aplicacion

de los conocimientos matematicos, de donde se pudo obtener resultados, sin
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gue necesariamente se tuviera que acudir a férmulas o rigurosas reglas

prescritas.

Una mayor constatacion de la actividad se muestra en las evidencias fotograficas

(ver anexo 4).

Dificultades: gracias al buen ambiente, disponibilidad y cooperacion, fue una
actividad tan agradable que muy pocas dificultades se dieron. Tal vez el agotamiento

de parte de algunos estudiantes al hacerse un poco extenso el trabajo.
4.4. Actividad 4: jA experimentar se ha dicho!

Desarrollo de la actividad: se desarrolld una primera parte en el polideportivo con
dieciocho estudiantes. Se eligié este lugar pues se requeria de un sitio apropiado

para la manipulacion de arena y el uso de algunos cuerpos geomeétricos.

Para los problemas uno, dos y tres, aunque se trabajaba con parejas de cuerpos
distintos pero con caracteristicas en comun, a los estudiante no se le presentd
dificultad alguna, en cuanto al reconocimiento de los cuerpos, puesto que éstos ya se

tenian desde grados anteriores, al igual que el planteamiento de la ecuacion para

encontrar el volumen de cuerpos como el prismay el cilindro (ver figura 25).
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Figura 25. Reconocimiento del prisma y planteamiento de la ecuacion para hallar el volumen de éste

Se presento gran dificultad a la hora de plantear mateméticamente la relacion que se
observaba entre el llenado del prisma con la ayuda de la pirdmide y el del cilindro y la
esfera con la ayuda del cono, aunque verbalmente comentaban lo que sucedia y lo
afirmaban correctamente. Pero al ir a la operacion matematica les fue imposible por
si solos, por lo que la docente tuvo que guiar el proceso metdédicamente, mediante
preguntas o impulsos heuristicos claves y muy puntuales para llevarlos a alcanzar el

objetivo.

El cuarto problema present6 igualmente ciertas dificultades, pues aunque habia que
aplicar la formula para encontrar el volumen del cilindro, la incognita no era
propiamente el volumen, pues este era dado, sino que habia que reemplazar los
valores suministrados en la ecuacion, para luego despejar la incégnita que era la

altura. El despeje como tal no tuvo complicaciones.

El quinto problema, fue también de cierta manera complejo, pues fue dificil para ellos
comprender la expresion “es rotado en trescientos sesenta grados respecto del
cateto menor”. Los estudiantes lograron con dificultad comprender, qué era el cuerpo
que se generaba de esta accion, a tal punto que fue necesario recurrir al uso de una
escuadra en forma de triangulo rectdngulo para que pudieran observar de manera

directa y tangible, lo que sucedia cuando el cateto giraba.

Luego que los estudiantes entendieron que el cuerpo que se lograba era un cono,
asumieron el resto del proceso para encontrar la solucion, puesto que de ahi en
adelante habia mucha similitud con lo visto en el problema anterior. No obstante este

punto, encontré0 otro tropiezo en cuanto a la funcibn que cumplia el dato
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correspondiente al area del triangulo rectangulo. Sin embargo al final, ninguno llegé a
su solucién, entonces la docente propone diferentes niveles de ayuda a través de
preguntas o impulsos heuristicos claves y muy puntuales para llevarlos a alcanzar el

objetivo.

El sexto problema, necesitdé ante todo, hacer claridad acerca del significado de la
palabra tangente. Una vez aclarado, el punto se desarroll6 sin contratiempo, ni

intervencion de la docente.

Para el séptimo punto, los estudiantes lo relacionaron directamente con lo realizado
en la actividad tres, por lo cual pudo desarrollarse con tan solo una corta asesoria de
la docente, requerida por los estudiantes; esto en cuanto a recordarles el como hallar

la fraccion de un nimero.

La socializacion se hizo casi a la par con el desarrollo de la actividad, en razén a las
constantes intervenciones de la docente, dadas las dificultades que seguidamente se

presentaban, por lo cual paso a paso se iban orientando.

Motivacion por el aprendizaje: las seguidas intervenciones de la docente, permitio
estimular los animos para que los estudiantes no declinaran y pudieran fortalecer el

interés por encontrar los resultados.

Logros: mantener el deseo y el interés por terminar la actividad y al final el
estudiante pudiera alcanzar el objetivo, donde ofrece la respuesta adecuada y cual

era el motivo de la dificultad.

Una mayor constatacion de la actividad se muestra en las evidencias fotogréaficas

(ver anexo 5).
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Dificultades: en el desarrollo de esta actividad se pudo precisar que:

e El desconocimiento, tal vez por olvido, de algunos conocimientos basicos

requeridos para el desarrollo de ciertos problemas dentro de la actividad.

e Se evidencié el manejo sistematico de problemas con contextos rutinarios,
donde se remitian al uso de formulas rutinarias, que aunque sin entenderlas las

empleaban de manera mecanica.

e Al planteéarseles situaciones contextuales nuevas y diferentes los llevé a la

confusién y practicamente al “bloqueo”, tratando de desistir del proceso.
4.5. Actividad 5: El reto

Desarrollo de la actividad: en esta actividad participaron 18 estudiantes y fue una
actividad especial, pues en ella se estaba confirmando, a través de los resultados,
gué tanto habia construido el estudiante acerca del concepto de volumen. En todos
los problemas hubo trabajo y en la mayoria respuestas correctas, pues en algunos
estudiantes se presentaron errores en el desarrollo de operaciones basicas. En los
problemas como el quinto y el sexto se evidencidé una vez mas el temor por abordar
problemas no rutinarios como éstos, donde el resultado estaba dado en términos del

radio (r o R).

El problema uno, tuvo dos formas distintas de solucion, una hace referencia a
procesos netamente algoritmicos, pues hallaron primero el volumen de la caja para
luego encontrar el del bloque, y asi determinar cuantas veces estaba éste en la caja.
La otra solucion es mas légica y sin procesos algoritmicos ya que simplemente

acomodaron dos bloques en forma de prisma rectangular y asi determinar, teniendo
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en cuenta las dimensiones del nuevo cuerpo, cuantos se podian guardar o empacar

en la caja.

La pregunta dos, no representd dificultades para los estudiantes, al lograr su
correcta solucion. En el problema tres, se presentaron 3 situaciones: un grupo de
tres estudiantes (16,6%), que aunque si bien el proceso era el correcto para dar con
la solucion, no leyeron con detenimiento, y en vez de trabajar con la ecuacion para
determinar el volumen de un cilindro, como el cuerpo que alli se mencionaba,
emplearon la de una esfera. Otro grupo formado por cinco estudiantes (27,7%),
encontré satisfactoriamente el volumen del cubo y el del cilindro respectivamente,
pero no los relacionaron para dar con la solucion. Y por ultimo, el tercer grupo

correspondia a los 10 estudiantes (55,5) que si lograron culminar el proceso.

En esta situacion, pas6 algo muy similar que en la pregunta anterior, pues por un
lado se encuentran los estudiantes que alcanzaron satisfactoriamente la respuesta y
por el otro, quienes se quedaron en la mitad, pues aunque lograron encontrar
correctamente los volumenes de los cuerpos alli implicados, no lograron ver el paso
gue les faltaba, que no era otra cosa que restar, el volumen de la esfera, del volumen

del cilindro con la esfera adentro.

Este quinto problema por ser de seleccion multiple con Unica respuesta, generé en la
docente ciertas dudas, en cuanto qué procesos llevaron a cabo los estudiantes que
contestaron correctamente, pues se pudo verificar que para encontrar el resultado se
limitaron a marcar al azar sin justificarla. En el problema sexto se dio la misma

situacion que en punto anterior, pues era de seleccion multiple con Unica respuesta.
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La séptima pregunta sin embargo tuvo procesos interesantes para lograr afirmativas
respuestas en la mayoria de los estudiantes, pues mientras unos hallaron el volumen
del bloque completo para luego restarles el resultado de sumar cuatro veces 0
multiplicar por cuatro el volumen de uno de los cubos retirados. Otros estudiantes
ignoraron las medidas alli dadas y en vez de multiplicar 6x6x4, multiplicaron 8x4x4, y
como en este nuevo analisis ya no faltaban 4 sino 2 cubos de 2x2x2, entonces

restaron 16 de 128, logrando asi su solucion correcta (ver figura 153).

Figura 26. Proceso realizado por uno de los estudiantes para determinar el volumen del sélido dado

Para el ultimo problema planteado, la mayoria de los estudiantes siguieron el mismo
proceso empleado para la pregunta dos, con la Unica variable de que en éste no se
remplazaba pi por 3.1416. Asi entonces se cometieron los mismos errores, que en la
situaciébn dos se presentaron y fueron descritos claramente. Aqui, solamente 2

estudiantes (11,1%) no lo resolvieron.

En la socializacién se destacdé de manera permanente una estudiante SR, que en las
actividades anteriores también mostré gran habilidad en el desarrollo de los
procesos, pues casi que queria explicarlos todos. A continuacion se realiza un

analisis de este momento para cada uno de los problemas:
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e En el problema uno, fue esta la estudiante SR quien explicd la solucién no
algoritmica, para luego dar paso a un estudiante CA que expreso verbalmente
el recorrido algoritmico empleado para llegar a la solucién, (no quiso pasar al

tablero pues expresaba timidez para hacerlo).

e En el problema dos, casi que en coro los estudiantes describian la solucién del
problema, la dificultad se encontr6 en el que nuevamente no querian pasar al

tablero, por lo que la estudiante SR del punto anterior, lo resolvid en la pizarra.

e En el problema tres, es necesario recordar que ya se menciond las tres
situaciones que se dieron, pero como se trataba de retroalimentar y
nuevamente los nifios estaban reacios a pasar al tablero, entonces la estudiante
SR solucion6 el problema, suscitando rumores en la mayoria de sus
compafieros, pues los que trabajaron con la esfera comentaban: “... ®*yo hice el
mismo proceso pero con la ecuaciébn de la esfera, pues la sombra me
confundié”, y los que lo habian empezado bien entonces murmuraban ... me

falto la resta, huy!, casi me queda perfecto!”®. En este caso se not6 la falta de

lectura.

e El problema cuatro, fue solucionado facilmente, aunque no falté el error a la
hora de efectuar las operaciones basicas matematicas entre los numeros
decimales. En el problema quinto los estudiantes ofrecen la solucién al tanteo,
pero no lo explican. Ante esta situacion la docente intervino, y con ayuda de un

tarro de pintura y una caja que habia en el aula, explico a los estudiantes el

® Opinién de estudiantes.
% Opinién de estudiantes.

138



contexto de la pregunta, y el por qué las respuestas estaban en términos del

radio (Ver Figura 27).

Figura 27. Intervencion de la docente en la solucién del problema 5

El tratamiento para encontrar la solucion del problema seis también fue guiado
por la docente, pues ofrece ciertas preguntas o impulsos heuristicos, lo cual
permitié la resolucién adecuada. Es de destacar que la dificultad no estuvo en
los procesos para encontrar los volimenes de los cuerpos alli presentes, sino

en la interpretacion de las opciones de respuestas.

Para la explicacion del problema siete, los estudiantes pedian al unisono la
oportunidad para que se les permitiera desarrollarlo. Al presentarse dos tipos de
solucién entre todos los estudiantes, entonces un representante de cada grupo
que precisaba un proceso diferente, paso al tablero a exponer su punto de vista.

Dadas las dos explicaciones se encontrd que sus respuestas eran correctas.
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e Al llegar al problema ocho, los estudiantes consideraron, que su proceso era
muy similar al efectuado en el punto dos, viendo la diferencia tan solo, en que
en el punto dos ™ se reemplazé por su valor y en éste se dej0 solamente

indicado.

Motivacion por el aprendizaje: los estudiantes se extrafiaron un poco al no
encontrar material didactico para continuar con el trabajo, sin embargo no se
desmotivaron, pues al empezar el desarrollo de los problema notaron que tan solo se
trataba de aplicar formulas, y encontraban sorpresas al notar los errores cometidos, y
lo sencillo que pudo haber sido si se hubiera tenido mayor cuidado al efectuar el
proceso de comprension de lectura correctamente. Al hallar las respuestas correctas

se mostraron animados y muy satisfechos.
Logros: en el desarrollo de esta actividad se pudo constatar que:

e Satisfaccion de los estudiantes al notar avances en el desarrollo de sus

procesos.

e El fortalecimiento del sentido de cooperacion, compafierismo y confidencialidad

entre los estudiantes.

e Desarrollan mayor confianza en la participacion y se esforzaban por encontrar

respuestas correctas.

e Un total 16 estudiantes (88,8%) adquirieron un significado acerca del concepto

de volumen y dos (22,2%) se apropian de forma parcial.

Una mayor constatacion de la actividad se muestra en las evidencias fotogréaficas

(ver anexo 6).
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Dificultades: en esta actividad se detectaron las siguientes insuficiencias:

e EIl olvido de algunos algoritmos en las operaciones matematicas béasicas

especialmente con nimeros racionales.
e La interpretacion de la lectura, generando confusiones y procesos inconclusos.
e Rigor y detenimiento al observar las figuras.
4.6. Actividad 6: Feria “construyendo el concepto de volumen”

Desarrollo de la actividad: se realiza una distribucion de los estudiantes en cinco
grupos de cuatro cada uno. A cada grupo se le asigné una actividad diferente de las

abordadas anteriormente.

El grupo nimero uno, con la ayuda de cubos, se encargd de armar y desarmar
distintos cuerpos, los que podian ser regulares o irregulares. La novedad, se convirtio
en curiosidad, para los estudiantes y esto permiti6 que se dedicaran con mucho
cuidado y atencion a desarrollar la actividad, haciéndola con dinamismo y total
participacion. Se obtienen resultados satisfactorios, pues lograron con destreza y

mostraron algarabia al presentar su obra de arte.

Al grupo numero dos le correspondié la actividad de empaques. En esta, el grupo
dinamizador le solicita a los estudiantes sexto y séptimo a realizar el dos, el cinco,
seis, siete y ocho, por considerar que eran los de mas facil comprension. Aqui se
ayudaron del video beam, ya que se necesitaba de muchas graficas. La seleccién de
estos puntos fue muy acertada, pues quienes desarrollaron tal actividad lo lograron
con gran efectividad, a la hora de emitir sus respuestas, especialmente los

estudiantes de grado sexto, tal vez por ser niflos mas detallistas y curiosos.
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El grupo dinamizador de la actividad tres, es decir volumen y capacidad, trabajaron
en el polideportivo, puesto que para su desarrollo requerian del manejo del agua.
Explicaron las distintas formas aprendidas acerca de cémo hallar el volumen de
cuerpos irregulares. Asi entonces los participantes encontraron el volumen de
cuerpos como uno piedra, una papa, una zanahoria, una naranja, una ciruela y una
pera, a las que se agregaron cuerpos como sacapuntas, bolas de tenis, entre otros.
El método de mas aceptacion, tal vez por ser el de mayor facilidad, fue el de la

probeta.

El grupo cuatro, igualmente eligi6 como lugar de trabajo el polideportivo, a diferencia
gue su objeto de trabajo fue con arena. En razon a la dificultad que se les present6 al
desarrollar la actividad, iniciaron explicando, primero qué clase de cuerpos se iban a
trabajar y sus caracteristicas, para luego abordar con los estudiantes el primer
problema, con otro el segundo y con otro el tercero, de tal forma que formaron las

parejas de cuerpos alli indicadas y realizaron la accion exigida.

Posteriormente el grupo dinamizador, a través de una cartelera dieron a conocer las
férmulas para encontrar el volumen de los cinco soélidos con los que estaban
trabajando, de forma tal que lograron explicar a los nifios de donde salian las
variables implicadas en cada una de las ecuaciones, con ayuda del experimento
antes realizado. El rigor de esta actividad, implic6 mucho cuidado y tiempo, por lo
cual fue muy dificil lograr culminarla en su totalidad, no obstante hasta donde se

desarroll6 fue efectiva.

La quinta actividad, fue desarrollada por el grupo dinamizador namero, donde se

presentan problemas y no se le precisan de materiales, es considerada
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practicamente como la evaluacion general. En ésta, el grupo dinamizador, llego a la
solucion de los puntos uno, dos, tres, cinco y siete, interactuando con los
estudiantes de sexto y séptimo. Este grupo utiliza las mismas herramientas que la
docente empled al explicarles la actividad cinco, es decir el tarro de pintura y la caja.
Los otros puntos se desarrollaron formulando preguntas orientadoras que llevaban a
los estudiantes a comprender con mayor facilidad el proceso para encontrar la
diferentes soluciones. Entre las preguntas mas puntuales fueron: ¢Qué cuerpos
fueron utilizados en la situacion?, ¢qué informacién se tiene de cada uno de los
cuerpos utilizados?, ¢qué entiendes de la pregunta formulada?, ¢qué harias para

encontrar la solucién a la pregunta?®®, entre otras.

Motivacion por el aprendizaje: para los estudiantes del grupo dinamizador fue
significativo el sentirse en una actividad no convencional, que les generaba
interactuar libremente, sin presiones y haciendo uso de materiales didacticos y
desarrollando actividades que los comprometia a actuar con mayor autoridad,
practicamente como la del docente. También el ser tenido en cuenta por el docente y
sentir que son capaces Yy seguros para responder en cuanto sean exigidos. Todo

esto es favorable para la motivacion de los estudiantes grado sexto y séptimo.
Logros: En esta actividad se pudo constataron que los estudiantes:

e Desarrollaron el trabajo ante un grupo bastante diverso y fueron capaces de fijar
la atencién de los estudiantes de grado sexto y séptimo para lograr la resolucion

de los problemas.

% preguntas de los estudiantes del grupo dinamizador a los de grado sexto y séptimo.

143



Aprendieron de los errores cometidos, al punto de buscar las estrategias y
escoger los puntos de la guia que permitieran mantener la atencion de sus

espectadores, quienes eran de un nivel inferior.

La masiva participacion de los estudiantes de grado sexto y séptimo, advertidos

que sus resultados no incidirian en sus valoraciones académicas.

Asumir cierta autoridad, en la que se veian reflejados en el docente los

estudiantes del grupo dinamizador y ser escuchados por otros estudiantes.

Dificultades: En el desarrollo de esta actividad se precisa que:

Como se trataba de la dltima semana del calendario académico, los espacios
permitidos por las directivas no eran los suficientes, para desarrollar a cabalidad

la guia, o por lo menos sin afanes o apresuramientos.

En ocasiones los nifios, dadas sus cortas edades, les llevaba a la distraccion y
falta de concentracion al momento de desarrollar el trabajo, situacion que

demoraba el éxito final.

Conclusiones del capitulo 4

Los resultados de cada actividad se precisan sobre la base de su desarrollo, la

motivacion por el aprendizaje, los logros y las dificultades. En el desarrollo de la

actividad se describe en un primer momento las posibles soluciones de los

estudiantes y en un segundo momento se expresa como a través de la socializacion

de cada uno de los problemas se propicia el conocimiento y la construccién del

concepto de volumen.
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En las actividades se destaca el sentido de cooperacion entre los estudiantes, pues
siempre entre ellos se prestaron los materiales en aras de la resolucion del problema

y socializaron sus respuestas para fortalecer las dudas entre ellos.

En la resolucién de los problemas con ayuda de los materiales ofrecidos se pudo
comprobar que estos son fundamentales, que sirven de base y niveles de ayuda para

el trabajo con los problemas de las restantes actividades.

En la resolucion de los problemas los estudiantes tienen preferencia por lo tangible,
lo concreto o sea por la manipulacion de los cuerpos geométricos, pues tratan de
resolver todos los problemas con este proceso, para después con la ayuda de la
visualizacion obtener con mas certeza los resultados. Los posibles resultados de

cada uno de los problemas se ofrecen en un CD ROM, que se anexa a la tesis.
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CONCLUSIONES

El proceso de investigacion sobre la construccion de significado robusto del concepto

general de volumen y del volumen de cuerpos geométricos espaciales en los

estudiantes de grado octavo de la Institucion Educativa Colegio Nuestra Sefiora de la

paz, permitié dar respuesta al objetivo. Los resultados obtenidos permiten destacar

algunos elementos que resultan determinantes en el logro del objetivo de éste

trabajo, ellos son:

En la geometria del espacio, especificamente sobre la construccion del
concepto de volumen de cuerpos geométricos, se destacan investigadores
como Gutiérrez (1992, 1998), Rizo y Campistrous (1980-2007), Fernandez
(2005), Abrate et al. (2006), Rojas (2009), Steinwandel y Ludwig (2011),
Villarroel y Sgreccia (2011), Morales y Majé (2011), entre otros, los cuales
coinciden con la necesidad de mantener sus contenidos en el curriculo de la
escuela. También algunos de estos autores conceden valor a la manipulacién
geométrica para el aprendizaje de los conceptos, consideran importante el
proceso de representacion de cuerpos geomeétricos en el plano y sugieren
desarrollar un proceso de ensefianza de la geometria del espacio desde sus

aplicaciones practicas.

Con la resolucién de problemas de la geometria del espacio, especificamente
sobre la construccion de significado robusto del concepto de volumen se
aprende a matematizar, a pensar de manera abstracta y a crear modelos

mentales espaciales. Este proceso de resolucion favorece tener una vision del
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mundo para llegar a resolver situaciones no solo de Matematicas, sino también

de la vida real.

La manipulacion para la construccion de significado robusto del concepto de
volumen es aquella que permite buscar caracteristicas y propiedades de las
figuras geométricas, que pueden ser percibidas Unicamente cuando se
interactia con dichas figuras. En este proceso el estudiante se percata de
ciertos elementos de los cuerpos geométricos, que pasan inadvertidos en una

percepcion exclusivamente visual.

La representacion geométrica espacial propicia desarrollar una modelaciéon de
la realidad objetiva, en la mente del individuo o materializada a través del dibujo
0 en objetos construidos, aspectos determinantes para la construccion de

significado robusto del concepto de volumen en los estudiantes.

El proceso de visualizacion favorece la construccion de significado robusto del
concepto de volumen de cuerpos geométricos. Este proceso es visto como un
conjunto de destrezas, que permite formar imagenes y utilizarlas de manera
efectiva en la basqueda de una interpretacion o reinterpretacion geométrica de
los objetos, donde se tiene en cuenta sus interrelaciones, para construir este

concepto.

Después del proceso de Implementacion, se obtuvieron los siguientes

resultados:
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El uso de los materiales didacticos genera mayor motivacion para la
resoluciéon de los problemas. Se pudo constatar que en la construccién de

concepto el trabajo en colectivo fue fundamental.

En la socializacion de las actividades se visualizO los diferentes
procedimientos que utilizaron los estudiantes para la resolucion de los
problemas y es el momento donde ellos se percatan de su error y lo

rectifican.

Es favorable el fortalecimiento del sentido de cooperacion, comparierismo,
confidencialidad, dinamismo y alto sentido de participacion entre los
estudiantes, también se desperté la curiosidad en los estudiantes y deseos

de hacer las cosas siempre correctamente.

Durante la resoluciéon de los problemas aprendieron de los errores
cometidos, al punto de buscar las estrategias de solucion mas precisa,

donde demostraron su creatividad.

Plena satisfaccion de los estudiantes al notar avances en el desarrollo de
sus procesos, motivado en el esfuerzo de encontrar respuestas correctas y

una mayor confianza en la participacion en el aula.

Los estudiantes del grupo dinamizador en la actividad 6 desarrollaron el
trabajo ante un grupo bastante diverso, asumieron cierta autoridad, en la
gue se veian reflejados en el docente y fueron capaces de fijar la atencion
de los estudiantes de grado sexto y séptimo para lograr la resolucion de los

problemas.
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@)

De los 18 estudiantes que asistieron a todas las actividades, un total 16
(88,8%) adquirieron un significado acerca del concepto de volumen y dos

(22,2%) se apropian de forma parcial.

En el desarrollo de la actividad se propone por la investigadora que el
trabajo sea en un primer momento individual, lo cual no se logra en todas
las actividades, lo que demuestra el caracter social para la construccion de

cualquier concepto, especificamente el de volumen.
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RECOMENDACIONES

La implementacion de la construccion de significado robusto del concepto de
volumen de cuerpos geométricos espaciales en los estudiantes de octavo grado de la
Institucion Educativa Colegio Nuestra Sefiora de la paz, requiere considerar y poner
en practica las recomendaciones siguientes, para optimizar el proceso investigativo y

los resultados obtenidos:

e Implementar en el proceso de ensefianza aprendizaje de la geometria en
general, la metodologia de Polya sobre la resoluciéon de problemas para
potenciar el pensamiento geométrico en el estudiante a través del
fortalecimiento de las capacidades de Vvisualizacion, representacion y

manipulacion de cuerpos.

e Propiciar el trabajo colectivo y el uso de material didactico en la construccion de

conceptos cualquiera que este sea.

e Crear un espacio en las instituciones donde los estudiantes expliquen a
comparferos de grados inferiores temas en comun, ya que €S un recurso

motivante que genera aprendizaje.
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ANEXOS
Anexo 1. Encuesta a profesores de Matematica

Objetivo: Determinar las insuficiencias que presenta el proceso de ensefanza-
aprendizaje de la geometria del espacio, especificamente sobre la construccién de

significado robusto del concepto de volumen.

Desarrollo: Estimado profesor (a), la presente encuesta reviste una gran importancia
para perfeccionar el proceso de ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio,
especificamente sobre la construccién de significado robusto del concepto de
volumen, motivo por el cual es necesario tener presente sus valiosas opiniones. Por
lo tanto usted ha sido seleccionado para realizar la misma, con vista a la realizacion
de una investigacion sobre este tema en el grado octavo. Por su ayuda, muchas

gracias.
|.Datos Generales.
Lic.. Si__ No__
Afos de Experiencia:
Total de veces que ha trabajado el grado:

Institucion:

Il.Cuestionatrio.

1. Marque con una X los medios de ensefianza que usted utiliza en las clases de

geometria del espacio.

Tablero.
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_____ Regla, escuadra, compas, transportador
Objetos concretos.

Cuerpos geomeétricos.

Guia de trabajo.

Software de geometria dinamica.

Otros

¢, Cudles son las dificultades que usted le aduce al proceso de ensefianza-
aprendizaje de los contenidos de la geometria del espacio en las Instituciones,
especificamente sobre la construccion de significado robusto del concepto de

volumen?

Mencione alguna de las causas que han provocado las dificultades anteriores.

¢ Puede ofrecer un ejemplo que propicie un robusto proceso de ensefianza-

aprendizaje de la geometria del espacio?
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Anexo 2. Evidencias de la actividad 1

Objetivo: mostrar los registros fotograficos del desarrollo de la actividad composicion
y descomposicion de cuerpos.
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Anexo 3. Evidencias de la actividad 2
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Anexo 4. Evidencias de la actividad 3

Objetivo: mostrar los registros fotogréaficos del desarrollo de la actividad volumen y
capacidad.
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Anexo 5. Evidencias de la actividad 4

Objetivo: mostrar los registros fotograficos del desarrollo de la actividad jA
experimentar se ha dicho!

!
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Anexo 6. Evidencias de la actividad 5
Objetivo: mostrar los registros fotogréficos del desarrollo de la actividad el reto.
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SOLUCIONARIO DE LA PROPUESTA DE ACTIVIDADES PARA LA
CONSTRUCCION DEL CONCEPTO DE VOLUMEN A TRAVES DE
PROBLEMAS NO RUTINARIOS EN LOS ESTUDIANTES DE GRADO OCTAVO.

3.2.1 Actividad 1: Composicion y descomposicion de cuerpos.

Objetivo: Construir significado para el concepto de volumen por medio de la
composicién y descomposicion de cuerpos, estableciendo la relacién entre ellos
por diferentes medios, incluyendo por medio de la creacion de nuevos cuerpos
geomeétricos.

Desarrollo de la actividad:

1. Construye con los cubitos dados 6 figuras diferentes.

a. ¢Cuantos cubitos conforman cada figura que construiste?

Dadas las dimensiones de cada figura precisan el numero de cubitos
utilizados, es decir a mayor cantidad de cubos mas grande la figura sera.
Ejemplo:

15cubos.

8 cubos. 24 cubos.



¢Influye la forma de la figura en el total de cubitos que la componen?
Justifica tu respuesta.

Si. Puesto que el tipo de figura y tamafio de la misma, estara determinado
por el numero de cubos utilizados y la disposicion (forma) que con ellos se
determine.

e Toma ahora 24 cubitos de los dados en el numeral uno, y empleando
siempre la totalidad de éstos forma 4 figuras distintas.

a. ¢lInfluye la forma de la figura en el total de cubitos que la componen?
Justifica tu respuesta.

No. Las formas de las figuras estaran dadas por la disposicion con la que
se ordenen los cubitos sin que con ello cambie la cantidad de éstos. Se
pueden construir diferentes figuras con la misma cantidad de cubos.
Ejemplo:

cada una de las figuras se construyeron con 24 cubos.



2. Observa los siguientes sélidos e indica el nUmero de cubitos presentes en
cada uno de ellos.

e f

i i
a. 60 f. 15
b. 32 g. 50
c. 24 h. 24
d. 60 i. 40
e. 19 j. 210

3. Observa los siguientes cuerpos y contesta:

¢, Cuantos cubitos se ven?

¢,Cuantos cubitos hay ocultos?

¢, Cuantos cubitos hay en total?

¢ Cuantos cubitos faltan para completar el cubo grande de arista 5
unidades?

apop



FIGURA Superior Superior Inferior
izquierda derecha

¢, Cuantos cubitos se 28 14 19
ven?
¢, Cuantos cubitos 20 9 8
hay ocultos?
¢, Cuéntos cubitos hay 48 23 27
en total?
¢, cuantos cubitos 77 102 98

faltan para completar
el cubo grande de
arista 5 unidades?




4. Las siguientes estructuras se han formado con pequefios cubos de igual
tamafio.

a. ¢Con cuantos cubos se ha formado la estructura si se han quitado las
columnas centrales?*

La estructura se ha formado con 125 (total de cubos) — 5 (cubos de la primera
columna) — 8 (4 cubos pertenecientes a la columna 2 y 3 respectivamente) =
112 cubos.

b. ¢Cuantos cubos le han quitado a la estructura?

il

Se le ha quitado a la estructura 64 (total de cubos) — 24 (4 cubos por cada
cara) — 8 (cubos centrales) = 32 cubos.

c. ¢Cuantos cubos le sacaron a la estructura?

! Tomado de Jaime, F. y David, M. (1999). 5 afios de olimpiadas de matematicas para primaria 1995-1999.
Olimpiadas Colombianas de Matemadticas. Universidad Antonio Narifio.

> Tomado de Jaime, F. y David, M. (1999). 5 afios de olimpiadas de matematicas para primaria 1995-1999.
Olimpiadas Colombianas de Matematicas. Universidad Antonio Narifio.



Se le ha sacado 27 (total de cubos) — 6 (1 por cada cara) — 1 (el cubo
cental) = 7 cubos.

5. Un fotdgrafo aficionado retrata las vistas frontal, lateral y superior de diferentes
figuras construidas con cubos idénticos.

Ayudale al fotografo a reconstruir las figuras (represéntalas), y determina
¢cudl es el nimero de cubos que contiene cada una de ellas?

Vista frontal Vista lateral Vista superior

30 cubos

* Tomado de Jaime, F. y Pérez, ). (2004). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas de Matematicas
para primaria 2000-2004. Universidad Antonio Narifio.



Vista frontal Vista lateral Vista superior

32 cubos

Vista frontal Vista lateral Vista superior

162 cubos




Vista frontal Vista lateral Vista superior

17 cubos

Vista frontal Vista lateral Vista superior

30 cubos



Vista frontal Vista lateral Vista superior

106 cubos

Nota: Las vistas que tienen lineas gruesas y en negrilla indican los niveles
de la figura.

Materiales y medios a utilizar:
e 64 cubos
Sugerencias metodoldgicas:

En un primer momento a cada estudiante se le entrega la guia para la actividad,;
se realizara un trabajo individual de tal modo que cada uno, especificando la forma
en la que abordd los cuatro pasos (comprender el problema, trabajar en el
problema, solucionar el problema y mirar hacia atras) descritos en la metodologia
a trabajar, basada en la resolucion de problemas segun Polya, halle solucion a

cada problema planteado.



Luego del aporte individual que se genere en el primer momento, los estudiantes
pasaran a un segundo momento para socializar las respuestas, donde cada uno
contribuya a la resolucién de los problemas, de manera que la solucién final
alcanzada sea producto del consenso de las ideas y la creatividad de cada uno de

sus integrantes.

El docente constantemente haréd rondas en diferentes momentos e intervendra

cuando sea requerido



3.2.2. Actividad 2: Empaques
Objetivo: calcular el volumen mediante el empaque o embalaje de cuerpos.
Desarrollo de la actividad:

1. En la siguiente caja caben 4 capas de cubos. ¢Cuantos necesitarias para
llenarla?

%

La caja se llena con 60 cubos.

e ¢ Cuantos cubos en total necesitaras para llenar estas otras cajas?

_,.-F‘ff = ] ] = =
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* Camacho, A. Et. Al. (S.f) La medida en la educacién primaria. Recuperable el 26/06/14 en la URL:
http://www.gobiernodecanarias.org/educacion/5/DGOIE/PublicaCE/docsup/la%20medida_parte4.pdf. Pag.
189.



http://www.gobiernodecanarias.org/educacion/5/DGOIE/PublicaCE/docsup/la%20medida_parte4.pdf

Total de cubitos
requeridos para
CAJA llenar la caja
Superior izquierda 120
Superior central 72
Superior derecha 216
Inferior izquierda 45
Inferior derecha 324

2. ¢Cuantas veces esta contenido el cubo @ en cada uno de los siguientes
cuerpos construidos con pequefios cubos pegados por una o varias de sus
caras?




Ndmero de veces
que esta
CUERP contenido el cubo
Izquierdo 27
Central 27
Derecho 27

Ahora prueba cuantas veces esta el prisma aj en las siguientes figuras.

Numero de veces
gue esta contenido
FIGURA el prisma
Izquierdo 9
Central 7
Derecho 12

¢, Cual seria el mayor nimero de veces que se encuentra el cuerpo compuesto

E@ en los siguientes sélidos?



Numero de veces que
esta contenido el
SOLIDO cuerpo compuesto
Izquierdo 8
Central S
Derecho 6

3. Lola desea guardar en el recipiente de dimensiones indicadas en sus lados
fichas A, B, C y D respectivamente.




a. ¢Cudl es la maxima cantidad de fichas A, B, C, D que se pueden guardar
en el recipiente?

Fichas A: 15 Fichas C: 2
Fichas B: 14 Fichas D: 2
b. ¢Qué cantidad de fichas A y C se requieren para llenar el recipiente?
Fichas A: 20
Fichas C: 8
c. ¢Con cuantas fichas B y D lleno el recipiente?
a. Fichas B: 20 yfichas D: 1
b. Fichas B: 8y fichas D: 6

4. Una mama le ha encomendado a su hijo Mateo la tarea de acabar de llenar
la caja con bloques A, B y C idénticos a los que alli aparecen.

e (Cual es la cantidad méaxima de bloques A, B y C que necesita Mateo
para cumplir con la tarea?

Bloque A: 2
Bloque B: 2
Bloque C: 24

5. ¢Cuantas copias de la caja A pueden empacarse en la caja grande?



A i 1 1 L 1

a. Pueden empacarse 4 copias de la caja A.

b. Pueden empacarse 4 copias de la caja A.

6. Juan compra un reloj como regalo para el dia del padre, Si en la papeleria
solo venden cajitas de las siguientes dimensiones. ¢COmo acomodarias el
reloj para que quepa en la caja de regalo?

SO ST SEF SITHDSTLS CEE e regSio
T x = x5 [0 el -

Dadas las dimensiones del reloj encuentro claramente que una de éstas (10),
supera cualquiera de las dimensiones de la caja de regalo, por lo tanto se hara
imposible encajar el reloj en dicho empaque.

7. Si la caja contiene 12 cubos, cada uno de 2 cm de lado, ¢Cual es la altura
de la caja?, ¢ Cuanto mide el ancho de la caja?

Altura: 4 c.m y Ancho: 6 c.m



8. El constructor de una obra almacena tal como lo muestra la figura cierta
cantidad de bloques rectangulares idénticos.

a. ¢Cuantos bloques contiene el cubo?
Contiene 18 bloques.

b. Siel cubo tiene 6 cm de arista (o lado de las caras), ¢ cuales serian las
dimensiones de cada bloque?

2cm,1cmy6.c.m

9. Juana tiene 105 cubos iguales, cada uno de un centimetro de arista o lado.
Los pega juntos para formar un solido rectangular, como el de la figura. Si el
perl'metsro de la base del sdlido rectangular es 20 cm, ¢ Cual es la altura del
solido?

La altura es 5 cm. ya que si realizamos la descomposicion en factores primos de
105, obtenemos que ésta es igual a 3 x 5 x 7, y como el perimetro es igual a 20
cm. entonces el largo seria 3 cm. y el ancho 7 cm.

> Tomado de Jaime, F. (1994). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas de Matematicas para
primaria 1990-1994. Universidad Antonio Narifo.

® Tomado y modificado de Jaime, F. y Pérez, J. (2004). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas de
Matematicas para primaria 2000-2004. Universidad Antonio Narifo.



10. Ayudale a Juanito a encontrar el embalaje correcto, si desea que, cuando en
la caja se empaquen 30 esferas de radio 1.5 u, no cabe ni una esfera mas
en ella.

R

T

1

-
]

\1'

Juanito debe escoger el embalaje de dimensiones 15u, 6u y 9u ya que como cada
esfera tiene un diametro de 3u, entonces en el largo se ubican 5 esferas, en el
ancho 2 esferas y en el alto 3 esferas de forma tal que su producto seria 30
esferas que corresponde a las que se desean empacar.

Materiales y medios a utilizar:

Sugerencias metodoldgicas:

En un primer momento a cada estudiante se le entrega la guia para la actividad.
Se realizara un trabajo individual de tal modo que cada uno, especificando la
forma en la que abordd los cuatro pasos (comprender el problema, trabajar en el
problema, solucionar el problema y mirar hacia atras) descritos en la metodologia
a trabajar, basada en la resolucion de problemas segun Polya, halle solucion a
cada problema planteado.

Luego del aporte individual que se genere en el primer momento, los estudiantes
pasaran a un segundo momento para socializar las respuestas, donde cada uno
contribuya a la resolucion de los problemas, de manera que la solucién final
alcanzada sea producto del consenso de las ideas aportadas y de la creatividad
de cada uno de sus integrantes.

El docente constantemente hara rondas en diferentes momentos e intervendra
cuando sea requerido.



3.2.3. Actividad 3: Volumen y Capacidad.

Objetivo: Medir el volumen de cuerpos irregulares a partir de la relacion existente
entre volumen y capacidad y las medidas de capacidad de un cuerpo.

Desarrollo de la actividad:

1.
a.

Vierta en la probeta, 200 ml de agua y contesta:
¢ A cuanto corresponde el volumen del agua depositada?
El volumen corresponde a 200 cm?®.

. ¢Qué sucede al introducir una piedra en la probeta? Inmediatamente el

agua asciende en el nivel del que se encontraba. ¢Qué significa eso? Que
el volumen del agua que asciende corresponde al volumen de la piedra.

¢ Como se hallaria el volumen de la piedra? Describe el proceso.

Con el referente del volumen del agua que se encontraba inicialmente en el
recipiente y luego de introducida la piedra, procedo a calcular nuevamente
el volumen del agua que continua alli, encontrando que existira un aumento
considerable, el cual sera mayor que el inicial, en consecuencia hallaré la
diferencia entre el segundo y el primer volumen. Dicho resultado sera el
volumen de la piedra.

Tomar una caja en forma de prisma rectangular y vertir en él, el agua que
se desee sin que ésta exceda la mitad del recipiente y contestar:

¢ Cudl es el volumen del agua depositada en el recipiente? Este dependera
de la cantidad de agua que se deposite en él. Se determina, midiendo con
ayuda de una regla, el ancho, el largo y la altura del nivel del agua, para
luego multiplicarlos entre si, cuyo resultado sera el volumen del agua.

. ¢ Qué sucede al introducir una piedra en el recipiente? El nivel del agua

asciende inmediatamente. ¢ Qué significa eso? Que el volumen de la piedra
correspondera al volumen del nivel del agua que sube.

¢, Como se hallaria el volumen de la piedra? Describe el proceso.

Conocido el volumen del agua que se encontraba inicialmente dentro del
recipiente, y luego de introducida la piedra, se mide nuevamente el volumen
que se ha generado como consecuencia del procedimiento anterior,
procediendo a desarrollar los mismos pasos utilizados para encontrar el
volumen inicial en el punto 2a. Finalmente el volumen de la piedra estara
determinado por la diferencia entre el volumen final y el inicial. Se reconoce
entonces que el volumen final serd igual al volumen del agua mas el de la
piedra.

Dados el agua, un recipiente, una jeringa y un platén hallar el volumen de
los siguientes productos agricolas. Describe como lo hiciste.



Solucién 1:

Se vierte cierta cantidad de agua en el recipiente y se mide su largo, su ancho y la
altura que alcanzo ésta dentro de él. Luego hallo el producto de las medidas de
estas tres dimensiones, obteniendo asi el volumen del agua alli depositada.

Después introduzco uno de los productos agricolas dados y repito nuevamente el
procedimiento antes descrito, pues una vez hallado el nuevo volumen que
corresponde al del agua junto con la piedra se procede entonces a hallar el
volumen de la piedra sustrayendo del ultimo volumen el volumen inicial.

Solucién 2;

Se vierte en el recipiente la cantidad de agua que desees y con un marcador se
indica en él el nivel de agua alcanzado dentro de éste. Luego se introduce uno de
los productos agricolas indicados en el enunciado y con ayuda de una jeringa
extraemos del recipiente la cantidad de agua que excede el nivel indicado con
anterioridad, teniendo en cuenta, cuantas de éstas necesito para lograrlo, y asi
posteriormente encontrar el producto entre éstas y los mililitros sefialados en la
jeringa, ésto con el fin de establecer la relacién existente entre esta medida de
capacidad y los cm® perteneciente a las medidas del volumen. (Iml = 1 cm?)

Solucion 3:

Se coloca el recipiente totalmente lleno de agua, sobre un platén y se introduce en
él uno de los productos agricolas previstos para la actividad, del tal forma que el
agua que se vierta en el platon correspondera al volumen del producto alli
inmerso. Para encontrar el valor de dicho volumen se procedera a medir con
ayuda de la jeringa el agua contenida en el platon, pero como la jeringa viene
graduada en mililitros entonces convertimos dicha medida a su homdloga en
unidades de volumen (el cm®).



4. Juanito hace el siguiente experimento para hallar el volumen a la maleta
pero a la hora de encontrarlo no logra hacerlo. Recuérdale como hallarlo.

5 dm —a.dm
——4dm ——4 dm
——3dm —3dm
— -

—_2dm ;_—-2 dm
 1dm ——1dm

2dm - 2dm —
—0d ‘e 0 dm
5 dm s 5 ien 7

Se parte de hallar el volumen del agua depositada dentro del primer prisma
asi: se encuentra el producto las tres dimensiones (2 dm x 5 dm x 3 dm = 30
dm?®); seguidamente se halla el volumen del agua del segundo recipiente en el
gue se encuentra ademas la maleta, operando las dimensiones determinadas
en el gréafico, asi: 2 dm x 5 dm x 4.5 dm = 45 dm® . Finalmente, se halla el
volumen de la maleta, sustrayendo del volumen del agua del recipiente en el
que se encuentra la maleta, el volumen del agua del otro recipiente,
encontrando entonces el siguiente resultado: 45 dm® — 30 dm® = 15 dm?®
volumen de la maleta.

5. ¢Cual de los recipientes en forma de prisma rectangular puede Ana coger
para remplazar el frasco que dejo caer, si desea depositar en él
exactamente la misma cantidad de pepitas que tenia en el otro? Notese
gue las figuras no estan dibujadas a escala.

” Tomado de Tesla, W. (s.f). video “COMO medir el VOLUMEN de un objeto PASO A PASO” publicado el
11/09/2012. Recuperable el 23/08/14 de la URL: https://www.youtube.com/watch?v=xjnOV-ByT70.



https://www.youtube.com/watch?v=xjn0V-ByT70

0.5 dm
_/;m Zdm

— !

2dm

Se inicia por expresar el contenido del frasco en términos de volumen: 200
ml = 200 cm®. Seguidamente se halla el volumen de cada uno de los
prismas, no sin antes expresar cada una de las medidas de los recipientes
en cm. Asi entonces se tiene que el volumen del primer prisma (de
izquierda a derecha), nos da un valor de 8 cm® ; el volumen del siguiente =
2000 cm®y el Gltimo = 200 cm®. Como podemos ver, Ana debe escoger el
ultimo recipiente, ya que es éste el que tiene un volumen equivalente al que
se rompio.

6. Una pecera con base de 100 cm por 200 cm y 100 cm de altura, contiene
agua a una altura de 50 cm. Un prisma sélido metalico con dimensiones 80
cm por 100 cm por 60 cm es sumergido en el tanque con una cara de 80
cm por 100 cm en la parte inferior. ¢ En cuantos centimetros supera la altura
del agua a la altura del prisma?®

& Tomado de Gonzélez, E y Valderrama, A. (2009). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas de
Matematicas primer nivel. Universidad Antonio Narifio.



Vagua= 100cm x 200cm x 50cm = 1000000cm?
Vsslido metalico = 80cm x 100cm x 60cm = 480000cm?
Vagua + s6lido metalico = 1000000cm?® + 480000cm?
Vagua + solido metalico = 1480000 cm3

Largo x ancho x altura = 1480000 cm3

200cm x 100cm x h = 1480000 cm?®

20000cm?®x h = 1480000 cm?

h = 1480000 cm®/ 20000cm?

h=74cm

entonce la altura del agua supera a la altura del prisma en 74cm — 50cm =
1l4cm.

Materiales y medios a utilizar:
e 1 probeta graduada.
e Agua.
e 1 piedra.
¢ 1 recipiente en forma de prisma rectangular.
e 1 jeringa.
e 1 platon.
e 1 naranja, 1 ciruela, 1 pera,1 papay 1 zanahoria.

Sugerencias metodoldgicas:

En un primer momento a cada estudiante se le entrega la guia para la actividad,;
se realizara un trabajo individual de tal modo que cada uno, especificando la forma
en la que abordd los cuatro pasos (comprender el problema, trabajar en el



problema, solucionar el problema y mirar hacia atras) descritos en la metodologia
a trabajar, basada en la resolucion de problemas segun Polya, halle solucion a
cada problema planteado.

Luego del aporte individual que se genere en el primer momento, los estudiantes
pasaran a un segundo momento para socializar las respuestas, donde cada uno
contribuya a la resolucion de los problemas, de manera que la solucién final
alcanzada sea producto del consenso de las ideas y la creatividad de cada uno de
sus integrantes.

El docente constantemente hara rondas en diferentes momentos e intervendra
cuando sea requerido.



3.2.4. Actividad 4: jA experimentar se ha dicho!

Objetivo: Deducir la forma general de hallar el volumen de una piramide, un cono
y una esfera, a partir de la relaciébn existente con otros cuerpos de volumen
conocido.

Desarrollo de la actividad:

Carlos ha decidido compartir con sus compaferos de clase las relaciones que él
ha encontrado entre el volumen de ciertos solidos geométricos y para ello propone
una serie de experimentos. Asi:

1. Tome la piramide y el prisma que tienen caracteristicas en comun
(cualidades o particularidades que estan en cada uno de estos sélidos las
cuales los determinan, los distinguen o los califican como tales,
diferenciandolos entre si) y con ayuda del primer sélido llene el segundo
totalmente, y responde:

e Enumera las caracteristicas que tuviste en cuenta para escoger cada
pareja de cuerpos.

Base y altura

e ¢ Qué conclusion sacaste del experimento? Plantea mateméaticamente
la relacion que observaste.

Para llenar con arena totalmente el prisma se emplearon tres piramides
llenas de arena. Asi entonces el volumen de un prisma es el triple del
volumen de la piramide o que el volumen de la piramide es un tercio del
volumen del prisma.

1
V prisma = 3 XVpirémide 0 \Y/ piramide = 3 Vprisma

e ¢;Como producto de las actividades anteriores, podrias decir como
hallar el volumen de un prisma? ¢ Cual seria la manera de hacerlo?

El volumen de un prisma se halla multiplicando sus tres dimensiones entre
si (largo x ancho x alto). Lo que es igual a decir su base por su altura (b x
h).

V prisma=lxaxh 0 V prisma = B xh, donde B es el area de la base

e ¢ CoOmo indicarias la manera de hallar el volumen de una piramide?

Encontrando la tercera parte de su base por su altura.
1
V piramide = 3 V prisma
1

1
5(Bxh) (0} Vpirémide:§(|xaxh)

2. Siguiendo caracteristicas en comun, tome ahora conos y cilindros y llene
estos ultimos de arena con ayuda del cono que le corresponde. Contesta:

V piramide



e Enumera las caracteristicas que tuviste en cuenta para escoger cada
pareja de sélidos.

Base y altura

e ¢ Qué conclusion sacaste del experimento? Plantea matematicamente
la relacion que observaste.

Se necesitan tres conos llenos de arena para llenar un cilindro. Asi
entonces el volumen de un cilindro es el triple del volumen de un cono o
que el volumen del cono es un tercio del volumen del cilindro.

1
V cilindro=3xV cono O V cono = 3V cilindro

e ;CoOmo calcularias el volumen de un cilindro?
Pi veces su radio al cuadrado por su altura.

V cilindro =TT x I x h o) V cilindro = B x h, donde B es el area de la
base

e ¢ Cbmo indicarias la manera de hallar el volumen de un cono?

Encontrando un tercio del volumen del cilindro, asi:

1

V cono 3 V cilindro

1 1
S(mxrxh) 0  Vcono=3(Bxh)

Forme parejas con un cono y una esfera de forma tal que tengan
caracteristicas en comun y con ayuda del cono llene la esfera
correspondiente. Contesta:

V cono

e Enumera las caracteristicas que tuviste en cuenta para escoger cada
pareja de cuerpos.

Radio y altura del cono igual al radio de la esfera.

e ¢Qué conclusion sacaste del experimento? Plantea matematicamente
la relacién que observaste.

Que se necesitaron cuatro conos llenos de arena para llenar una esfera. Es
decir que el volumen de una esfera es el cuadruplo del volumen de un cono
o que el volumen del cono es la cuarta parte del volumen de la esfera.

1
V esfera=4 xV cono 0 V cono = 4V esfera

e ¢ Cbmo calcularias el volumen de la esfera?
Cuatro tercios de Pi veces su radio al cubo.

V estera=4 x V cono
1
V esfera=4 x (5 (1T x I’2X h))

1
V esfera =4 x (5 ('IT X r3))



4
V esfera=3 (TT X r3)

4. El cilindro que se muestra en la figura tiene radio (r) y su altura (h) es el
dob3|e9 del radio. ¢Cual es la altura del cilindro si su volumen es de 2501
cm™?

V cilindro = T X I’ZX h
2501Tem?® =17 x rx (2r)
250mrem®/ 2 x w=r®
125cm? =3

3 3
V125cm® = V@

5cm =r, pero como h = 2r, entonces la altura del cilindro seria 2 x 5cm =
10cm.

5. Cuando un triangulo rectangulo de area 3 centimetros cuadrados es rotado
en 360° respecto del cateto menor, el cuerpo que se genera tiene un
volumen de 30 centimetros clbicos. ¢, Cuanto mide el cateto mayor?*°

° Tomado y modificado de Lozano, L. (s.f). SABER 11: CILINDRO, CONO Y ESFERA. Programa de ECOPETROL
innovando y educando. LA FORMACION DESDE OTRA PERPECTIVA. Recuperable el 16/08/14 de la URL:
https://www.youtube.com/watch?v=RZV5RxrWgcU.

' Tomado del video Puntaje Nacional: Cuerpos geométricos - Guia de ejercicios - ejercicio 8. Recuperable el
16/08/14 de la URL: https://www.youtube.com/watch?v=g2H2 D72tTQ.



https://www.youtube.com/watch?v=RZV5RxrWgcU
https://www.youtube.com/watch?v=g2H2_D72tTQ

4 3cm?=rxh/2
fﬁ./:.:\ 3cm?x2=rxh
o 6cm” =rx h

A triangulo = I x h/2

1
V cono = 3 (1T x r’x h)
30cm® =3 (I x r’x h)
30cm®x 3= mxr’xh
90cm®= T x r’x (6/r), se expresa la altura en términos del radio
90cm®= Trxrx6
90cm® /6T =r
15cm*® /m=r
Como el radio del cono corresponde al cateto mayor del triAngulo
rectangulo entonces éste mide 15cm® / .

6. Determinar el volumen de la esfera que se encuentra inscrita en un cubo de
arista 8 cm. Se dice que la esfera esta inscrita en el cubo si es tangente a
cada una de las caras del cubo.

Partiendo de que la arista del cubo mide 8cm y la esfera esté inscrita en él,
podemos afirmar que su radio es 4cm.

|

V esfera=3 (1T X r3)

4
V esfera=3 (TT X (4cm)3)

W

V esfera=3 (TT X 64cm3)
V esfera= 4 x TT X 64cm3/ 3
V esfera= 256 cm3 xT/3

V esfera= 85,333 'ITCﬂ'l3



7. Si y es la altura del trozo del prisma rectangular inmerso en el depésito de
agua que equivale a 5/8 de su altura total, ¢,cual seria el volumen del agua
del recipiente cilindrico antes de ser sumergido parte del prisma
rectangular?

%Y = 5/8 x 8cm = 5cm

Como 1ml = 1cm?, entonces el V agua + trozo del prisma = 200cm?>
V trozo del prisma sumergido = 5€CmM x 5¢cm x 5cm

V trozo del prisma sumergido = :|.25CI’T‘13
V agua + trozo del prisma — V agua + V trozo del prisma sumergido

200cm®= V agua+ 125¢cm®

200cm® -125¢m® = Vagua

750m3 = V agua

Materiales y medios a utilizar:
e Dos parejas de prismas y piramides de igual base y altura.
e Dos parejas de cilindros y conos de igual radio y altura.
e Dos parejas de esferas y conos de igual radio y altura.

e Arena.



Sugerencias metodoldgicas:

En un primer momento a cada estudiante se le entrega la guia para la actividad,;
se realizara un trabajo individual de tal modo que cada uno, especificando la forma
en la que abordd los cuatro pasos (comprender el problema, trabajar en el
problema, solucionar el problema y mirar hacia atras) descritos en la metodologia
a trabajar, basada en la resolucion de problemas segun Polya, halle solucion a
cada problema planteado.

Luego del aporte individual que se genere en el primer momento, los estudiantes
pasaran a un segundo momento para socializar las respuestas, donde cada uno
contribuya a la resolucion de los problemas, de manera que la solucion final
alcanzada sea producto del consenso de las ideas y la creatividad de cada uno de
sus integrantes.

El docente constantemente haréd rondas en diferentes momentos e intervendra
cuando sea requerido.



3.2.5. Actividad 5: El reto
Objetivo: Determinar el nivel de conocimientos fundamentales en el estudiante,
gue lleven a identificar el concepto de volumen que han alcanzado.
Desarrollo de la actividad:
1. Se tienen bloques de madera en forma de “ele” como el que se muestra en la

figura. Determinar el mayor numero de estos bloques de madera que se
pueden empacar en una caja de 2 cm por 4 cm por 6 cm.*!

Solucién 1

V caja = 2cm X 4cm X 6cm

V caja = 480m3

V blogue = 1cm X 2cm X 3cm + 2cm x 1cm x 1cm
V blogue = 6cm3 + 20m3

V blogue = 8CI’T13

Luego se divide el volumen de la caja entre el volumen del bloque para asi
determinar cuantos de éstos se pueden empacar en la caja.

48 | 8 = 6, entonces se pueden empacar 6 blogues en la caja.

Solucién 2%?

" Tomado de Jaime, F.y Pérez, J. (2004). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas de Mateméticas
para primaria 2000-2004. Universidad Antonio Narifio.

2 Tomado de Jaime, F. y Pérez, J. (2004). Problemas y soluciones. Olimpiadas Colombianas de Matematicas
para primaria 2000-2004. Universidad Antonio Narifio.



Combine bloques para formar sélidos conocidos. Con dos bloques en forma de
“Ele” se pueden formar un sélido de 2cm x 4cm x 2cm. tres de estos soélidos se
pueden empacar completamente en una caja de 2cm x 4cm x 6¢cm.

En una caja de 2cm x 4cm x 6¢cm se pueden empacar 6 bloques en forma de
“Ele”.

2. Andrea tiene una cajita de musica con una tapa de 21 cm? de area. Si su
altura es de 9 cm, ¢ cual es su volumen?

V prisma = Bxh
V prisma = 21cm2 x 9cm
V prisma = 189cm3

3. Se tienen un cubo de madera de 2 cm de arista, del cual hemos sacado un
cilindro de 2 cm de diametro, como se muestra en la figura. ¢ Cual es el
volumen de la parte sobrante del cubo?*?

® Tomado de Valderrama, J. (1989). 5 afios de olimpiadas de matematicas para primaria 1985- 1989.
Publicacidon de la corporacion universitaria Antonio Narifio.



V cubo = 2CM x 2Cm x 2¢m
V cubo = 80m3

V cilindro = TT x r2x h

V ciindro =TT x (1cm)?x 2cm

V cilindro =TT x 1cm?x 2cm

V ciindro = 2TTCM°

V cilindro = 2(3.1416)cm?®

V gilindro = 6.2832cm’

V sobrante del cubo = V cubo - V cilindro

V sobrante del cubo = 80m3 - 6.2832cm3
V sobrante del cubo = 1.7168cm3

4. Calcula el volumen de agua necesario para llenar un recipiente cilindrico de
radio 3.5 cm y 8,6 centimetros de altura al cual se le ha dejado caer una
canica, de 2 cm de radio. **

14 Tomado de Blanco, X. Descartes 2° ESO Matematicas, cuaderno numero 10. Bajo licencia creative
Commons. Recuperable el 23/07/14 de la URL:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales didacticos/EDAD 2eso volumen cuerpos geom

etricos/cuadernos/2eso cuaderno 10 cas.pdf.



http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/EDAD_2eso_volumen_cuerpos_geometricos/cuadernos/2eso_cuaderno_10_cas.pdf
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/EDAD_2eso_volumen_cuerpos_geometricos/cuadernos/2eso_cuaderno_10_cas.pdf

15

V cilindro =TT x I’x h
V cilindro = TT x (3.5cm)2x 8.6cm
V ciindro =TT x 12.25cm?x 8.6cm

V cilindro = 105.35'ITCI’T'13

4
V esfera =3 ('IT X r3)

4
Vesfera=3 (1T X (2cm)?)

4
V esfera =3 ('IT X 80m3)

V estera=4 x 8mcm®/ 3

V esfera= 3211CM>/ 3

V esfera= 10.666mTCm°

V agua = V cilindro — V esfera

V agua = 105.35mcm® - 10.66611cm®
V agua = 94.68333mcm®

> Tomado de Blanco, X. Descartes 2° ESO Matematicas, cuaderno nimero 10. Bajo licencia creative
Commons. Recuperable el 23/07/14 de la URL:
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales didacticos/EDAD 2eso volumen cuerpos geom

etricos/cuadernos/2eso cuaderno 10 cas.pdf.



http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/EDAD_2eso_volumen_cuerpos_geometricos/cuadernos/2eso_cuaderno_10_cas.pdf
http://recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales_didacticos/EDAD_2eso_volumen_cuerpos_geometricos/cuadernos/2eso_cuaderno_10_cas.pdf

5.

6.

a.
b.

Cudles serian las dimensiones de la caja de base rectangular que
deberia comprar Martha para empacar 8 cilindros como el que se
muestra en la figura, desperdiciando la menor cantidad de espacio
posible.

a. 2r, 6ryd4r. C. 2r,8ry?2r.
b. 4r, 8ryr. d. 4r, 8ry 2r.

De la figura podemos deducir que el cilindro tiene de diametro 2r, y en vista
gue el Unico criterio que se debe tener en cuenta para empacar cilindros en
una caja en forma rectangular es el radio del cilindro, entonces Martha debe
comprar la caja d en la que acomodaria dos filas de cilindros con 4 de éstos
en cada una.

Se tienen los siguientes recipientes, uno de forma semiesférica, uno
cilindrico y otro de forma conica de radio R y altura h como se muestra en la
ilustracion™®

E =

| I
h=2R v h=4R
| |

SORCA. 4 Recipiente 2 Recipiente 3

Respecto al volumen de estos recipientes NO es correcto afirmar que

El volumen del 2 es el triple del 1.
El volumen del 3 es el doble del 1.

'® Tomado de Lozano, L. (s.f). SABER 11: CILINDRO, CONO Y ESFERA. Programa de ECOPETROL innovando y
educando. LA FORMACION DESDE OTRA PERPECTIVA. Recuperable el 16/08/14 de la URL:
https://www.youtube.com/watch?v=RZV5RxrWgcU.



https://www.youtube.com/watch?v=RZV5RxrWgcU

c. El volumen del 3 es el mitad del 1.

d. Elvolumen del 1 es la tercera parte del 2.

4
V semiesfera =3 ('IT X r3) /2

V semiesfera = 4/6 (TT X r3)

V semiesfera = 2/3 (1T X I’3)

V cilindro =TT x I’2x h
V cilindro =TT x r2x 2r

V cilindro = 2TT x I‘3

1
V cono = §('ITXI’ZX h)
1

V cono = 3 ('IT X rzx 4I’)
V cono = 4/3 (TT x I’s)

Una vez calculados los volumenes de cada una de las figuras planteadas,
procedemos a analizar las relaciones planteadas en los incisos para asi
determinar la respuesta correcta.

a. Elvolumendel 2 es el tripledel 1.  verdadera

V cilindro = 3 x V semiesfera
o x 1P = 3 X (2/3 (1T X r3))
217 x 12 = 6/3 (T x r°)
MxrP=2mxr

b. Elvolumen del 3 es el doble del 1. verdadera

V cono = 2 x V semiesfera

413 (T x r°) = 2x (2/3 (17 x %))

43 (T xr’) = 43 (M x r’)
c. Elvolumen del 3 esla mitaddel 1. falsa
V cono = V semiesfera/ 2
a3 (mxr) =23 mxr)/2
413 (r x 1) = 2/6 (17 x 1°)

43 (r x 1°) £ 1/3 (17 x r°)



Como la relacién es falsa, hemos encontrado la respuesta correcta.

7. Determine el volumen de la siguiente figura simétrica.

I—z—l —— //

2 6

i 4

V cubo grande completo = 6x6x4

V cubo grande completo = 144
V cubo pequefio = 2x2x2
V cubo pequefio — 8
V figura dada = V cubo grande completo — 4 XV cubo pequefio
V figuradada= 144 — 4 x 8
V figura dada = 144 - 32
Vv figura dada = 112

8. Si un cilindro estéa inscrito (es decir se halla dentro de otro cuerpo geomeétrico
y es tangente a las caras de ese cuerpo) en un cubo de arista 2. ¢ Cuél es el
volumen del espacio entre el cubo y el cilindro?*’

8+2T.
21T.

8- 2.
10TT.

a0 T p

V cubo = 2CM X 2C¢mM X 2cm
V cubo = 8CI’T'I3

V cilindro =TT x I’2X h

Y Tomado de Lozano, L. (s.f). SABER 11: CILINDRO, CONO Y ESFERA. Programa de ECOPETROL innovando y
educando. LA FORMACION DESDE OTRA PERPECTIVA. Recuperable el 16/08/14 de la URL:
https://www.youtube.com/watch?v=RZV5RxrWgcU.



https://www.youtube.com/watch?v=RZV5RxrWgcU

V cilindro = TT x (1CI’T'I)2X 2cm

V cilindro =TT x 1cm?x 2cm

V cilindro = 21'rcm3

V sobrante del cubo = V cubo - V cilindro

V sobrante del cubo = 80m3 - 21'rcm3

La expresion que permite determinar el volumen del espacio entre el cubo y el
cilindro es la C.

Materiales y medios a utilizar

Sugerencias metodoldgicas:

En un primer momento a cada estudiante se le entrega la guia para la actividad;
se realizara un trabajo individual de tal modo que cada uno, especificando la forma
en la que abordd los cuatro pasos (comprender el problema, trabajar en el
problema, solucionar el problema y mirar hacia atras) descritos en la metodologia
a trabajar, basada en la resolucion de problemas segun Polya, halle solucion a
cada problema planteado.

Luego del aporte individual que se genere en el primer momento, los estudiantes
pasaran a un segundo momento para socializar las respuestas, donde cada uno
contribuya a la resolucion de los problemas, de manera que la soluciéon final
alcanzada sea producto del consenso de las ideas y la creatividad de cada uno de
sus integrantes.

El docente constantemente hara rondas en diferentes momentos e intervendra
cuando sea requerido.



3.2.6. Actividad 6: Feria “construyendo el concepto de volumen”

Objetivo: Compartir la construccion de significado del concepto de volumen,
adquirido a través de las diferentes actividades desarrolladas por equipos, para
precisar su definicion.

Desarrollo de la actividad: Cinco grupos de cuatro estudiantes cada uno, del
grado 8°-1, socializaran de manera ordenada y secuencial la actividad
correspondiente, de acuerdo a lo trabajado anteriormente, utilizando el mismo
material con que se prepararon inicialmente. Luego de la exposicién de cada
equipo, integrardan a su auditorio a la actividad para compartir la experiencia,
fortalecer el conocimiento e iniciar a sus nuevos compafieros en la construccion
del concepto de volumen. Tendran como interactuantes los estudiantes de los
cursos 6-1, 6-2, 6-3, 7-1y 7-2.

Materiales y medios a utilizar:
Grupo 1:
e 1280 cubos.
Grupo 2:
e Guia de la actividad a desarrollar.
Grupo 3:

e 20 probetas graduadas.

e Agua.

e 20 piedras.

e 20 recipientes en forma de prisma rectangular.

e 20 jeringas.

e 20 platones.

e 20 naranjas, 20 ciruelas, 20 peras ,20 papas y 20 zanahorias.

Grupo 4:

e 40 parejas de prismas y piramides de igual base y altura.
e 40 parejas de cilindros y conos de igual radio y altura.

e 40 parejas de esferas y conos de igual radio y altura.

e Arena.

Grupo 5:

e Guia de la actividad a desarrollar.



Sugerencias metodoldgicas: Una completa seguridad del expositor al explicar la
metodologia de Polya, empleada para desarrollar cada actividad, debida utilizacion
del material correspondiente; el espacio amplio y debidamente adecuado; buen
comportamiento y disposicion positiva tanto al exponer como al compartir,
mostrando amplia participacion en equipo; asesoria permanente por parte del

docente.



