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SINTESIS

La ensefianza aprendizaje de los numeros complejos, en su mayoria, se trabaja desde enfoques
puramente deductivos, partiendo en muchos casos de su definicion o presentado su contenido como un
conocimiento ya acabado, sin permitir al estudiante la construccion y aplicacién de los conceptos
subyacentes al de funcién de variable compleja. Dicha situacién no es ajena al programa de

Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad de los Llanos.

Esta investigacion presenta un modelo didactico para la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion
de variable compleja mediante la resolucidn de problemas, que imbrica dichas teorias con base en tres
categorias fundamentales del proceso de ensefianza-aprendizaje, determinadas por Leontiev en su
teoria de la actividad: Fase de Orientacién, Fase de Ejecucion y Fase de Control. Cada una de ellas
posee diferentes momentos que constituyen una metodologia de caracter dinamico que sigue 4 pasos a
saber: motivacion, adquisicion, elaboracion y fijacion-aplicacion. Cada una de estas etapas contiene

problemas que permiten el acercamiento a los conceptos por aproximaciones sucesivas.

En el mismo sentido la metodologia propuesta establece el uso de diferentes tipos de software que
facilita la visualizacién de puntos, rectas y subconjuntos, situaciones usadas por los estudiantes
participantes. La implementacion de la metodologia sustentada en el modelo didactico propicia darle
herramientas a los futuros docentes para ejercer su labor, pues pueden poner en juego ideas abstractas
y resolver problemas, ademas de poder caracterizar representaciones, operaciones, con el fin de

mejorar sus formas de pensamiento y actuacion profesional.



ABSTRACT

Most complex numbers teaching-learning is done from purely deductive approaches, in many cases
starting with definitions or presenting its content as finished knowledge, withholding from the student the
opportunity to build-on and apply the underlying concepts to the complex variable function. This situation

is not foreign to the Mathematics and Physics Bachelor’s degree at Universidad de los Llanos.

This research presents an innovative model for teaching-learning of the complex variable complex
through problem solving, which interlays these theories using three fundamental categories of the
teaching-learning process, as proposed by Leontiev in his Activity Theory: Orientation Phase, Execution
Phase, and Control Phase. Each one has different moments that constitute a dynamic methodology that
follows four steps to know: motivation, acquisition, elaboration, and fixation-application. Each of these
stages has different problems that allow the approach to the concepts through successive

approximations.

In the same sense, the proposed methodology establishes the use of different types of software that
facilitates the visualization of points, lines and subsets, situations used by the participating students. The
implementation of the methodology based on the didactic model provides the tools for future teachers to
carry out their work, since they can put into play abstract ideas and solve problems, besides being able
to characterize representations and operations, in order to improve their thinking and professional

performance.
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INTRODUCCION

Aprender a conocer, a hacer, a convivir y a ser, constituyen pilares basicos del aprendizaje que la
educacién debe crear y desarrollar (Delors, et. al, 1997). Son mdltiples los factores que dificultan el
proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica, entre ellos: la falta de estrategias didacticas,
metodologias, curriculos no retadores, modelos educativos poco préacticos, politicas sociales con

escasa efectividad, concepciones y creencias erréneas, entre otras.

Las investigaciones en educacion matematica, hace mas de 50 afios, han centrado sus esfuerzos en
determinar cémo debe desarrollarse el proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica, en funcién
de lograr la aprehension y asimilacion de los conceptos matematicos y favorecer el proceso de

resolucion de problemas matematicos.

Investigaciones como las de Vinner y Hershkowitz (1980), Tall y Vinner (1981), Grenier (1985), Sfard
(1991), Balacheff (1997), Duval (1999), entre otros, han sentado las bases para una teoria de los
conceptos matematicos, basados en la relacion entre la definicién de concepto y su imagen. En esa
misma direccion, Duval (1999) y Hitt (2001), establecen que para la construccién de conceptos
matematicos no solo se deben presentar actividades con un Unico sistema de representacion, sino que
ademas, se debe plantear el paso contrario entre los distintos sistemas, reiterando que es de esta

manera se favorece la construccion de los conceptos matematicos.

En relacién a la resolucién de problemas, Pélya (1965), Falk (1980), Kilpatrick (1985), Schoenfeld
(1985, 1987, 1994), Mayer (1986), Krulik, S. y Rudnik, J. (1987), Vergnaud (1990), Fridman (1991), De
Guzman (1991, 2001), Garret (1995), Puig (1996), Campistrous y Rizo (1996), Lester y Kehle (2003),
Cruz (2006), Sigarreta (2006), Lesh y de Zawojewski (2007), Sriraman y English (2010), Pochulu y

Rodriguez (2012), entre otros, enriquecen la investigacion, ya que establecen que el uso iterativo de



tecnicismos, como algoritmos, palabras claves, procedimientos, definiciones y memoria del estudiante,
predomina sobre el tratamiento de los conceptos, hecho que impide el planteamiento, anélisis y solucion

de problemas.

Adicional a ello, en dichas investigaciones, se declaran las dificultades que presentan los estudiantes a
la hora de enfrentar un determinado problema y se proponen estrategias, fases y modelos para
favorecer el proceso de resolucion de problemas matematicos; sin embargo, las dificultades dentro del
proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica persisten. Colombia, no es ajena a esta
problematica, situacion que se refleja en los resultados de las pruebas externas (LLECE, PISA, TIMMS,

ver Anexo A) e internas (Saber 3°,5°,9°, Saber 11° y Saber Pro, ver Anexo A).

Dichos resultados se deben a distintos factores entre ellos, la poca habilidad de los estudiantes para
analizar y solucionar problemas (ICFES, 2014). Situacién que pone de manifiesto la necesidad de
asumir e involucrar la resolucién de problemas como método integral en la ensefianza-aprendizaje de la
matematica; es decir, la resolucion de problemas debe ser considerada como transversal a todo el

disefio curricular.

Adicional a ello se debe generar un contexto, en el cual los conceptos y las actitudes hacia la
matematica puedan ser favorecidos; de modo que los estudiantes sean activos en la asimilacion de los
conocimientos y el desarrollo de habilidades y capacidades, en palabras de Ernest (1989) "... la
resolucion de problemas es la vision de las matematicas como un campo en continua expansion
dinamica de la creacion y la invencion humana, un producto cultural... En esta misma medida la
resolucion de problemas para la ensefianza de las matematicas, mejora las actitudes, comprension y

flexibilidad de pensamiento™.

1 Ernest, P. (1989). The impact of beliefs on the teaching of mathematics. Mathematics teaching: The state of the art, p. 249



Fischbein (1990) establece algunas lineas generales que se pueden desarrollar en torno a la formacion
de conceptos, en particular, expone un conjunto de indicaciones para el tratamiento de problemas
relacionados con conceptos matematicos, tales como: el infinito actual y potencial, Teoria de numeros
especificando los irracionales y complejos, entre otros. Se coincide con Falk (2015), cuando asevera:
“...en lo concerniente a un concepto matematico el aprendizaje es un proceso de construccion de
significado del concepto. El proceso de construccion pasa por etapas donde el significado es
construido.... EI proceso de construccion de significado se desarrolla en la actividad de la solucién de
problemas, cada problema nuevo contribuye a mirar el concepto en un nuevo contexto que enriquece Su

significado... permite establecer las relaciones que cumple el concepto con otros conceptos...".

En particular, el porqué del tratamiento del concepto de funcion de variable compleja, se fundamenta en

las siguientes razones:

o El tratamiento de los numeros complejos, determina la continuidad natural de los dominios numéricos;

después de los reales, (Kling, 1972; Sigarreta, 2000).

e Crea las bases sobre el tratamiento de conceptos integradores para la compresién de la matematica,

como los hiperreales e hipercomplejos.

e Las funciones de variable compleja estan presentes en las bases tedricas de toda la matematica

superior y en sus aplicaciones practicas.

De lo antes expuesto se infiere la importancia y necesidad de formar nuevos maestros, que conozcan
los fundamentos tedricos que permitan relacionar, de manera exitosa, la resolucién de problemas

matematicos y la formaciéon de conceptos y, en particular, aquellos especificos asociados con el

2 Falk, M. (2015). “Mathematics and Cognition”. Seminario Pensamiento Matematica y Educacion Matemética. Universidad
Antonio Narifio. 28 de marzo de 2015, p. 6



concepto de funcion de variable compleja. La importancia tedrico- practica del tema tratado, se
corrobora ya que estas tematicas han sido abordadas en eventos cientificos tales como: International
Congress on Mathematical Education (ICME), en el Congress of the European Society for Research in
Mathematics Education (CERME), en la Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education (PME), en las reuniones latinoamericanas de matematica educativa (RELME),
las Conferencias Interamericanas de Educacion Matematica (CIAEM), en Encuentros Colombianos de

Matematica Educativa (ECME), entre otros.

Especificamente, en el ICME (1990), Vergnaud, defini6 los campos conceptuales como conjuntos de
situaciones cuyo andlisis y tratamiento requieren de varios tipos de conceptos, procedimientos y
representaciones simbolicas; concluye que los maestros requieren de una mejor comprension de la
interconexion entre los conceptos, las competencias, los simbolos y situaciones para el desarrollo del

conocimiento matematico a largo plazo.

En el CERME 2013, los trabajos de Fernandez, Rico y Ruiz, indagan sobre los significados del concepto
de limite finito de una funcion en un punto. Mota, Rada y Estarada, resaltan la ensefianza del concepto
de linea tangente. Hausberger, trabaja sobre el concepto de Homomorfismo. Por ultimo, Schlarmann, se
refiere a la comprension conceptual. Se considera que el aporte de estos trabajos cientificos, se dirige a
caracterizar diferentes conceptos matematicos, desde la practica en el aula, sin establecer una

metodologia 0 modelo didactico especifico para el tratamiento de estos topicos.

Buehler (2014) presenta como Girolamo Cardano, adquiere el concepto de numeros complejos,
haciendo una fuerte critica a la teoria del desarrollo conceptual de Christopher Peacocke, estableciendo
la necesidad de enfrentar contraejemplos, tomando la construccion social del conocimiento, como un

marco para la comprension en la adquisicion de conceptos.


http://www.google.com.co/url?sa=t&rct=j&q=&esrc=s&source=web&cd=8&cad=rja&ved=0CGgQFjAH&url=http%3A%2F%2Fwww.uanl.mx%2Fnoticias%2Facademico%2Finicio-el-congreso-internacional-de-educacion-matematica-icme-11.html&ei=SulSUuagOISI9QTznoHAAQ&usg=AFQjCNGh0VVIizK5LoZwHDx8niw7Kl_JaA&sig2=6S_X1T0Ta1qUsFH2T4D0QQ&bvm=bv.53537100,d.eWU

Pardo y Gomez (2007) presentan un estudio sobre la problematica de la ensefianza-aprendizaje de los
numeros complejos, tomando como modelo el de Filloy (1999), denominado Modelos Tedricos Locales
(MTL). Sus resultados establecen que los estudiantes universitarios presentan dificultades e
inconsistencias al responder a diferentes tareas planteadas, mostrando que es aconsejable el uso de la

historia como un elemento para el aprendizaje del nimero complejo.

De Vleeschouwer, Gueudet y Lebaud (2013) realizan una investigacion acerca de la ensefianza-
aprendizaje de los numeros complejos en los primeros cursos universitarios. Presentan diferentes
tareas haciendo uso de diferentes representaciones; concluyen, que existen dificultades en el transito
por estos sistemas y en particular con la representacion geométrica, sugieren que esta ultima requiere
de una ensefianza especifica. En el articulo no se ofrece ningin modelo didactico para solventar o

enfrentar las dificultades encontradas.

Gray y Tall (2001) determinan tres formas de construir conceptos matematicos que han sido utilizadas
en teorias axiomaticas formales: desde la percepcidn de objetos y sus propiedades; desde las acciones
que se simbolizan y sus propiedades; y desde esquemas de actividades y sus propiedades. Sin
embargo, estas tres diferentes formas de construccion del concepto, tienen en comdn su tratamiento,
esencialmente, inductivo. Se considera que dichas formas pueden ser integradas, desde el punto de

vista metodoldgico, a través de un tratamiento dentro del proceso de resolucién de problemas.

En la literatura revisada, se carece de un modelo didactico para la formacion de conceptos de la teoria
de funciones de variable compleja, a través de la resolucion de problemas matematicos. Igualmente en
las investigaciones desarrolladas sobre la ensefianza-aprendizaje de los numeros complejos, en su

mayoria, se trabaja desde enfoques puramente deductivos, partiendo en muchos casos de su definicién



o presentado su contenido como un conocimiento ya acabado, sin permitir al estudiante la construccion

y aplicacion de los conceptos subyacentes al de funcién de variable compleja.

Dicha situacidn no es ajena al programa de Licenciatura en Matematicas y Fisica de la Universidad de
los Llanos; por lo tanto, en ésta investigacion, se realiza un estudio para la elaboracion y aplicacion de
un modelo didactico que favorezca el proceso de formacion del concepto de funcién de variable
compleja, a través de la resolucion de problemas, con estudiantes de quinto semestre de dicha
licenciatura. EI modelo, esta sustentado en los aportes que desde el punto de vista tedrico ha
desarrollado la concepcion dialéctica y que en la practica ha potencializado el Enfoque Histérico Cultural

de Vygotsky.

En la literatura cientifica, son limitados los antecedentes; sin embargo, se han ubicado estudios acerca
de la formacion de conceptos, la resolucion de problemas y la ensefianza-aprendizaje del numero
complejo y de las funciones de variable compleja. A través de la aplicacion de métodos empiricos como
la observacion en clase, encuestas a los estudiantes y profesores y la experiencia de la investigadora,

se pudo constatar como insuficiencias las siguientes:

 Son limitados los conocimientos previos que poseen los estudiantes acerca del numero complejo y por
ende de la funcion de variable compleja.

e Son escasos los sistemas de representacion, para la construccién del concepto de numero complejo y
en consecuencia de la funcion de variable compleja.

oEs limitado, en general, el empleo de métodos que induzcan a la actuacion productiva de los

estudiantes para el dominio de conceptos matematicos.



e Las actividades asignadas en el aula no propician la experimentacién, busqueda y exploracién en el
estudio del numero complejo y el de funcion de variable compleja, donde se logren procesos
metacognitivos.

ela construccion del concepto de funcion de variable compleja, no se introduce a partir de los
conocimientos existentes y de las experiencias en la vida, relacionada con la tematica.

e Se carece de una adecuada integracidn, entre la resolucion de problemas y la formacion de conceptos
para el tratamiento del concepto de funcion de variable compleja.

Las valoraciones anteriores y el estudio teorico inicialmente realizado, permiten determinar la

contradiccion en su manifestacion externa, entre las practicas de aula para la formacion del concepto de

funcion de variable compleja y la aplicacion de un modelo didactico que integre la resolucion de
problemas y la formacién de conceptos en el tratamiento de dicho concepto. La contradiccién conduce
al siguiente problema cientifico de la investigacion: ; Cémo utilizar las potencialidades de la resolucién

de problemas para favorecer el proceso de formacion del concepto de funcion de variable compleja?

El objeto de estudio de la investigacion es el siguiente: el proceso de ensefianza-aprendizaje del
concepto de funcién de variable compleja en el nivel universitario. En funcion de resolver el problema
planteado se propone como objetivo general: elaborar un modelo didactico para favorecer la formacién
del concepto de funcién de variable compleja, a través de la resolucion de problemas. Se precisa como
campo de accion: el proceso de formacion del concepto de funcion de variable compleja a través de la
resolucién de problemas en el nivel universitario. Para el cumplimiento del objetivo, se formulan las

siguientes preguntas cientificas:

¢ ;Qué fundamentos teoricos son necesarios para elaborar una metodologia para favorecer la

formacion del concepto de funcion de variable compleja, a través de la resolucion de problemas?



¢ ; Qué elementos matematicos y metodoldgicos de la resolucién de problemas y el tratamiento de
conceptos matematicos, son necesarios para elaborar un modelo didactico para favorecer la
formacion del concepto de funcion de variable compleja a través de la resolucion de problemas?

¢ ;Qué modelo didactico favorece el proceso de formacion del concepto de funcion de variable
compleja a través del proceso de resolucion de problemas?

e ; Como analizar la viabilidad de dicho modelo didactico en la practica docente?

En aras de dar cumplimiento al objetivo y, en particular, a las preguntas planteadas fueron propuestas

las siguientes tareas de investigacion:

1. Determinar el estado del arte asociado al proceso de ensefianza y aprendizaje de la funcion de
variable compleja.

2. Determinar el mapa conceptual asociado al concepto de funcién de variable compleja, que seran
tratados a través del modelo didactico.

3. Fundamentar epistemolégicamente y mateméticamente los procesos de evolucion y de ensefianza-
aprendizaje de la funcién de variable compleja.

4. Determinar elementos metodoldgicos asociados a la imbricacion entre la resolucion de problemas y
el tratamiento de los conceptos matematicos.

5. Elaborar un modelo didactico para la ensefianza-aprendizaje del concepto de funcién de variable
compleja, a través de la resolucién de problemas.

6. Determinar la viabilidad de un modelo didactico por medio de una metodologia sustentada a través
de un sistema de actividades, que permita la formacion del concepto de funcién de variable
compleja, a través de la resolucién de problemas.

El aporte practico radica en una metodologia sustentada en el modelo didactico, que permite la

formacion del concepto de funcién de variable compleja, a través de la resolucién de problemas



matematicos. La constitucion de herramientas y estrategias para la recoleccion de informacion y
validacion de la propuesta. Adicional a ello, se aporta un sistema de actividades dirigido a la formacién

del concepto de funcién de variable compleja a través de la resolucion de problemas.

El aporte teérico consiste en un modelo didactico de caracter holistico para la ensefianza-aprendizaje
del concepto de funcién de variable compleja mediante la resolucién de problemas matematicos. Es de
destacar el caracter integrador del modelo propuesto, debido a que desde el punto de vista tedrico
ofrece los fundamentos basicos para el desarrollo de futuras investigaciones enfocadas a la formacién

de conceptos matematicos a través de la resolucion de problemas y viceversa.

La tesis consta de introduccion, cinco capitulos, conclusiones, recomendaciones y anexos. En el primer
capitulo se realiza un analisis del estado del arte. En el segundo, se explicitan los fundamentos teoricos.
En el tercer capitulo, se expone la metodologia de la investigacion. En el cuarto capitulo se presenta y
explica el modelo didactico y una metodologia a partir de un sistema de actividades. En el quinto
capitulo se valida el modelo didactico generado y se realiza una valoracién de la implementacion del

sistema de actividades en la practica.



CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

La primera aproximacion al estudio de las funciones de variable compleja, se inicia en el noveno grado
de Educaciéon Béasica Secundaria con la introduccion a los nimeros complejos; por tal motivo es
imprescindible contar con docentes capacitados para poder enfrentar con éxito el tratamiento
metodolégico de los conceptos de ésta tematica. En este capitulo se aborda el estado del arte
relacionado con el tema, el cual se centra en las relaciones entre: formacién de conceptos y la

resolucion de problemas.

1.1. Investigaciones asociadas a las relaciones entre formacion de conceptos y la resolucion de

problemas

Rubinstein (1967) asevera que las representaciones entre mas cercanas estén a la realidad van a ser
mas significativas que si se mantienen invariables a sus caracteristicas y detalles. Adicional a ello las
representaciones no son solo imagenes de un objeto particular, sino la de toda una clase y de sus
anélogos. Para el autor el concepto se da a partir de las representaciones, al igual que no se puede
pensar en imagenes vacias sin tener en cuenta un concepto. En esa direccién D’Amore (Citado por Falk
2015) presenta una especie de paradoja al respecto, donde afirma que no sélo a través de multiples
representaciones se logra el aprendizaje de un concepto, sino que ademas existe una necesidad del

uso de la légica, situacion que es aceptada por la autora de este proyecto.

A continuacion se hace un analisis de algunas de las investigaciones asociadas a las relaciones entre

formacion de conceptos y la resolucion de problemas.
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1.1.1. “Mathematics and Cognition”. Seminario Pensamiento Matematica y Educacion

Matematica3

Falk (2015) expone que “... el aprendizaje de un concepto es un proceso de construccion de significado
cada vez mas apropiado y enriquecido para el concepto, y que en el proceso de solucion de problemas
novedosos, no rutinarios y retadores se logra activar esa construccion, imitando asi procesos historicos
de construccion de significado consequida a partir de la solucion de problemas propios de los intereses
y necesidades de los diferentes periodos historicos y las etapas historicas recorridas™. Es decir para la

autora las representaciones son fruto del entendimiento historico y paulatino de los conceptos.
1.1.2. Didactica de la Matematica e Investigacions

Segun Rico (2000) “La finalidad de la Educacion Matematica se centra en enriquecer y estructurar de
manera adecuada los diversos significados de los conceptos matematicos, superando la aparente
exclusividad de su significacion formal y deductiva™. Criterios estos que se consideran pertinentes para

la construccion del modelo didactico que se presenta.
1.1.3. Una contribucion al debate sobre conceptos y objetos matematicos’

D’Amore (2001) analiza diferentes interpretaciones de los términos “concepto” y “objeto” en matematica,
en la historia de los pensamientos filosofico y psicolégico y en la reciente acepcion “antropolégica”,

donde muestra la necesidad de introducirse en una teoria “pragmatica”. En su estudio, se refiere al

3 Falk, M. (2015) “Mathematics and Cognition”. Seminario Pensamiento Matematica y Educacion Matematica. Universidad
Antonio Narifio. 28 de marzo de 2015.

4 Falk, M. (2015) “Mathematics and Cognition”. Seminario Pensamiento Matematica y Educacién Matemética. Universidad
Antonio Narifio. 28 de marzo de 2015, p. 15.

SRico, L., y Sierra, M. (2000). Didactica de la Matematica e Investigacion.

6 Rico, L., y Sierra, M. (2000). Didactica de la Matematica e Investigacién, p. 4.

7 D’Amore B. (2001). Una contribucion al debate sobre conceptos y objetos matematicos. Uno. [Barcelona, Espafia). 27, 51-
76. Recuperable el 1 de febrero de 2015 de la URL:
http://www.dm.unibo.it/rsddm/it/articoli/damore/402%20contribucion%20al %20debate %20sobre %20conceptos %20y %200bjet
os.pdf
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desarrollo conceptual, donde distingue tres fases: fase de los cimulos sincréticos, caracterizada por la
falta de referencia objetiva; fase del pensamiento por complejos, donde el pensamiento es de modo
objetivo, se reconocen nexos concretos pero no ldgicos ni abstractos; y la fase conceptual, donde se

opera haciendo uso de la capacidad de abstraccion que se tenga.

1.1.4. Aprendiendo matematica desde los conceptos?®

Angel, Polola, Ferandez y Bortolotto (2004) establecen métodos de trabajo en el aula, que segun
exponen, permiten facilitar el proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica, disminuyendo las
dificultades que se presentan en dicho proceso. Estos autores hacen uso de actividades y ejercicios que
conducen a entender el significado de un problema matematico en relacion a los conceptos presentes
en él. Los conceptos elaborados son: Légica - Teoria de conjuntos - Conjuntos Numéricos - NUmeros
Reales - Mddulo - Polinomios - Ecuaciones - Sistemas de Ecuaciones - Inecuaciones - Ecuacion de la
Recta - Relaciones y Funciones. Los autores concluyen que al usar la metodologia propuesta se llegé a
alcanzar y superar ligeramente el rendimiento final de los alumnos en los puntajes de pruebas

generadas en afos anteriores, con respecto a grupos que ya habian tenido otro tipo de instruccion.
1.1.5. La formacion del concepto de funcién en alumnos de educacion media superior®

Flores, Garcia, Velazquez, Hesiquio, Gémez y Gutiérrez (2004) analizan los efectos de diferentes
situaciones didacticas sobre la formacién de dicho concepto. En esa misma direcciéon Gonzalez (2005),
hace referencia a elementos basicos de la ensefianza de conceptos matematicos. Este autor establece

un marco tedrico acerca de la formacién, adquisicion y ensefianza de conceptos matematicos, donde

8 Angel, M. E., Polola, L., Fernandez, G. y Bortolotto, M. (2004). Aprendiendo matematica desde los conceptos. Acta
Latinoamericana de Matematica Educativa Volumen 17, afio 2004.

9 Flores, C., Garcia, G., Gomez, E. J., Gutiérrez, M., Hesiquio, H. N. y Velazquez, S. (2004). La formacion del concepto de
funcién en alumnos de educacion media superior. Acta Latinoamericana de Matematica Educativa — vol. 17. tomado de
http://funes.uniandes.edu.co/6343/1/FloresLaformacionAlme2004.pdf
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tiene en cuenta los siguientes aspectos: naturaleza; funciones; interpretaciones tedricas; clasificacion; y
factores que afectan el proceso de adquisicion. Posteriormente se instituyen estrategias aplicables en la
ensefianza de conceptos y se ofrecen criterios para determinar si un concepto ha sido adquirido o no;
ademas de formular recomendaciones en los procesos de evaluacion de conceptos matematicos. Estos
autores no reconocen los procesos de ensefianza - aprendizaje como un sélo proceso, sino que hacen
énfasis sdlo en la ensefianza, adicional a ello no reconocen el concepto como parte del aprendizaje, ni

como un proceso de construccion de significado del concepto.

1.1.6. Introduccion a los conceptos basicos de funciones mediante el uso de la Resolucion de

Problemas1?

Mena, Rojas y Vindas (2011) establecen estrategias para la formaciéon del concepto de funcién,
mediante la teoria de la resolucién de problemas, apoyada en la utilizacion significativa del contexto y
los intereses de los adolescentes. Los autores construyen una unidad didactica a través de una seccion
de ejercicios con interrogantes sobre las diferencias y semejanzas entre la funcidn y la relacién; con el
fin, que los estudiantes de décimo afio adquieran un conocimiento significativo ligado a su realidad
personal, social, econdmica, entre otras. Cabe destacar que aunque en la unidad didactica se trabaja la

resolucion de problemas para la adquisicion de conceptos, no se establece un modelo didactico.
1.1.7. El aprendizaje de conceptos matematicos desde una perspectiva desarrolladora'?

Garcia, Mora, Martinez y Anarela (2012) analizan los procesos légicos del pensamiento, referente a los

conceptos, a través de un conjunto de proposiciones, determinando asi el caracter desarrollador del

10 Mena, D., Rojas, L. y Vindas, A. (2011). Introduccidn a los conceptos basicos de funciones mediante el uso de la
Resolucién de Problemas. En Memorias del VIl Congreso Internacional sobre la Ensefianza de la Matematica Asistida por
Computadora, Cartago, Costa Rica.

1 Garcia, S., Mora, J., Martinez, A. y Anarela, A. (2012). El aprendizaje de conceptos matematicos desde una perspectiva
desarrolladora. Pedagogia Universitaria, 17(1).
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aprendizaje de los conceptos matematicos. Los autores, revelan una experiencia pedagogica en la cual
plasman un conjunto de indicaciones y precisiones didacticas necesarias para el trabajo con conceptos

y problemas en los ambitos teorico y practico.

1.1.8. Learning to think mathematically: Problem solving, metacognition, and sense making in

mathematics'2

Schoenfeld (1992) en su articulo, desarrolla tres tematicas: la fundamentacion y conceptualizacion del
pensamiento matematico; el analisis de la literatura existente respecto al pensamiento matematico y la
resolucion de problemas; y las nuevas investigaciones acerca de la comprension del pensamiento
matematico. Un elemento a destacar y de importancia para esta investigacion es que el autor considera
la metacognicion, las creencias y la practica matematica como aspectos basicos del pensar

matematicamente.
1.1.9. La educacion matematica: el papel de la resolucion de problemas en el aprendizaje’3

Vilanova; Rocerau; Valdez; Oliver; Vecino; Medina; Astiz y Alvarez (2001) enfatizan acerca del papel de
la resolucion de problemas en el aprendizaje y en general, de la matematica. Estos autores ponen de
manifiesto la importancia de la resolucién de problemas vy justifican el hecho de incorporar la resolucién
de problemas como método integral en la ensefianza de las mateméticas. También indican que la
resolucion de problemas es un proceso que debe ser transversal al curriculo y proveer el contexto en el

cual los conceptos y las actitudes pueden ser aprendidos.

12 Schoenfeld, A. (1992). Learning to think mathematically: Problem solving, metacognition, and sense making in
mathematics. Handbook of research on mathematics teaching and learning, 334-370.

13 Vilanova, S., Rocerau, M., Valdez, G., Oliver, M., Vecino, S., Medina, P. y Alvarez, E. (2001). La educacién matematica: el
papel de la resolucién de problemas en el aprendizaje. OEl. Revista Iberoamericana de Educacion.
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1.1.10. Propuesta metodolégica para aprender a resolver problemas matematicos'

Santiesteban y Rodriguez (2004) proponen una metodologia basada en la resoluciéon de problemas
matematicos para favorecer el aprendizaje significativo de conceptos, haciendo uso de un conjunto de
acciones que propician la asimilacion de los conceptos matematicos que se imparte en la ensefianza
media basica en Cuba. Dicha metodologia estd compuesta por una serie de procedimientos heuristicos
que sirven como base para dirigir desde el punto de vista metodoldgico y heuristico, el proceso de

ensefianza-aprendizaje de la matematica.
1.1.11. La resolucion de problemas: una vision histérico-didactica’s

Sigarreta, Rodriguez y Ruesga (2006) exponen y pretenden demostrar como la matematica se ha
venido desarrollando a la par de los problemas que la misma sociedad ha establecido, siendo la
resolucion de problemas la causa fundamental del desarrollo de la matematica desde una visién
metodoldgica y conceptual. En esa misma direccion se expone que la actividad matematica se centra
en la resolucién de problemas, tomando los aportes del enfoque historico-cultural, desarrollados dentro
de la teoria de la actividad, como una de sus bases teoricas para el desarrollo de la investigacion;

siendo este el sustento en el desarrollo de éste trabajo.

1.1.12. Methodology based on problem solving in the treatment of the concept of limit to
infinity16

Morales, Dolores, Nolasco, Hernandez y Sigarreta (2014) en su investigacion, construyen una estrategia

metodoldgica para la ensefianza-aprendizaje del calculo a nivel universitario, estableciendo procesos

14 Santiesteban, I. y Rodriguez, M. (2004). Propuesta metodolégica para aprender a resolver problemas matematicos. Acta
Latinoamericana de Matematica Educativa Volumen 17.

15 Sigarreta, J., Rodriguez, J. y Ruesga, P. (2006). La resolucion de problemas: una visidn historico-didactica. Boletin de la
Asociacion Matematica Venezolana, 13(1), p. 53.

16 Morales A., Dolores C., Nolasco H., Hernandez J. y Sigarreta J. (2014). Methodology based on problem solving in the
treatment of the concept of limit to infinity. En International Journal of Research in Education Methodology. Volumen 5, N° 1.

15



para la asimilacién del concepto de limite cuando una variable tiende al infinito, basada en elementos
tedricos de la teoria de la actividad, la resolucién de problemas y la formacién de conceptos. La autora
de la tesis comparte estos elementos teoricos los cuales se consideran pertinentes para el modelo

didactico que se propone.

1.2. Investigaciones sobre el proceso de ensefanza-aprendizaje de las funciones de variable

compleja
1.2.1. Una construccion del significado del nimero complejo!?

Martinez y Antonio (2009) realizan una investigacion sobre los procesos de convencion y articulacion
matematica, para la construccion escolar del significado de los numeros complejos, ellos exponen que
este puede ser construido por medio de una secuencia de actividades basada en un analisis historico-
epistemolodgico y de la convenciéon matematica, haciendo uso de polinomios de la forma x»-1= 0. Se
concluye que el significado del numero complejo, en un plano algebraico, puede ser interpretado como
elemento unificador entre el grado de la ecuacién y sus soluciones. También, presentan una mejora en
cuanto a la concepcion que tienen los estudiantes, acerca de que “las raices cuadradas de numeros
negativos no existen™8, situacién que cambié al introducir las operaciones con los complejos,
propiciandolos a la aceptacidn de estos numeros. Estos investigadores asumen como resultado que la
secuencia de actividades es un indicio en la construccion del significado del nimero complejo y sus
operaciones a través del calculo de raices. Ellos dejan a consideracion de los lectores la posibilidad de

mejorar las actividades propuestas y el disefio de una metodologia adecuada.

7 Martinez, G. y Antonio, R. (2009). Una construccion del significado del nimero complejo. Revista electronica de
investigacion en educacion en ciencias, 4(1), 1-9.
18 Martinez, G. y Antonio, R. (2009). Una construccion del significado del nimero complejo. Revista electronica de
investigacion en educacion en ciencias, 4(1), p. 5.
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1.2.2. Transformacién de representaciones de Numeros Complejos del registro grafico al

algebraico: un analisis desde la Teoria de Registros Semiéticos'?

Aznar, Distéfano, Massa, Figueroa y Moler (2010) en su investigacion, realizan un anélisis de las
dificultades que presentan los estudiantes que cursan la asignatura algebra, de la Facultad de
Ingenieria de la Universidad Nacional de Mar del Plata, al expresar algebraicamente las condiciones
que caracterizan a un conjunto de nimeros complejos representados graficamente. Dicha investigacion
se centrd en la teoria de registros semiédticos de Duval; se concluye que es necesario reflexionar sobre
como abordar sistematicamente el trabajo con cambios entre diferentes registros con el fin de favorecer

la conceptualizacion.

1.2.3. Errores asociados a la representacion geométrica-vectorial de los nimeros complejos: un

analisis ontosemiotico20

Distéfano, Aznar, Pochulu (2012) abordan los errores asociados a la representacion geométrica-
vectorial de numeros complejos. En este trabajo se realiza un analisis ontosemiédtico de las dificultades
y errores que se generan, cuando los estudiantes usan distintas representaciones de los numeros
complejos, en un curso de algebra de nivel universitario. Se concluye que la representacion aritmético-
algebraica obtuvo menores dificultades en los estudiantes, comparada con el uso de la representacion

geomeétrica-vectorial que fue deficiente o nula.

19 Aznar, M., Distéfano, M., Massa, S., Figueroa, S. y Moler, E. (2010). Transformacion de representaciones de Nimeros
Complejos del registro grafico al algebraico: un analisis desde la Teoria de Registros Semidticos. Revista de Educacion
Matemética, 25, 1-6.

2 Distéfano, M., Aznar, M. y Pochulu, M. (2012). Errores asociados a la representacion geométrica-vectorial de los nimeros
complejos: un andlisis ontosemidtico. Revista Iberoamericana de Educacion Matematica — Junio de 2012 - NUimero 30- p.62.

17



1.2.4. Complex variables in junior high school: the role and potential impact of an outreach

mathematician?!

Duke, Dwyer, Wilhelm y Moskal (2008) en su articulo incorporan el concepto de variable compleja en los
estudiantes de secundaria en los Estados Unidos, con el objetivo de estimular su interés por las
matematicas y mejorar las habilidades en &lgebra. Los resultados mostraron que la mayoria de los
estudiantes de grado noveno obtuvieron una mejoria significativa, mientras que los estudiantes de
grado octavo avanzaron poco. Dentro de los alcances obtenidos se encuentran el aumento de la
motivacion de los estudiantes hacia la matematica; y que los estudiantes de octavo grado pueden
carecer de los conocimientos fundamentales de matematica y de madurez necesaria para comprender

los conceptos presentados.

1.2.5. Application of Simple Examples in Experiment Teaching about Complex Function and

Integral Transform?22

Yan, Jin, Li, Zhao y Li, (2011) realizan una investigacion en un curso de matematicas para Ingenieria
sobre funciones de variable compleja y transformada. Los resultados de esta investigacion muestran
como el uso de ejemplos reales y relacionados con la experiencia de los estudiantes, permite el logro de
los objetivos de ensefianza centrados en el aprender a través de las aplicaciones de una manera mas

efectiva.
Conclusiones del Capitulo 1

En las investigaciones consultadas se encuentra amplia bibliografia sobre la resolucion de problemas, la

formacion de conceptos, teoria de la actividad, procesos de ensefianza-aprendizaje de los numeros

21 Duke, B., Dwyer, J., Wilhelm, J. y Moskal, B. (2008). Complex variables in junior high school: the role and potential impact
of an outreach mathematician. Teaching Mathematics and its Applications, 27(1), 38-47.

2 Yan, Y., Jin, D, Li, Y., Zhao, H. y Li, X. (2011). Application of Simple Examples in Experiment Teaching about Complex
Function and Integral Transform. In Information Computing and Applications, pp. 364-371. Springer Berlin Heidelberg.
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complejos, variable compleja y funciones de variable compleja. Estas investigaciones permiten a la
autora establecer un marco de referencia en el desarrollo de su trabajo; dichas investigaciones se
centran en primera instancia a la formacion de conceptos; entre ellos Rubinstein (1967) da importancia a
los sistemas de representacion y el uso de ejemplos y los no ejemplos, situacion a la que D’ Amore
(2001) establece que no sélo a través de multiples representaciones se logra el aprendizaje de un
concepto, sino que ademas se necesita de la légica; de igual manera Falk (2015), determina la

importancia del proceso de construccion del significado del concepto y de los problemas retadores.

Otros se centran en la formacion de conceptos de diferentes topicos matematicos entre ellos,
Veladzquez, y otros (2004), Gonzélez (2005); de otra parte investigaciones como las de Schoenfeld
(1992), Rodriguez, Sigarreta y Ruesga (2006), permiten determinar la importancia de la resolucion de
problemas como eje fundamental de las matematicas. En esa misma direccién Morales, y otros (2014),
exponen que la actividad matematica se centra en la resolucion de problemas, tomando los aportes del

enfoque histérico-cultural, desarrollados dentro de la teoria de la actividad

En adicién, autores como Angel, Polola, Fernandez y Bortolotto (2004), Mena, Rojas y Vindas (2011),
Bueno, Mora, Alvarez y Nardin (2012), Vilanova, y otros (2001) y Santiesteban y Rodriguez (2004)
establecen métodos de trabajo en el aula, a través de unidades didacticas o sistemas de actividades
que segun exponen, permiten facilitar el proceso de ensefianza-aprendizaje haciendo uso de la
resolucion de problemas para la formacién de conceptos. Para ellos la resolucién de problemas es un
proceso transversal que proporciona de contexto a los conceptos, con el fin de favorecer el aprendizaje

significativo de estos.

De ofra parte investigaciones relacionadas con la ensefianza- aprendizaje del concepto de funcién de

variable compleja, realizadas por Martinez y Antonio (2009), Aznar, y otros (2010), Distéfano, Aznar,
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Pochulu (2012), Duke, y otros (2008) y Yan, y otros (2011), se enfocan en el significado de los

conceptos, sus dificultades, solucion de problemas y representaciones.

Cabe destacar que en la revisién de la literatura cientifica realizada, se carece de un modelo didactico
que permita la formacion de conceptos de la funcion de variable compleja mediante la resolucion de
problemas; pero aportan en gran medida al planteamiento y puesta en marcha del modelo didactico

propuesto.

20



CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Para el desarrollo de la presente investigacion se tienen en cuenta los siguientes elementos teoricos:
fundamentos filoséficos, psicopedagdgicos del proceso de ensefianza-aprendizaje de la formacién de
conceptos; fundamentos metodoldgicos sobre la formacion de conceptos matematicos; fundamentos
metodol6gicos sobre la resolucidn de problemas y un acercamiento a las funciones de variable

compleja.

2.1. Fundamentos tedricos del proceso de ensefianza- aprendizaje asociados a la formacion de

conceptos

En la conformacién de la metodologia a proponer, se establece como fundamento la filosofia dialéctica,
segun la cual, el ser humano, como ser social, puede modificar aspectos de su personalidad a lo largo
de la vida, por lo tanto, los procesos de ensefianza - aprendizaje influyen en gran medida y de manera

continua sobre el desarrollo integral del estudiante.

Otra corriente filosofica importante, por sus aportes practicos, es la filosofia pragmatica apoyada en lo
fundamental en el instrumentalismo de Dewey y James determinada, como elemento positivo, por el
establecimiento de bases conceptuales asociadas al logro de un determinado objetivo y, como elemento
negativo, el no dar importancia al ser humano como ser social. De otra parte, la filosofia existencialista,
de la que el principal representante es Jean-Paul Sartre, aporta esencialmente, que el ser humano no
puede existir fuera de su propia comunicacion, es decir los procesos metacognitivos son parte

fundamental de la transformacion y desarrollo de la personalidad del ser humano.

El racionalismo, cuyo representante mas conocido es René Descartes, establece estrategias para la
estructuracion deductiva de los conceptos, e incorpora la duda metddica o contradiccion sobre los

conceptos como parte de su proceso de aprendizaje. En adicion, Russell, Moore y Whitehead, en sus
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obras, Principia Mathematica de Russell y Whitehead (1910) y en el Tractatus Logico-Philosophicus de
Wittgenstein (1916) presentan desde su filosofia analitica, una amplia relacién entre la teoria del
conocimiento y las definiciones de los conceptos. Dicha filosofia, se basa en el estudio del lenguaje y el

andlisis logico de los conceptos, estableciendo los fundamentos de los métodos deductivos e inductivos.

De manera general, las diferentes teorias sobre el proceso de formacion de los conceptos, se pueden

estructurar de la siguiente manera:

e Teoria regida por reglas. Segun Bourne (1982), la adquisicion de un concepto se puede aprender
mediante el uso de reglas, haciendo uso de ejemplos positivos o negativos.

e Teoria basada en prototipos o patrones. Rosch (1978), sostienen que la adquisicion de un
concepto se determina con el uso de ejemplos que tengan similitud con uno conocido que
ejemplifique el concepto.

e Teorias probabilisticas. Wattenmaker y otros (1986) establecen que en el aprendizaje de los
conceptos las probabilidades forman parte importante. Para ellos, el sujeto aprende cuando se
enfrenta a nuevos ejemplos, buscando sus caracteristicas, sin tomarlo como definitivo, debido a

que entre mas rasgos hayan en la memoria, el ejemplo sera mas positivo.

Debido al caracter tedrico-practico de las actividades que se plantean, no es posible asumir de manera

completa ninguna de las posiciones explicadas anteriormente.

Por lo antes planteado en la tesis, se asume desde la filosofia la concepcidn dialéctica entendiéndose
como “... teoria y técnica retérica de dialogar y discutir para descubrir la verdad mediante la exposicion

y confrontacion de razonamientos y argumentaciones contrarios entre si"® o también es un “... conjunto

B Oxford dictionaries. (S.F). Dialéctica. En Diccionario Oxford. Recuperado de
http://www.oxforddictionaries.com/es/definicion/espanol/dial%C3%A9ctica
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de razonamientos y argumentaciones de un discurso o una discusion y modo de ordenarlos™.

La concepciodn dialéctica tiene sus propias leyes: la transicion de la cantidad a la calidad y viceversa, y
la negacion de la negacion. Esta ultima “... es una ley muy general, y por ello mismo de efectos muy
amplios e importantes, de desarrollo de la naturaleza, la historia y el pensamiento; una ley que, ..., se
manifiesta en las matematicas,...”?. Este método se puede utilizar en matematica para comprender y

expresar objetos matematicos, sus interrelaciones y su relacién con fenémenos de la vida.

Desde el punto de vista psicopedagogico, se aduce como parte fundamental del desarrollo del modelo

didactico los aportes de la teoria de la actividad, asumiéndose como “... la actividad sensitiva-
perceptual mediante la cual el ser humano entra en contacto con el mundo circundante, experimentando
su resistencia, en tanto se subordina a sus propiedades objetivas™®. Adicional a ello se puede observar
que estas teorias del aprendizaje abandonan todo planteamiento generado desde la posicidn histoérica
de la complejidad de los conceptos, donde un concepto no puede ser la unién de conceptos simples; en

palabras de Falk (2015) “.. los conceptos relacionales, que no estan en las cosas sino en la relacion

entre cosas no pueden ser exhibidos en forma simple por medio de ejemplos ni de no-ejemplos’?’.

Sin embargo en la teoria de acciones mentales, se puede observar que el concepto no refleja todas las
propiedades de un objeto, sino sus relaciones; pues las relaciones no son propiedades de un objeto ni
de un concepto, siendo el concepto la base de la accidn, debido a que el sujeto a través de una serie de

acciones y operaciones fundamentadas en el concepto que tenga, actia de alguna manera sobre el

A Oxford dictionaries. (S.F). Dialéctica. En Diccionario Oxford. Recuperado de
http://www.oxforddictionaries.com/es/definicion/espanol/dial%C3%A9ctica

% Engels, F. (1878). La revolucion de la ciencia de Eugenio Dihring ("Anti-Dilhring") en Centro de Estudios Manuel Enrique.
Chile. Tomado de http://www.archivochile.com/Ideas_Autores/engelsf/engelsde00003.pdf, recuperado el 15 de febrero de
2015, p. 131.

% Fernandez, M. y Ricardo, 1. (2011). Alternativa educativa para el fortalecimiento del sistema de valores del técnico medio
en contabilidad del Centro Politécnico “Osvaldo Socarrés Martinez’. Cuadernos de Educacion y Desarrollo, (28).

27 Falk, M. (2015). “Mathematics and Cognition”. Seminario Pensamiento Matematica y Educacién Matematica. Universidad
Antonio Narifio. 28 de marzo de 2015, p. 5.
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objeto. “De esta forma se eliminan las limitantes que el objeto presenta, haciendo que en la actividad
entren no solo los objetos ideales como las representaciones y los conceptos, sino también las

operaciones que se hacen con y a partir de los conceptos”®

Rubinstein (1967) plantea: “... el concepto abstracto refleja lo universal, pero lo general no agota nunca
lo singular y lo dnico, esto se refleja en la imagen™®, estas ideas conducen a la confirmacion que en el
proceso de pensar se pueden distinguir el pensamiento intuitivo — grafico y el abstracto — tedrico como
dos formas fundamentales o aspectos de un pensamiento integrado. Luego el pensamiento grafico
(sustentado a través de las representaciones visuales) es una forma especifica del pensamiento.
Esclarecer estas ideas es muy importante pues ubica en su justo lugar esta forma del pensamiento y se
constituye en un apoyo importante a aquellas corrientes didacticas que tienden a utilizar los enfoques

gréaficos en el proceso de elaboracién conceptual.

Para el desarrollo de esta investigacion y la implementacion de la metodologia se tuvo en cuenta los
aportes de la concepcion dialéctica, debido a la importancia que tiene la practica humana en la
adquisicion de conocimientos, permitiéndole interactuar con su realidad y convirtiéndola en objeto de
conocimiento. Este enfoque, aporta en la medida en que reconoce que el conocimiento se genera en la
actividad préctica a partir de la accién, la cual no se genera de manera individual, sino en la relacién con

la sociedad, donde juega un papel importante los conocimientos culturales.

Uno de los mayores aportes a la investigacion se centra en el enfoque historico-cultural de Vygotsky
(1995), fundamentada en la zona de desarrollo proximo. Vlygotsky, diferencia entre el nivel de desarrollo
real 0 zona de desarrollo actual, determinada por el conjunto de actividades que el sujeto puede hacer

por si mismo, sin recurrir mas que a sus conocimientos previos, y sin la ayuda de alguien que sepa mas

28 | eontiev, A. (2005). The Genesis of Activity. Journal of Russian and East European Psychology. 43, (4), p. 63.
29 Rubinstein, S. (1967). Principios de Psicologia General. Edicién Revolucionaria. La Habana.
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en relacién al problema o tema; con el nivel de desarrollo potencial 0 zona de desarrollo potencial, esta
determinado por el nivel de conocimientos que el sujeto podria alcanzar al interactuar con los medios de

instruccion de la sociedad o la ayuda de otras personas versadas en el tema.

De esta manera Vygotsky, define la zona de desarrollo préximo (ZDP), como la zona entre el nivel de
desarrollo real o actual, determinado por la capacidad de resolver independientemente un problema, y
el nivel de desarrollo potencial, determinado a través de la solucién de problemas bajo la guia de otro

sujeto que conozca sobre el tema.

La importancia de la ZDP, en el desarrollo de la investigacion, se fundamenta en la significatividad que
le da a los conocimientos ya existentes y en lo que el sujeto puede aprender, y que Vygotsky relacion6
estrechamente con su ley de la doble formacién de las funciones psicologicas (Vygotsky; 1988), segun
la cual toda funcién psicologica en la conciencia del sujeto aparece dos veces, primero en el plano
social o plano interpsicolégico, y luego en el plano individual o plano intrapsicolégico. Es decir, la
atenciéon, la memoria y la formulacion de conceptos, surgen primero en un ambito social o

interpsicolégico para después surgir gradualmente en un ambito personal o individual.

Teniendo en cuenta el enfoque histérico cultural de Vygotsky y su ZDP, como eje fundamental en el
desarrollo de los conceptos, debido a que a través de la interaccion de los individuos, es posible pasar
de procesos psicoldgicos elementales (PSE) a procesos psicoldgicos superiores (PSS). Un ejemplo de
ello es cuando un sujeto se enfrenta a un problema matematico, no siempre se desarrolla de manera
individual, sino que también, es parte de la actividad social mediadora que se desprende de las tareas

sociales de un grupo.

Desde la perspectiva de Vygotsky, el desarrollo del proceso que el sujeto ejerce sobre los objetos de

conocimiento, estd enmarcado por la teoria de la actividad de Leontiev, y mas allé por la teoria de la
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formacion de las acciones mentales por etapas de Galperin (1956). Este Ultimo desarrolla un proceso de
instrumentacion de la teoria de Vygotsky, donde establece una secuencia de etapas que se concatenan
para la asimilacion del conocimiento, proceso que se desarrolla en el sujeto como consecuencia de sus

acciones, y que esta directamente relacionado con su experiencia y su entorno social.

La teoria de la actividad aplicada al proceso de ensefianza-aprendizaje, establece que el conocimiento
es el resultado de la actividad que el sujeto determina sobre los objetos. “Saber siempre significa saber
realizar una u otra actividad o las acciones realizadas con ella”®. Eso lleva a considerar que, cuando el
sujeto se acerca a los objetos de conocimiento, lo hace mediante las estructuras mentales que ha
adquirido en su desempefio, su experiencia previa y social. No obstante, éstas no bastan para asimilar
el conocimiento necesario que permita determinar al objeto o resolver un problema, se necesita,

ademas, que el sujeto actue sobre los objetos, mediante las herramientas o signos socioculturales.

Cuando los estudiantes se enfrentan a los objetos de conocimiento impuestos por el profesor, o la
realidad social, fundamentan su analisis en la accioén que sobre los objetos determinan. El término
accién no se refiere necesariamente a algo fisico, la accion puede ser mental, es decir, sobre una

ecuacién, una palabra, una grafica de una funcion, entre otras.

La accion como unidad de analisis forma parte del sujeto y precede al conocimiento. Al respecto
Tallizina (2000) establece que el proceso de asimilacion del conocimiento o de internalizacion del
conocimiento se entiende: “... como el proceso mediante el cual el sujeto, a través de sus acciones,
pasa de los elementos de la experiencia social a la experiencia individual’'. Es decir, si los elementos
de la experiencia social pasan a ser parte de la experiencia individual, entonces las acciones que el

sujeto ejerce sobre los objetos estan en su forma externa o materializada y pasan, mediante un proceso

30 Talizina, N. y Karpov, Y. (2000). Psicologia pedagégica. México, Universidad Autonoma de San Luis Potosi. p. 21.
31 Talizina, N. y Karpov, Y. (2000). Psicologia pedagdgica. México, Universidad Autonoma de San Luis Potosi. p. 32.
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por etapas, a la forma interna o psicoldgica; a este proceso Galperin (1992) lo denominé proceso de

interiorizacion.

Desde luego, las acciones que ejerce el sujeto determinan sobre el objeto de conocimiento un sistema
de operaciones que le ayudan a realizar su accidn. Estas operaciones constituyen la busqueda y
reconocimiento de las relaciones, elecciones, similitudes o categorias entre los distintos elementos que

constituyen un objeto.

La accion y la operacion son conceptos relativos, es decir, la accion se puede constituir en una
operacion durante la ejecucion de otra accion y, reciprocamente, una operacion se puede constituir en
una accion cuando esta determina la unidad de andlisis. Cada una de estas acciones constituye una
unidad fundamental de analisis que, sin embargo, puede pensarse como constituida de otras, es decir,

cada parte de la accion se puede convertir en una accién independiente (Tallizina, 2000).

De lo anterior, se puede aseverar que el sistema de acciones, que cambia la forma de la accion del
sujeto; comienza con un sistema de acciones, que se fundamenta en los conocimientos previos, el
grado de abstraccion y la experiencia social que el sujeto tiene sobre el objeto de conocimiento. Luego,
a partir de mas acciones (generadas por él y que transitan por un conjunto de etapas), el sujeto
trasciende a otra forma de la accién, que le da la posibilidad de alcanzar el objetivo que determina la

asimilacion del conocimiento y sus acciones.

Por lo tanto, en el sistema de actividades que se proponen en esta investigacion, se establecen
procesos de dosificacién de las actividades cognitivas para alcanzar el objetivo de la ensefianza
mediante una adecuada orientaciéon de la accion. En este proceso se le proporciona al estudiante
elementos necesarios, informacién, tareas a realizar, objetivos, entre otros, para que se lleve una

eficiente accion y, con ello, se logre alcanzar los objetivos planteados; en palabras de Leontiev (1983)
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“... la estructura especifica de la actividad cognitiva es determinada por las necesidades y por los
motivos, el objetivo, las condiciones y los medios que se tienen para alcanzar los objetivos y las

acciones...”2.

Los conceptos ya formados y desarrollados proporcionan, de maneras diferentes, la formacion de
conceptos nuevos. Los conceptos permiten estructurar adecuadamente y significativamente los
conocimientos que se deben aprender, para ampliar, reorganizar, corregir, entre otras, las estructuras

conceptuales que ya posee el estudiante.

Los conceptos, que ya existen ayudan a la resolucién de problemas en los que las proposiciones y
propiedades deben ser comprobadas o refutadas y en algunos casos reformuladas. Los conceptos ya
construidos en una ciencia son imprescindibles para la formacion de nuevos conceptos y para realizar

los procesos de generalizacion y desarrollo de estos ultimos.

Muchos conceptos matematicos surgen como resultado del proceso de formacion de conceptos de
diferentes ciencias y constituyen modelos de conceptos aparentemente muy disimiles. Esta es una
funcion muy importante de algunos conceptos matematicos, que puede ser utilizada en los procesos de

integracion de conocimientos.

Una funcién cognitiva indirecta de los conceptos, es la de proporcionar relaciones con otros conceptos
que puedan utilizarse como modelos de relaciones entre objetos de los cuales ellos son patrones. Entre
los conceptos pueden existir determinadas relaciones, entre las cuales estan las siguientes: concepto

superior; concepto subordinado (Subconcepto) y conceptos colaterales.
2.2. Fundamentos metodolégicos asociados a la formacion de conceptos matematicos

A partir de lo antes expuesto, se estudia el concepto como el reflejo mental generalizado de una clase

32 L edntiev, A. (1983). Teoria psicoldgica de la actividad. Seleccion de Obras de Psicologia, 2, pp. 94-261.
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de objetos, procesos o relaciones de la realidad (objetiva o subjetiva) sobre la base de sus
caracteristicas esenciales (necesarias y suficientes) e invariantes. Mientras que la definicién de un
concepto se debe entender como la expresion verbal o escrita del concepto. Asi, se sintetiza que la
matematica se fundamenta en los conceptos, relaciones y operaciones, queriendo decir que su
ensefianza-aprendizaje se centra en el estudio de los conceptos de objeto, conceptos de relacion y
conceptos de operaciones, asociados esencialmente al pensamiento abstracto basado en conceptos,

juicios y razonamientos.

Uno de los aspectos metodoldgicos més representativos de la teoria de Vygotsky y que esta
estrechamente ligado al proceso de la internalizacion de los conocimientos en el sujeto, es el concepto
de ZDP; para ello hay que considerar, en primer lugar, el Nivel de Desarrollo Real o Zona de Desarrollo
Actual en el sujeto, en segundo lugar, se debe considerar el Nivel de Desarrollo Potencial o Zona de
Desarrollo Potencial. También se considera en la formacion de conceptos la ley de la doble formacion
de las funciones sicologicas, la teoria de la actividad de Leontiev (1983) y la teoria de las acciones

mentales de Galperin.

La relacién Sujeto-Objeto (S-0), puede ser entendida de dos maneras complementarias. En la teoria de
la actividad de Leontiev (1983), se establece la relacion mediadora mediante Necesidad-Actividad-
Necesidad (N-A-N). En este proceso la relacion dialéctica Sujeto-Objeto, comienza mediante una
necesidad en el sujeto, lo que conlleva a una actividad, lo que a su vez determina una nueva necesidad;
eso lleva a establecer la continuidad en el proceso de la asimilacion del conocimiento. En cambio,
aunque en la teoria de la formacion de las acciones mentales por etapas de Galperin, también se
establece la relacion dialéctica Sujeto-Objeto, mediante los signos y herramientas socioculturales, es

mediante la relacién N-A-N, que se entiende la asimilacion del conocimiento; es decir, Galperin parte del
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supuesto de que es la actividad del sujeto la que establece una necesidad y, con ello, se llega,

nuevamente, a otra actividad.

El proceso de asimilacion en el sujeto comienza cuando éste actla sobre los objetos de conocimiento,
mediante un sistema acciones que, a su vez, es determinado por las fases basicas por donde trascurre
la actividad. Segun la teoria de la actividad las mismas son: (1).-Etapa de Orientacién, (2).-Etapa de
Ejecucion (3).-Etapa de Control. En particular, la asimilacion de un concepto (como actividad), segun
Galperin (1995), transita a lo largo de una sucesion de fases, que de forma general se pueden
reconocer en cinco etapas, mediante las cuales, la accion se transforma de su forma material o
materializada a su forma verbal interna. En esta teoria el proceso de asimilacion del conocimiento, esta
determinado, por el cambio de las caracteristicas basicas de la accion, la forma de la accion, el grado
de generalizacion, el grado de despliegue, el grado de independencia y el grado de asimilacion o
domino. Notese que las fases propuestas por Galperin estan en relacion directa con los elementos

basicos de la Teoria de la Actividad.

Para Galperin (1995) la formacién de conceptos se realiza en cinco etapas, las cuales son tenidas en
cuenta en la formulacién de las caracteristicas de los problemas que estan presentes en la etapa de

integracion de la metodologia:

e Orientacidn. En esta fase juega un papel esencial la motivacion hacia la actividad. Existen
ciertas formas basicas de motivacion. Una de ellas es plantearle al sujeto un conjunto de

actividades asociadas con sus intereses cognitivos y su nivel de conocimiento.

Luego, para una aproximacion exitosa al proceso de asimilacién, es necesario garantizar una
planificacién sustentada en la Base Orientadora de la Accion (BOA). Es en esta etapa que se

debe determinar toda la informacion necesaria, para que el sujeto pueda realizar una accion
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optima. En el caso del profesor, especializado en lograr un proceso de asimilacion del
conocimiento optimo, debera presentar al estudiante, lo mas detalladamente posible, el
contendido del sistema de acciones y mostrarle un esquema que le indique los medios y las

estrategias con las cuales se pueda alcanzar el objetivo.

Material o materializada de la accion. Al inicio de la ejecucion de la accion los estudiantes
deben conocer los objetos involucrados en las actividades o temas en discusion. El manejo de
los objetos no es precisamente manual, sino que puede ser mediante los simbolos o dibujos
que los representan. En esta fase de ejecucion de las acciones, los estudiantes pueden utilizar
esquemas para determinar las caracteristicas esenciales de los objetos involucrados en el

tema.

Perceptiva de la accion. En este momento el estudiante establece una imagen sensorial del
objeto y de las acciones que determina sobre ellos, es una etapa intermedia entre la forma de la

accién material o materializada y la forma interna verbal de la accion.

Verbal Externa de la accidn. En esta fase de la formacion de las acciones y los conceptos, la
accién gradualmente se va interiorizando, pasa de la forma perceptiva a la forma verbal
externa. Esto comienza cuando las acciones del sujeto pasan del plano interpsicolégico al plano
intrapsicolégico, es decir, cuando expresa sus acciones en voz alta, como hablando

introspectivamente, pero luego su leguaje se vuelve interno e interioriza su accién.

Verbal Interna de la accion. En esta etapa de la formacion de los conceptos mediante las
acciones mentales, se tiene que el sujeto ya interiorizd la accién, es en esta forma que las
funciones psicoldgicas superiores de la conciencia se constituyen en un instrumento que actta

sobre los conceptos y determina una actividad que ya no es propia de la actividad fisica del
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sujeto.
2.2.1. Niveles en la formacion de conceptos

A partir de lo analizado en el subepigrafe anterior, se pone de manifiesto que los conceptos no se
forman en el ser humano de manera inmediata, sino que, son el resultado de un proceso que puede
estructurarse, para su estudio, en tres niveles: (1). Analisis-Abstraccion, (2). Discriminacion-
Identificacién y (3). Sintesis-Concrecidn. Estos son conocidos como los niveles de desarrollo de los
conceptos y que, dependen directamente de la actividad, es decir, de las acciones que el sujeto realiza

sobre los objetos, de su experiencia, nivel de abstraccion y generalizacion.

En el primer nivel de formacion de un concepto, Analisis-Abstraccion, el sujeto analiza los grupos o
conjuntos de objetos en funcion de sus propiedades comunes, es decir, busca las caracteristicas o
rasgos que estan presentes en todos los objetos; luego determina cuales de esas caracteristicas son
esenciales, con lo cual, agrupa las propiedades de los objetos y, con ello, a los objetos mismos. De ello
se deduce que el individuo, determina grupos hechos a base de un criterio subjetivo, que depende
directamente de su experiencia y abstraccion en relacion a la situacion de analisis. El sujeto al
determinar grupos de objetos, forma conjuntos mas complejos y elaborados, basandose en el analisis

de las propiedades de los mismos.

No obstante, no siempre es posible analizar todos los elementos de un conjunto, bien porque no es
posible su manipulacion o porque constituyen una infinidad; por ello, el sujeto debe considerar las
propiedades comunes y esenciales de un numero reducido de elementos, y abstraer las propiedades
del objeto, es decir, prescinde de las demas, quedandose con las caracteristicas o propiedades
esenciales. En este nivel se hace efectiva la clasificacion de los objetos y se determina cuéles son sus

propiedades esenciales, o sea, se abstraen.
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Segun Mazén y Fabelo (s.f) “El contenido y la extension del concepto, guardan una intima relacion:
cuanto mas amplio sea el contenido del concepto, mas estrecha sera su extension y viceversa. Esta se
denomina Ley de la Légica Formal de Razén Inversa entre la extension y el contenido del concepto’s,
Por su parte Gorski, Tavants, (1970, citado por Mazon y Fabelo, s.f) plantean que “entre dos conceptos
existe una relacion de subordinacion, cuando entre los contenidos y las extensiones de tales conceptos
existe la siguiente dependencia: los caracteres esenciales del primer concepto, constituyen solo una
parte de los caracteres esenciales del segundo, el cual, posee ademas de dichos caracteres algunos
otros; la extension del segundo concepto, en cambio, cae por completo dentro del campo del primero
como parte del mismo. Al concepto de mayor extension se le llama concepto superior y el de extension
menor concepto subordinado™4. Mediante un proceso de abstraccién se determina el contenido del
concepto, es decir, las caracteristicas propiamente dichas que especifican al objeto. No obstante, estas
caracteristicas se pueden extender a una coleccién de objetos, esto es, lo que se entiende por

extensién del concepto.

La operacion de clasificacién, permite al sujeto determinar los conceptos colaterales que son conceptos,
que tienen algunas caracteristicas del concepto X, pero no todas. Con ello, se tiene que, el concepto Y
es colateral del concepto X, si Y esta conectado mediante relaciones de pertenencias, es decir, si
algunas propiedades de los elementos de Y, son parte de las propiedades que definen a los elementos

de X.

Un concepto subordinado, establece nuevamente una jerarquia, que la misma clasificacion de los

objetos determina, el concepto subordinado Y, subyace a la clasificacion que determina la clase de los

33 Avila, A. (s.f). Una propuesta para la asimilacion de conceptos matematicos a través del Aprendizaje Significativo.
Recuperado el 20 de febrero de 2015 de la URL: http://casanchi.com/did/asimicon01.pdf. p.1.
3 Avila, A. (s.f). Una propuesta para la asimilacion de conceptos matematicos a través del Aprendizaje Significativo.
Recuperado el 20 de febrero de 2015 de la URL: http://casanchi.com/did/asimicon01.pdf. p.2.
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objetos a los que se refiere el concepto X. De forma similar, se puede pensar, a su vez, que el concepto

X es subordinado de otro Z, y por ello se dice que Z es un concepto superior a X.

En el segundo nivel, Identificacién-Discriminacion, el sujeto determina cuéles de las propiedades, y
cuales no, que ha establecido en el proceso de analisis-abstraccion (nivel anterior), pueden extenderse
al resto de los elementos de un conjunto, es decir, identifica o discrimina las propiedades a la totalidad
de los elementos del conjunto. Con ello, el sujeto determina una interpolacion por medio de la cual,
establece las propiedades que son comunes en un numero reducido de objetos a la totalidad de los
elementos del conjunto. Es en este nivel que, el lenguaje retrospectivo, desarrollado por el sujeto,
determina la actividad mediadora, entre el pensamiento y el proceso de formacién del concepto, por
medio del cual, se deducen e inducen las propiedades fundamentales a la totalidad de los elementos

del conjunto.

En el tercer nivel de la formacidn de los conceptos, Sintesis-Concrecion, el sujeto ha determinado las
caracteristicas esenciales, la estructura o el sistema de la totalidad de los elementos que constituyen un
conjunto, llevando todo ello a una vinculacién sujeto-objeto que esta determinada, nuevamente, por las
herramientas y los signos socioculturales. Entonces, es en éste ultimo nivel de la formacién de los
conceptos, que el sujeto sintetiza el proceso y puede construir una definicién, utilizando para ello el
leguaje, hablado o escrito, que le da coherencia a las propiedades fundamentales de los elementos de
un conjunto. Si no fuera asi, el sujeto, tendria que construir todos los conceptos cuando los necesite,
mientras que, con las definiciones el proceso se reduce a una expresion verbal o escrita que puede ser

utilizada en la construccion de nuevos conceptos.

Este proceso de formacién de los conceptos, depende directamente de las acciones del sujeto, de su

actividad, ya sea fisica o intelectual, y transita por una serie de formas que determinan su

34



generalizacion y abstraccion y se transforma pasando de una forma externa a una forma interna en el
sujeto, es decir, de una forma material a una interpsicologica o interiorizada. Durante la ensefianza-
aprendizaje es necesario, para implementar las actividades que estas conduzcan a los objetivos, donde
se especifique el objeto de estudio. Es mediante el objeto de estudio y el nivel de abstraccion y
generalizacion de los estudiantes, que se determina la via de formacion del concepto, que puede ser

mediante un tratamiento inductivo o deductivo.

Para la via inductiva, en la formacién de los conceptos, se establece la siguiente metodologia®: (a).
Mediante la actividad mediadora del sujeto se parte de casos o ejemplos particulares reconocidos de
entre una variedad de objetos, es decir, de lo particular a lo general. (b). Se determinan clases de
equivalencia mediante las caracteristicas comunes de los objetos observados. (c). El sujeto identifica el

concepto y establece la relacion con la totalidad de los objetos para llegar al concepto y a su definicion.

Para la via deductiva en la formacion de los conceptos, se establecen las siguientes etapas: (a). Se
parte de la definicidén del concepto o de una generalidad de objetos. (b). Se establece el contenido y la
extension del concepto. (c). Se establece la relacidn explicita de la definicién con las caracteristicas
esenciales del objeto. Esto lleva al sujeto de lo general a lo particular y a la determinacion del concepto

u objeto.

Sin embargo en el proceso de integracion de la metodologia propuesta a partir del modelo didactico, se
tienen en cuenta no sélo la via inductiva y deductiva, sino ademas una via mixta, la cual permite que
mediante el analisis del tipo de objeto, su evolucidn historica, la relacion con otros conceptos, entre

otras caracteristicas, sea una alternativa de introducir el objeto.

Un elemento a destacar dentro de la teoria de Galperin (1956), es plantear los elementos basicos que

35 Ballester y otros (1992). Metodologia de la ensefianza de la matematica, tomo 1. La Habana. Pueblo y Educacion.
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deben tener las actividades propuestas para lograr el objetivo. Primero, el grado de generalizacion, que
requiere el planteamiento de actividades en funcion de la habilidad a desarrollar y teniendo en cuenta
las condiciones en donde se va a desarrollar. Segundo, el grado de desarrollo, permite la comprension

de la légica de la accion, y el porqué de la misma.

Segun Lopez y Pérez (2009) “El estudiante es capaz de explicar verbalmente, y cuando él explica a
otro, garantiza que la accion sea consciente™, Tercero, el grado de independencia, en un inicio la
accion avanza de la etapa compartida, es decir, que se realiza con la ayuda del que ensefia, hasta que
llega a ser ejecutada de forma independiente (sustentado en la ZDP). Galperin (1956), propone distintos
tipos de orientacion, que dependen del “... grado de generalidad, despliegue e independencia™’ de la

actividad a desarrollar y de las acciones a ejecutar.

En este trabajo se considera lo planteado por Mederos, Sigarreta, Kakes, y Mederos, (2014), que se
estd en presencia de una primera aproximacion al concepto, cuando se cumplen las siguientes

condiciones:

1. Se ha determinado una clase C de propiedades esenciales (Contenido del concepto) y que
caracterizan a los objetos asociados con el concepto.

2. Se han construido objetos que satisfacen los rasgos esenciales y objetos que no satisfacen estos
rasgos.

3. Se han agrupado en otra clase E (Extension del concepto), todos los objetos que satisfacen los

rasgos esenciales.

3% | dpez, V. y Pérez, A. (2009). Aspectos fundamentales de la teoria de formacién por etapas de las acciones mentales y los
conceptos de P. Ya. Galperin. Recuperable el 11 de febrero de 2015 de la URL:
http://www.bibliociencias.cu/gsdl/collect/libros/index/assoc/HASH2{88.dir/doc.pdf, p. 5.
37 Lopez, V. y Pérez, A. (2009). Aspectos fundamentales de la teoria de formacion por etapas de las acciones mentales y los
conceptos de P. Ya. Galperin. Recuperable el 11 de febrero de 2015 de la URL:
http://www_bibliociencias.cu/gsdl/collect/libros/index/assoc/HASH2f88.dir/doc.pdf, p. 5.
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4. Se utiliza un simbolo lingUistico para designar al par (E, C), o sea, para designar al concepto; y

se realiza una definicion del mismo.

Cuando en el proceso de ensefianza-aprendizaje de un concepto matematico se parte de una definicién
(via deductiva para la formacion del concepto), es necesario que se disefien actividades para que los
estudiantes comprendan, que el concepto consta de contenido y de extension; y que ademas, la
operacion definicion establece una relacion de subordinacién del concepto definido con el concepto de
partida. Cuando se ha formado un concepto, solamente se conoce un conjunto finito de los objetos de
su extension, mediante una de sus representaciones, y muy pocas propiedades del contenido. Por lo
tanto, al realizar el proceso de formacidn, se conoce cuantitativamente muy poco; sin embargo,

cualitativamente, el resultado alcanzado es significativo.

Una segunda aproximacion, mas completa a un determinado concepto, se alcanza entre otras, cuando

el profesor trabaja en las direcciones siguientes:

e Laampliacion cuantitativa y cualitativa de la coleccion de objetos conocidos de la extension.

e Elaumento del numero de representaciones de la clase con que se materializan los objetos de la
extension.

e La deduccion de nuevas propiedades de los objetos de la extension, lo cual se logra en el nivel
abstracto utilizando el aparato légico deductivo de la matematica.

e La deduccidén de otras propiedades para sub-colecciones de objetos de las extensiones de
conceptos resultantes de clasificaciones y restricciones del concepto.

e Ladeterminacién de lo que hay de semejante y diferente en los objetos de las extensiones de los

conceptos resultantes de las clasificaciones realizadas.
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e El establecimiento de relaciones significativas con otros conceptos; en particular, mediante
diferentes tipos de mapas.

e Larealizacion de cadenas de clasificaciones, generalizaciones y restricciones del concepto.

Para lograr el objetivo anterior dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje de la matematica, en
ocasiones, los profesores dan prioridad, en la mayoria de los casos, a la determinacién de nuevas
propiedades de los objetos de la extension, mediante el establecimiento de condiciones necesarias y

suficientes, necesarias o suficientes o, no se trabaja en otras direcciones.
2.3. Fundamentos metodolégicos sobre la resolucion de problemas

Es perentorio para este trabajo, una definicién que aclare el significado de la expresion problema,
puesto que a partir de su uso generalizado es cuando comienzan a surgir contradicciones acerca de o
que diferentes autores quieren significar cuando la utilizan. EI significado del término problema, de
manera comun es usado para exponer una situacion, de la cual se busca inferir o determinar un

resultado a partir de ciertos datos.

Pero, cuando se habla de problemas, para los dedicados a la ensefianza de la matematica, el
significado se extiende; por tanto, si se pretende realizar un analisis profundo de la definicion de
problema, hay que investigar la dimension psicopedagogica y particularizar en el punto de vista de la
Didéactica de la Matematica (Sigarreta, 2012). Se hara el analisis basado en las palabras de Hadamard
(1945), cuando expreso: “.. este asunto envuelve dos disciplinas, Psicologia y Matematica, y requerira
ser tratada adecuadamente en ese orden, por ambos, tanto por el psicdlogo como por el matematico.

Por la falta de esta composicion, el asunto ha sido investigado por los matematicos por un lado y por los
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psicélogos por el otro..."38

Dentro de la metodologia de la matematica, existen diferentes acepciones con respecto a lo que es un
problema. Algunas investigaciones muestran que los profesores relacionan el concepto de problema
con los de ejercicio y tarea, al igual que confunden el problema en la ensefianza con el significado

general que se le da al mismo.

La definicion de problema ha sido abordada por diferentes investigadores. En este campo se destacan:
Pélya (1965), Kilpatrick (1967), Martinez (1981), Majmutov (1983), Rohn (1984), Kantowski (1981),
Schoenfeld (1985,1992); Mayer (1986), Krulik y Rudnik (1987); Rico (1988), Fridman (1991), Sénchez
(1995), Garret (1995), English y Halford (1995), Labarrere (1996), Campistrous y Rizo (1996), Alvarez
(1996), Puig (1996), Cobo y Fortuny (2000), Socas (2001); Koichu, Berman y Moore (2003), Lesh y
Harel (2003), Lester y Kehle (2003), Cruz (2006), Lesh y de Zawojewski (2007), y Sriraman y English

(2010), Pochulu y Rodriguez (2012).

Kantowski (1981) plantea que un problema “... es una situacion que difiere de un ejercicio en que el
resolutor de problemas no tiene un proceso algoritmico que lo conducira con certeza a la solucion™e.
Por su parte Palacios y Zambrano (1993) aducen que: “El problema puede ser definido como cualquier
situacion, que produce por un lado un cierto grado de incertidumbre y, por otro lado, una conducta

tendente a la busqueda de su solucion™o0,

Campistrous y Rizo (1996) definen problema como ... toda situacion en la que hay un planteamiento

inicial y una exigencia que obliga a transformarla. La via de pasar de la situacion o planteamiento inicial

3% Hadamard, J. (1945). The mathematician’s mind: The psychology of invention in the mathematical field. Princeton
University Press: New Jersey, p.1.

39 Kantowski, M. (1981). Problem solving. Mathematics education research: Implications for the, 80, 111-126, p. 111.

40 Palacios, C. y Zambrano, E. (1993). Aprender y ensefiar ciencias: una relacion a tener en cuenta. Proyecto Principal de
Educacion en América Latina y el Caribe. Bol, 31, p. 52.
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a la nueva situacion exigida tiene que ser desconocida y la persona debe querer realizar la

transformacion™.

Aunque en la definicion dada por Palacios y Zambrano (1993) y la de Campistrous y Rizo (1996), se
observa una cierta relacion en el significado que se le atribuye a los términos utilizados, se entiende que
la de Campistrous y Rizo (1996) es mas completa, pues explicita de una manera directa los elementos

esenciales de la definicion.

En este mismo sentido, Labarrere (1996), sefiala que “... un problema es determinada situacion en la
cual existen nexos, relaciones, cualidades de y entre objetos que no son accesibles de forma directa o
indirectamente a la persona; ... es toda relacion en la cual hay algo oculto para el sujeto, que éste se

esfuerza por hallar2.

Para Polya (1981) “Tener un problema significa buscar de forma consciente una accion apropiada para
lograr un objetivo claramente concebido pero no alcanzable de forma inmediata™3. Por su parte Krulik y
Rudnik (1987) establecen que un problema es “... una situacion, cuantitativa o de otra clase, a la que se
enfrenta un individuo o un grupo, que requiere solucion, y para la cual no se vislumbra un medio o

camino aparente y obvio que conduzca a la misma™4,

De Guzman (2007) ofrecen una definicién, que es la que se asume en esta tesis, la cual posee

elementos comunes a la dada por Pdlya (1965), pues establece que se “... tiene un verdadero problema

41 Campistrous, L. y Rizo. C. (1996). Aprende a resolver problemas aritméticos. Proyecto TEDI. La Habana: Pueblo y
Educacion. p. 9.

42 L abarrere, F. (1996). Pensamiento. Analisis y autorregulacién de la actividad cognoscitiva de los alumnos. La Habana:
Pueblo y Educacién. p. 6.

43 Pdlya, G. (1965). Como plantear y resolver problemas. México: Ed. Trillas. p. 28.

44 Krulik, S. y Rudnik, J. (1980). Problem solving: a handbook for teachers. Boston: Allyn and Bacon . p. 4.
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cuando me encuentro en una Situacion desde la que quiero llegar a otra, unas veces bien conocida

otras un tanto confusamente perfilada, y no conozco el camino que me puede llevar de una a otra™>.

Al analizar estas ultimas definiciones se encuentran elementos que son de suma importancia para hacer
una presentacion diafana de problema escolar, lo que permite un acceso linguistico—conceptual de
mayor precision en la elaboracion de los problemas y que los profesores reconozcan cuando estan
realmente en presencia de ellos. A manera de conclusion, puede decirse que aunque existe una gran
diversidad de criterios acerca de los problemas, los autores antes mencionados no se contradicen; en

este sentido segun Sigarreta (2012), los rasgos fundamentales de cada uno de ellos establecen:
e La existencia de condiciones iniciales o finales que exprese la necesidad de transformacion.

e Lavia que permite pasar de una situacion a otra debe ser desconocida o, al menos, no ha de ser

inmediatamente accesible.

e Debe existir el estudiante que quiera resolverlo, teniendo presente que lo que puede ser un

problema para uno puede no serlo para otro.

e Que el estudiante disponga de los elementos necesarios para realizar la transformacion: nivel de

conocimientos, habilidades y motivacion.

A continuacion se realiza un estudio desde las posiciones asumidas por los diferentes autores a la hora
de establecer las clasificaciones de los problemas matematicos; para ello, se desarrolla una
clasificacion sobre la base de la formacion del tratamiento de los conceptos matematicos. Todos los
autores parecen estar de acuerdo en que un elemento fundamental para dirigir el proceso de

ensefianza aprendizaje de la resolucion de problemas, es que tanto el profesor como el estudiante

45 De Guzméan, M. (2007). Ensefianza de las ciencias y la matematica. Revista Iberoamericana de educacion, (43), pp.19-58.
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sepan en presencia de qué clase de problemas se encuentran; en esta direccion se tienen algunas

clasificaciones.

Evidentemente, todos los esfuerzos estan dirigidos al trabajo con los problemas matematicos que se les
proponen a los estudiantes en el ambito escolar, especialmente inmersos en el proceso de ensefianza
aprendizaje de la matematica. Es claro que la clasificacion mas generalizada y conocida por los
profesores de matematica en la actualidad, es la clasificacién por area del conocimiento: problemas de
matematica, fisica, quimica, etcétera, y otros que no estan dentro de ningun area, conocidos como

problemas de razonamiento l6gico.

Esta en boga, clasificar los problemas dentro de tres grandes campos, por ejemplo los analizados por

Palacios y Zambrano (1993):

e  Segun el campo del conocimiento implicado:

Esta dado por la diferencia entre los problemas que se plantean en la ensefianza de la ciencia y
aquellos que tienen lugar en la vida cotidiana. En el primer caso lo importante no es la obtencion de la
solucién, sino mas bien el proceso para llegar a ellas. En cambio, ocurre lo contrario en los problemas

cotidianos.

e  Segun el tipo de tarea:

Se pueden dividir en problemas cualitativos y problemas cuantitativos. Se entiende por problemas
cualitativos, aquellos que en su resolucidén no se precisa recurrir a determinaciones numéricas, y se
resuelven de forma verball/escrita, normalmente se cifien a la interpretacion cientifica de fendmenos
reales. Por el contrario, los problemas cuantitativos, necesitan de calculos numéricos, ecuaciones y de

los datos en el enunciado.
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“

También Falk (2015) clasifica los problemas en “... novedosos, no rutinarios y retadores...”8. Esta
clasificacion es la que se asume en el desarrollo de la investigacién, pues es el enfoque de la
Universidad Antonio Narifio en las Olimpiadas Colombianas de Matematica y se tiene en cuenta para

las actividades propuestas.

La importancia de la resolucion de problemas se establece en el trabajo de Blanco (1991), debido a que
ésta se genera en cuatro direcciones: como objetivo de aprendizaje (saber resolver problemas), como
actividad docente (clases dedicadas a la solucién de problemas), como instrumento de aprendizaje

(aprender resolviendo problemas) y como elemento evaluador (los problemas en los exdmenes).

En la literatura analizada no se ha logrado establecer algun tipo de clasificacion de problemas en
relacion con la formacién de conceptos matematicos, sin embargo en los trabajos de Brousseau (1986),
Labarrere (1987), Ballester (1992), De Guzman (1991, 2001), Lester y Kehle (2003), Cruz (2006),
Sigarreta (2006), Sriraman y English (2010), Falk (2015), entre otros, se determinan algunas pautas

para el tratamiento de problemas en la formacién de algunos conceptos.

Dados los aportes de los autores anteriores, se propone en la tesis una clasificacion que determina un
sistema de problemas para la formacion de conceptos, asumiendo como sistema “un conjunto de
elementos cuya interaccion produce la aparicion de nuevas cualidades integrativas, no inherentes a los

componentes aislados que constituyen el mismo™’.

Los autores antes citados también aportan definiciones sobre resolucion de problemas. En la tesis se
asume lo expresado por Pélya (1965), el cual asevera que: “... resolver un problema es encontrar un

camino alli donde no se conocia previamente camino alguno, encontrar la forma de sortear un

46 Falk, M. (2015). “Mathematics and Cognition”. Seminario Pensamiento Matematica y Educacion Matematica. Universidad
Antonio Narifio. 28 de marzo de 2015, p. 15.
47 Afanasiev, V. (1979). El Enfoque sistémico Aplicado al Conocimiento social. Ciencias Sociales, 35 (1), 31-47, p.10.
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obstaculo, conseguir el fin deseado, que no es consequible de forma inmediata, utilizando los medios

adecuadoss”.

Schoenfeld, citado por Sriraman y English (2010), plantea que en la resolucion de problemas en el aula

es necesario:
e Desarrollar la habilidad para utilizar estrategias que se vinculen con el contexto.

e Fomentar en los estudiantes estrategias meta-cognitivas para que se apropien del contenido

matematico.
e Mejorar las creencias que tienen los estudiantes acerca de su entorno.

Estos criterios son compartidos y se consideran en el desarrollo de los problemas que conforman el

sistema de actividades.

De igual manera, para resolver problemas, se requiere trabajar mucho con éstos, estudiarlos a
profundidad y analizar las distintas posibilidades que permiten enfrentar su solucion. En la actualidad se
han desarrollado diferentes metodologias para analizar la resolucién de problemas, una de éstas es la
que comprende la resolucién de problemas como un proceso; dentro de esta posicion, aparecen los
trabajos de Lester (1982) en los que se expresa que es “... el proceso de coordinacion de la experiencia
previa, conocimientos e intuicion, y un intento de determinar un método para resolver una situacion cuyo

resultado nos es desconocido.”®

Por su parte Labarrere (1988) plantea que: “La resolucion de un problema no debe verse como un
momento final, sino como todo un complejo proceso de bisqueda, encuentros, avances y retrocesos en

el trabajo mental. Este complejo proceso de trabajo mental se materializa en el analisis de la situacion

48 Polya, G. (1965). Como plantear y resolver problemas. Ciudad México: Editorial Trillas.
49 | ester, F. (1982). Teaching problem solving: What, why y how. Dale Seymour Publications, p. 58.
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ante la cual uno se halla: en la elaboracion de hipdtesis y la formulacion de conjeturas; en el
descubrimiento y seleccion de posibilidades; en la prevision y puesta en practica de procedimientos de

solucion™o.

Para la puesta en practica del procedimiento de solucion se necesitan estrategias de resolucion de
problemas. Varios son los investigadores que aportan diferentes estrategias, entre los que se destacan:
Dewey (1933), Polya (1965), Uprichard, Phillips y Soriano (1984), Schoenfeld (1985), Mayer (1986),
Maza (1991), Fridman (1991), Mayer (1991), De Guzman (1991), Campistrous y Rizo (1996), Sriraman
y Engish (2010), Pochulu y Rodriguez (2012), entre otros. En esta tesis se asume la estrategia

propuesta por Polya (1965), el cual tiene las siguientes fases:
e  Orientacién hacia el problema.
e Trabajo en el problema.
e  Solucion del problema.
e Evaluacién de la solucion y de la via.

En aras de lograr resultados en el aula se realiza un analisis de cada una de estas fases segun
Ballester y otros (1992), donde son valoradas y se explicitan ciertas preguntas heuristicas, para guiar el

trabajo de los estudiantes durante la resolucién de problemas:

e  Orientacién hacia el problema: es basica y fundamental en la resolucion del problema, se propicia
“... la busqueda del problema o motivacion, el planteamiento del problema y la comprension del

problema™!. En aras de guiar el trabajo del estudiante, de ser necesario el docente puede

50 Labarrere, A. (1988). La solucion y la formulacidn de problemas como forma de contribuir al desarrollo de habilidades y al
pensamiento matematico. Material mimeografiado. Ciudad de la Habana, Cuba, p. 86.

51 Ballester, S. y otros (1992). Metodologia de la ensefianza de la matemética, Tomo |. La Habana: Pueblo y educacion. p.
411,
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realizarle las siguientes preguntas heuristicas, con el objetivo de lograr comprension del
problema planteado: ;qué se desea buscar, o sea cual es la incognita?, ¢ qué datos les ofrece el

problema?, ; qué condiciones brinda el problema?, entre otras.

Trabajo en el problema: en la fase se enfatiza “... la precision del problema, el andlisis del
problema y la busqueda de la solucién™2. Se le propone al docente realizar preguntas heuristicas
como: jes parecido o semejante a un problema conocido?, ;ha visto el mismo problema
planteado en forma ligeramente diferente?, ;es de su conocimiento alguna propiedad o teorema

que le pueda ser Util?, jconsideras que necesitas introducir algun elemento auxiliar?, entre otras.

Solucion del problema: se precisa “... la realizacion del plan de solucién y la representacion de la
solucién”®, Para lograr el desarrollo de esta fase de forma independiente en los estudiantes, el
docente de ser necesario les formula las siguientes preguntas heuristicas: ¢ es posible comprobar
cada uno de los pasos al ejecutar su plan de la solucion?, ; le es factible verificar claramente que

el paso es correcto?, entre otras.

Evaluacion de la solucién y de la via: se realiza la comprobacion del problema, en su enunciado.
En esta fase el docente puede hacer las siguientes preguntas heuristicas: jes factible verificar el
resultado?, ;es posible lograr el resultado de otra manera? ;es posible utilizar el resultado o el

método en algun otro problema?

52 Ballester, S. y otros (1992). Metodologia de la ensefianza de la matematica, Tomo I. La Habana. Ed. Pueblo y educacién.
p. 413y 414,
53 Ballester, S. y otros (1992). Metodologia de la ensefianza de la matematica, Tomo |. La Habana. Ed. Pueblo y educacién.

p. 420.
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2.3.1. Problemas reto o retadores

Pérez (2004) plantea que los problemas retadores “... son problemas que invitan al estudiante a pensar
auténomamente, a indagar, a cuestionar, a razonar y a explicar su razonamiento”*. También aduce que
‘los problemas retadores exigen la integracion de conceptos relacionados y el establecimiento de nexos
con otras areas de la matematica (argumentos y elementos), se pretende lograr un dominio y una
comprension profunda de la matematica elemental sin tratar de extender los conocimientos de los
estudiantes hacia conceptos propios de la matematica superior’s. La autora de esta investigacion
comparte estos criterios sobre problemas retadores que son tenidos en cuenta en el sistema de

actividades sustentado a partir de la metodologia, como una categoria del modelo.

Por otra parte los problemas retadores abren las puertas “... al estudiante para razonar, investigar,
conjeturar, comprobar y demostrar,...” Estos problemas abarcan diferentes tematicas de la
matematica escolar y universitaria, de tal forma que su uso en el proceso de ensefianza aprendizaje de

la teoria de funciones de variable compleja enriquecen sus conceptos.

Los fines de la resolucién de problemas, también constituyen el proposito de los problemas retadores.

Los problemas reto se dirigen a:
e  “Hacer que el estudiante piense productivamente.
e Desarrollar su razonamiento.

e Ensenarle a enfrentar situaciones nuevas.

54 Pérez, F. (2004). Olimpiadas Colombianas de Mateméticas para primaria 2000 - 2004. Bogota: Universidad Antonio
Narifio.

5% Pérez, F. (2004). Olimpiadas Colombianas de Matematicas para primaria 2000 - 2004. Bogota: Universidad Antonio

Narifio.

5% Pérez, F. (2004). Olimpiadas Colombianas de Mateméticas para primaria 2000 - 2004. Bogota: Universidad Antonio

Narifio.
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e Darle la oportunidad de involucrarse con las aplicaciones de la matematica.
e Hacer que las clases de matematica sean mas interesantes y desafiantes.
e  Equiparlo con estrategias para resolver problemas.

e  Darle una buena base matematica”.s’

El pensamiento en los estudiantes se desarrolla con los problemas retadores y viceversa, y éstos a la

vez son una fuente de motivacion para el trabajo en el aula.

De otra parte, la presente investigacion establece un modelo didactico que esta dividido en acciones, de
tal manera que se analiza el proceso de resolucion de problemas de la manera mas objetiva y
exhaustiva posible, y su imbricacion con el proceso de formacién del concepto de funcién de variable

compleja.
2.4. Aproximacion tedrica-conceptual a las funciones de variable compleja

El propésito fundamental de este epigrafe, es realizar una aproximacion a los temas que se abordan en
esta investigacion con el objetivo de obtener un acercamiento a la formacion de conceptos relacionados

con de la teoria de funciones de variable compleja (ver Figura 1).

57 Resoluciéon de problemas. Documento electronico. Recuperado el 1 de noviembre de 2015 de la URL:
http:www2minedu.gob.pe/digesutp/formacioninicial/
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Numeros complejos
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Trazado de curvas
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EXONENCIAL
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INVARIANZA BAJO
FUNCIONES
COMPLEJAS

Figura 1. Conceptos asociados al concepto de funcion de variable compleja.
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Conclusiones del Capitulo 2

El marco tedrico de la tesis esta dado por los fundamentos filoséficos que la concepcidn dialéctica
ofrece, el enfoque histérico-cultural de Vygotsky (1995) en sus fundamentos psicopedagogicos.
Metodologicamente por la teoria de la actividad de Leontiev (1983) y la formacion de conceptos de
Galperin (1995); las cuales permiten enriquecer y determinar la estructura y puesta en escena del
modelo en la practica. Cabe destacar, que en cuanto a la resolucién de problemas, se toma como base
el trabajo realizado por Pélya (1965) y De Guzman (2001), con quienes la autora concuerda en la
definicién de problema, categorizacion y resolucion. Los fundamentos matematicos tienen en cuenta no
solo el concepto y definicion de funcidn de variable compleja sino ademas, los conceptos subordinados,

colaterales y superiores, subyacentes a este.
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CAPITULO 3. DISENO DE LA METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

En este capitulo, se asume el paradigma de investigacion que sustenta la tesis, ademas es donde se
precisa la poblacion y la muestra. También se valoran los diferentes métodos a nivel teérico y empirico
(Instrumentos y técnicas aplicadas), asi como los métodos estadisticos, utilizados en el analisis de los

resultados.
3.1. Tipo o enfoque de investigacion

Este estudio se ubica en el paradigma de investigacion cualitativo-interpretativo. Una de las
caracteristicas de este enfoque es el estudio de casos, por considerarlo una alternativa metodologica
que propende por la observacion, interpretacion y andlisis de escenarios culturales naturales, para su

comprension y posterior transformacion (De Almeida, 2004).

Para Cohen y Marion (Citado por De Almeida, 2004), “... el investigador de estudio de casos observa las
caracteristicas de una unidad individual (sea ésta un individuo, grupo de individuos, una institucion o
comunidad)8. El propdsito de tal observacion seria analizar intensamente el fenémeno para establecer
generalizaciones acerca de la poblacién a que pertenece tal unidad. Lo fundamental es que los
fendmenos en estudio se encuentran intrinsecamente conectados; de lo contrario no es posible hablar

de un caso.

Este trabajo, se basa en un estudio de caso de tipo unico, descriptivo, donde se tiene en cuenta que se
describe la situacion observada dentro de un grupo de estudiantes de quinto semestre de la licenciatura
en matematicas y fisica de la Universidad de los Llanos, cuando se enfrentan a tareas enfocadas a la
formacion de conceptos de la teoria de funciones de variable compleja, a través de la resolucion de

problemas.

% De Almeida, F. (2004). El estudio de casos en la investigacion de educacion de personas adultas. In Investigacion y
préctica en la educacion de personas adultas (pp. 41-60). Nau Llibres.
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3.4. Poblacion y muestra

La poblacion esta integrada por los estudiantes de la Licenciatura en Matematicas y Fisica de la
Universidad de los Llanos y la muestra son 10 estudiantes de quinto semestre, perteneciente al curso

electivo variable compleja, Il periodo del afio 2016.
3.5. Métodos, técnicas e instrumentos utilizados

En esta investigacion se combinan métodos y técnicas de investigacion cientifica, en un nivel teorico y

empirico, haciendo uso de los siguientes métodos teoricos:

Historico-logico: se emplea con el fin de valorar la evolucion y desarrollo del proceso de ensefianza-
aprendizaje de la funcion de variable compleja, la resolucion de problemas y la construccion de

conceptos matematicos.

Analisis-Sintesis: se utiliza en todo el proceso de investigacion, tanto en los fundamentos teéricos,
como en el analisis de los resultados del estudio inicial, relacionado con la construccidn del concepto de
funcion de variable compleja, lo que permite interpretar, sintetizar los resultados, elaborar conclusiones

y generalizaciones.

La modelacion y el método sistémico-estructural: se utilizan en la elaboracion del modelo y la
metodologia, establecida por la imbricacién, entre la formacion de conceptos y la resolucion de

problemas, puestos en escena a través del sistema de actividades.
Del nivel empirico fueron empleados:

La observacion participante: para obtener informacion sobre el objeto de la investigacién en clases y
otras actividades docentes. Se tuvo en cuenta la informacion recogida en videos teniendo en cuenta las

intervenciones de los estudiantes durante las actividades desarrolladas.
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Encuesta: a los estudiantes para determinar la zona de desarrollo real, las experiencias de ellos en la

resolucion de problemas y algunas caracteristicas de la personalidad (ver Anexo B).

Los métodos matematicos estadisticos se utilizan para el procesamiento de la informacion obtenida, a

través de los métodos y técnicas del nivel empirico, durante el desarrollo de la investigacion.
Conclusiones del Capitulo 3

La presente investigacion se ubica en el paradigma de investigacion cualitativo interpretativo, mediante
un estudio de caso unico descriptivo teniendo en cuenta que se describe la situacion observada dentro
de un grupo de estudiantes de quinto semestre de la Licenciatura en Matematicas y Fisica de la

Universidad de los Llanos perteneciente, al curso electivo variable compleja del periodo Il del afio 2016.

Dentro de los métodos y técnicas de investigacion se tienen las siguientes: a nivel teorico; el historico-
l6gico, analisis-sintesis, la modelacion y el meétodo sistémico-estructural. A nivel empirico; la

observacion participante, encuestas, entrevistas y los métodos matematicos estadisticos.

Estos instrumentos y métodos propios de la investigacidn, permiten a la autora establecer el modelo, la

metodologia y el sistema de actividades.
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CAPITULO 4. MODELO DIDACTICO Y METODOLOGIA PARA LA FORMACION DEL CONCEPTO

DE FUNCION DE VARIABLE COMPLEJA

En la consecucion del modelo didactico se tiene en cuenta en primera instancia, los fundamentos
filosoficos, psicologicos y matematicos descritos en el Capitulo 2, ademas de los referentes tedricos que
se tienen acerca de los modelos didacticos. A continuacién se presenta una descripcién de los

elementos y funcionamiento de dicho modelo.
4.1. Modelo didactico en el proceso de enseifianza-aprendizaje

El termino modelo, en un sentido generalizador Miller (1998) lo define como “... un sistema concebido
mentalmente o realizado de forma material que, reflejando o reproduciendo el objeto de la investigacion,
es capaz de sustituirlo de modo que su estudio nos dé nueva informacion sobre dicho objeto™®. Existe
una amplia tipologia de modelos, abordada por Nufiez (2003), la autora de esta tesis dado su objeto de
estudio, se adscribe a los modelos didacticos. Entre las definiciones existentes de modelos didacticos

se encuentran las siguientes:

Sierra y Alicia (2002) aducen que el modelo didactico es una “Construccion teérico formal que basada
en supuestos cientificos e ideoldgicos pretende interpretar la realidad escolar y dirigirla hacia
determinados fines educativos™0. Por su parte Jiménez (1991) plantea que: “Los modelos didacticos
son una representacion de una realidad, son adaptables, son organizadores de la actividad, que han de
servirnos para la reflexion sobre la practica, son dinamizadores de conocimientos practicos y tedricos y

son documentos validos para el analisis de la evaluacion del sistema, desde los ambitos mas lejanos a

59 Miller, J. (1998). The psychology mathematical. Princenton University Press, Princenton.
60 Sierra, S. y Alicia, R. (2002). Modelacién y estrategia: Algunas consideraciones desde una perspectiva pedagégica. La
Habana: Pueblo y Educacion. p. 317.
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la macroplanificacién hasta las mas proximas como son el de la actividad cotidiana en el aula’’. Ambas
definiciones hace referencia a la relacién directa entre el modelo y la realidad, donde se propicia la

actividad; pero ésta representacion sélo permite evaluarla.

Escalona (2007) plantea que “... un modelo didactico es una abstraccion del proceso de ensefianza-
aprendizaje, o parte de este, que fundamentado tedricamente permite interpretarlo y establecer nuevas
relaciones en funcioén de lograr perfeccionar dicho proceso™?. Este autor lo considera estrechamente

relacionado con el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Sigarreta (2001) aduce que “Un modelo didactico es una concepcion sistematica que, en el plano de la
ensefianza y del aprendizaje, estructura una determinada practica dentro del proceso docente
educativo, para incidir en la formacion integral de la personalidad del estudiante™3. Esta definicion se
refiere a la concepcion teorica, sin embargo, la autora de esta tesis considera que esta definicion no
permite abarcar de manera estructural el desarrollo practico de un modelo didactico; por esta razén se
plantea como modelo didactico, “la estructuracion sistémico-practica del proceso de ensefianza-

aprendizaje, para incidir en la formacion integral del estudiante”.

En la tesis se asume los rasgos generales del modelo, dados por De Armas, Lorences y Perdomo

(2003), que también son distintivos de los modelos didacticos, estos son:

e |Interpretacidn del objeto de investigacion que aporta nuevos conocimientos respecto a sus

caracteristicas, propiedades y relaciones esenciales y funcionales.

61 Jiménez, B. (1991). Los sistemas y modelos didacticos. En A. Medina y M. Sevillano (coords.): Didactica-adaptacion. El
curriculum. Fundamentacion, disefio, desarrollo y evaluacién. Madrid, UNED (24 éd.), pp. 705-733.

62 Escalona, M. (2007). El uso de recursos informaticos para favorecer la integracion de contenidos en el area de ciencias
exactas del preuniversitario. 2007. Tesis de doctorado no publicada. Instituto Superior Pedagogico “José de la Luz y
Caballero”, Holguin. p. 65.

63 Sigarreta, J. (2001). Incidencia del tratamiento de los problemas matematicos en la formacion de valores. Tesis de
doctorado no publicada. Universidad de Ciencias Pedagégicas José de la Luz y Caballero, Cuba, p. 78.
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e  Construccion tedrica que interpreta, disefia y reproduce simplificadamente la realidad.
e  Caracter sintético, intensivo, pues describe una estructura concreta.

e Intermediarios entre los presupuestos teéricos y el ambito de la practica cientifica.

e Elinvestigador modifica el aspecto dinamico del desarrollo del objeto.

o Elobjeto real se traduce abreviado y sintéticamente.

o  Se refiere al aspecto més interno del objeto.

Enfatiza en el planteamiento de una nueva interpretacién del objeto.

Se aduce las funciones de los modelos, dadas por De Armas, Lorences y Perdomo (2003), que son
propias de los modelos didacticos: ilustrativa, traslativa, sustitutivo-heuristica, extrapolativo-
pronosticadora y transformadora. La funcion transformadora, juega un papel significativo en el ambito

del proceso de ensefianza - aprendizaje, pues se dirige hacia la busqueda de mejoras educativas.

Como caracteristicas de los modelos didacticos, se especifican las siguientes: adaptabilidad,

optimizacién, organizadores del proceso, y utilidad teérica, investigadora, tecnoldgica y préactica.

De Armas, Lorences y Perdomo (2003) plantean que los modelos poseen ciertas caracteristicas
generales, las cuales estan presentes en los modelos didacticos, a decir: referencia a un criterio de uso,
indicacion de su grado de terminacion e indicacion sobre su grado de cerramiento (abiertos — cerrados).
También estos autores aducen que los modelos abiertos (como los didacticos) presentan otras

caracteristicas especificas, como son:

e Capacidad de aproximarse al funcionamiento real del objeto (Validez y confiabilidad).

e Elinvestigador modifica el aspecto dinamico del desarrollo del objeto.
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e Capacidad para incluir los cambios que se operan en la realidad (Utilidad y permanencia).
e Capacidad referencial. Dar cuenta de la dependencia que tienen respecto al sistema social en el

que se inserta.

A continuacion se explican las tres fases en la que se estructura el modelo didactico teniendo en cuenta

las fases de Leontiev.

4.2. Modelo didactico para la formacion del concepto de funcion de variable compleja mediante

la resolucion de problemas

La propuesta de modelo didactico que se presenta, considera las tres categorias fundamentales del
proceso de ensefianza-aprendizaje, determinadas por Leontiev en su teoria de la actividad, a saber:
Fase de Orientacion, Fase de Ejecucién y Fase de Control. Cada una de ellas posee diferentes

momentos que constituyen parte de la metodologia y por ende del modelo a desarrollar.
4.2.1. Fase de orientacion

En esta fase se cristalizan las bases para la generacién de tareas concretas, se precisan las tacticas
para la puesta en practica de la actividad. En ella el profesor reflexiona sobre el proceso de ensefianza-
aprendizaje, ademas de las intenciones no s6lo académicas, sino formativas en las cuales desea que el
estudiante se encuentre inmerso; donde determina las diferentes estrategias y metodologias propias
para alcanzar los objetivos planteados. Para su concrecion se encuentra subdividida en:

4.2.1.1. Etapa de fundamentacion: Se presenta con el fin de establecer y proporcionar al docente las
bases fundamentales sobre las cuales reposa el modelo didactico: filosofica, psicopedagdgica y

matematica (ver Figura 2).
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Figura 2. Etapa de fundamentacion.

Base filosoéfica: en el desarrollo de las clases y mas aun en la aplicacién de talleres o actividades se ve
reflejada una concepcion filoséfica del docente hacia las matematicas; asi como de la educacién
matematica; lo que determina a su vez sus fundamentos psicopedagdgicos, adquiridos por influencias
externas (docentes, padre de familia) o internas (crianza, lecturas), que influyen de manera directa en el

proceso de ensefianza-aprendizaje.

En este sentido, se tienen en cuenta los aportes que la concepcion dialéctica ofrece a la educacién,
como fundamento filoséfico; debido a que sus aportes estan dirigidos al desarrollo integral de la

personalidad y considera que el hombre determina y es determinado por la sociedad.

De lo anterior, se puede aseverar que el desarrollo del conocimiento esta influido en gran medida por la
practica y por las relaciones socioculturales en las que se desarrolla; es decir su origen se encuentra en

la realidad objetiva.

Otra de las razones, es que da respuesta al caracter universal y singular, que conduce a la separacion
entre el concepto y la subjetividad, al darle importancia al concepto como una forma singular de reflejo

de los objetos, de las cosas del mundo material y de las leyes universales de su movimiento.

Base psicopedagoégica: Los elementos fundamentales de la teoria psicolégica de Vygotsky, permiten

sustentar y alcanzar los objetivos propuestos del modelo. ElI conocer dichos elementos propicia
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comprender la metodologia propuesta y llevar a cabo el sistema de actividades en las condiciones que
el modelo lo amerita. También, bajo el constructo del enfoque historico cultural de Vygotsky, es posible
comprender los elementos psicopedagdgicos esenciales de la teoria de la actividad de Leontiev, asi
como la teoria de la formacion por etapas de las acciones mentales de Galperin, por medio de las

cuales se plantea la concrecidn y control del modelo didactico.

Dado que la matematica tiene su origen en la realidad objetiva, su desarrollo y metodologia puede ser
presentada mediante la teoria de la actividad y las leyes de la Dialéctica, donde el uso de conceptos

matematicos esta ligado a la formalizacion o internalizacion con que estos se reflejen en la realidad.

Base matematica: la fundamentacion matematica establece no sélo los contenidos matematicos, como
es el caso de las funciones de variable compleja; sino que ademas, facilita los fundamentos en cuanto a
la formacién de conceptos matematicos y la resolucion de problemas. La relacién existente entre los
conceptos matematicos y la realidad objetiva, pone de manifiesto, por una parte, que no hay identidad
funcional entre el concepto matematico y los objetos del mundo material que reflejan, pues el conjunto
de propiedades y rasgos de cualquier objeto es mucho mas amplio, que el de cualquier concepto que se
tenga del mismo. La objetividad de los conceptos esta precisamente en su origen, porque se forman
como modelos de objetos del mundo real; sin embargo, son subjetivos por la forma de su existencia,

pues existen en nuestra mente.

Bajo esta hipotesis se tiene, que para formar el concepto, el estudiante identifica caracteristicas del
objeto, donde utilice su representacion grafica, que es determinada por la forma perceptiva de la accion,
por ello la necesidad de establecer qué conceptos y problemas son necesarios para lograr asimilar los

nuevos. Por lo cual, se determinan los conceptos subordinados, colaterales y superiores, en el
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establecimiento del modelo didactico. Reflexionando acerca de las funciones de variable compleja se

determinan algunos conceptos que son necesarios para formarlo como se muestra en la Figura 1.

4.2.1.2. Etapa de Planeacion: En la etapa de fundamentacién se desarrollan las bases tedricas, que
sustentan el modelo, esenciales a la hora de establecer el diagndstico, los objetivos, los métodos de
ensefianza y la organizacion de las actividades a desarrollar, debido a que orientan vy tipifican la etapa

de planeacién (ver Figura 3).

BASES TEORICAS

!

5 DIAGNOSTICO
8

}

e OBJETIVOS

Figura 3. Etapa de planeacion.

Diagnéstico: este estadio hace referencia al conocimiento por parte del docente de las condiciones
previas del estudiante, para enfrentarse a nuevos conceptos y contenidos referentes a funciones de

variable compleja (ver Figura 4).

Estrategias Zona de

resoluciéon de Desarrollo

problemas Real (ZDR)
DIAGNOSTICO

Cualidades Motivacion e
dela intereses

personalidad

Figura 4. Diagnéstico.
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El poder determinar la zona de desarrollo real (ZDR), las cualidades y actitudes e intereses de los
estudiantes hacia la matematica y en especial hacia las funciones variable compleja, es fundamental en
el éxito de todo proceso de ensefianza- aprendizaje, pues estos son determinantes en los logros o
fracaso de los objetivos que se formulan. Por lo tanto, un diagnéstico de tipo integral es necesario en el
modelo. Es en esta etapa donde se logra determinar si los estudiantes tienen los conceptos,
proposiciones, relaciones y procedimientos necesarios para poder alcanzar o formular nuevos

conceptos como el de funcién de variable compleja.
Para el estudio del diagndstico se tienen en cuenta las siguientes caracteristicas:
1. Zona de desarrollo real y potencial:
a. Nivel actual de conocimientos matematicos (nimeros complejos).
b.  Nivel potencial de los conocimientos matematicos (funcién de variable compleja).
2. Resolucién de problemas.
c. Estrategias para la resolucion de problemas.
d.  Uso de recursos heuristicos.
e. Uso de la tecnologias de la informacién y las comunicaciones (TICs).
3. Motivacién e intereses.
a. Intereses cognitivos.
b. Experiencias matematicas (aplicaciones y resolucion de problemas).
c. Intereses o preferencias Matematicas.

d. Necesidades cognitivas.
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4. Cualidades de la personalidad de los estudiantest, calidades que seran potencializadas a través

de las actividades y de la instruccion planteada.
a. Perseverancia.
b. Seguridad en si mismo.
c. Creatividad.
d. Responsabilidad.
e. Toma de decisiones.
f.  Responder por sus actos.
g. Critica y autocritica.
h. Forma de trabajo en equipo.
i.  Formas de trabajo individual.

Objetivos: los objetivos establecen las metas que se pretenden lograr con la implementacion del
modelo y por ende del proceso de ensefianza- aprendizaje establecido. El objetivo, impulsa no solo al
estudiante, sino al maestro en la consecucion de los mismos. De igual manera permite evaluar y tener

control sobre los diferentes momentos y etapas del modelo didactico.

En este proceso se tienen en cuenta objetivos especificos orientados a la formacion integral, la
formacion de conceptos, la resolucion de problemas y las funciones de variable compleja, que

integrados permiten alcanzar el objetivo general (ver Figura 5).

64 Sigarreta, J. y Arias, L. (2009). La resolucion de problemas: un recurso para el desarrollo de la formacién de la
personalidad. Ed. UAG. Guerrero, México.
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Figura 5. Objetivos.
Objetivo general: Formar el concepto de funcion de variable compleja a través de la resolucion de

problemas para contribuir a la formacién Integral de los estudiantes.

O1. Favorecer la formacion de conceptos como una forma de conocimiento de los estudiantes, para
propiciar a través de sus experiencias, la interaccion con su entorno cultural, social y académico,
permitiendo generar nuevos conocimientos y nuevas experiencias y en especial, el concepto de funcién

de variable compleja.

02. Potencializar por medio de recursos heuristicos, las habilidades en la resolucion de problemas, que
permitan poner en juego el concepto de funciéon de variable compleja a través de sus diferentes

representaciones.

03. Fijar a través del estudio del concepto de funcién de variable compleja, conceptos subordinados,
colaterales y superiores, mediante la resolucion de problemas en equipo e individuales, aportando a la
formacion de cualidades propias de la personalidad como valores y procesos metacognitivos,

necesarios en el futuro licenciado en matematicas Yy fisica.
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4.2.2. Fase de ejecucion

Se lleva a cabo la accién del modelo, es donde se pone en préactica el sistema de actividades. Este
sistema esta mediado por la metodologia, basada en la teoria de acciones mentales de Galperin y la

resolucion de problemas segun Polya (ver Figura 6).

PROBLEMA CONCEPTO
+“—>

A\ /

METODOLOGIA

Figura 6. Relacién mediadora de la metodologia.

En esta fase (ver Figura 7), el concepto de funcion de variable compleja se adquieren y fijan mediante la
resolucion de problemas, ademas de la adquisicion de aspectos de la personalidad necesarios en todo

estudio y en especial de la matematica.

OBJETIVOS
Formacién de I Resolucién de
4 —F >
conceptos I problemas
|
I
Funcidn de variable
com})Ieja
|
vV

METODOLOGIA

| 1

Motivacidn e intereses

!

SISTEMA DE ACTIVIDADES
Figura 7. Fase de ejecucion.
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Para tal fin, es necesario establecer un proceso de integracion que permita a través de un sistema de
actividades la aproximacién al concepto de funcion de variable compleja haciendo uso de la resolucién
de problemas, caracterizando los problemas con el fin que tributen a las fases de motivacion,
adquisicion, elaboracion, y fijacion - aplicacion, en el desarrollo de los contenidos matematicos a tratar
(Funciones de variable compleja) y las funciones didacticas de la clase de matematicas. Un esquema

representativo de la metodologia se muestra en la Figura 8.
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Figura 8. Esquema de la metodologia.
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Relacién entre los elementos de la metodologia.

En la etapa de ejecucién del modelo, se pone a prueba la efectividad del mismo a través de la
metodologia sustentada en un sistema de actividades que responde a los preceptos determinados en el
modelo. Es asi, que en el desarrollo de la metodologia se establecen varios subprocesos, que son

analizados uno a uno, con el fin de construir patrones de relacion en cada uno de ellos.

Dado que los objetivos y el sistema de control previsto, estan presentes en el desarrollo de todo el
proceso de ensefanza-aprendizaje, también es claro que dicho proceso esta determinado por la

seleccion del objeto matematico, que son los conceptos (subordinados, colaterales o superiores).

Para establecer las relaciones existentes entre los conceptos y poder tomar una decision sobre la via a
seguir (inductiva o deductiva), con respecto a la instruccion, Ballester y otros (1992), establecen los

siguientes requisitos:

Tipo de concepto (Concepto de objeto, Concepto de operacion o Concepto de relacién).
e Formas de pensamiento (geométrico, aleatorio, convergente, divergente,...).

e  Evolucién histérica del concepto matematico.

e Relacién con otros conceptos (subordinados, colaterales o superiores).

e Posibles aplicaciones (tedricas o practicas).

e  Conocimientos previos de los estudiantes.
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OBJETIVOS

* METODOLOGIA
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Evolucion

histérica
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Formas de

Aplicacione Toma de 5
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n

s decisién

Relacién con Diagnéstico

conceptos

Via inductiva > Mixta < Via

deductiva

Figura 9. Toma de decision.

De esta forma se puede establecer no sélo las relaciones conceptuales, sino que a su vez se puede
llegar a determinar la via en el proceso de ensefianza- aprendizaje del concepto, con lo cual, se da
camino a construir una secuencia de pasos en la integracion, que permite imbricar la resolucién de
problemas y las fases para la formacion de conceptos. En este proceso es donde se realiza la toma de

decision como se muestra en la Figura 9.
4.2.2.1. Caracterizacion del proceso de integracion

El proceso de integracion posee 4 fases a saber: motivacién, adquisicion, elaboracién, y fijacion -
aplicacién (ver Figura 10), las cuales han sido caracterizadas a través de problemas que permiten el

transito entre ellas y un acercamiento al concepto.

> Via inductiva e N

4 INTEGRACION \

| 1

g 1 —> Adquisicién 1
Toma de 1 1
PRs ” " 1
decision > Via mixta —1» : Sistema de 1
| actividades |

1 ' «— o

1 Elaboracion |

1 1

/

CONTROL

L) Via deductiva —L \\ y

______________________

Fijacion-
anlirarian

Figura 10. Proceso de integracion a partir de las vias inductiva, deductiva y mixta.
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Cada una de estas fases esta orientada por dos vias principales que permiten la aproximacion hacia los

conceptos:

Via inductiva: donde se parte de descripciones para llegar a la definicion, es decir parte de lo particular

a lo general. A continuacion se realiza una comparacion entre los pasos propuestos por Ballester y otros

(1992) para la via inductiva, con las fases propuestas por la autora de la tesis; estas etapas permiten

caracterizar las fases para el proceso de integracion (ver Tabla 1):

Tabla 1. Comparacion entre las etapas de Ballester y otros (1992) para la via inductiva y la propuesta

por la autora.

Etapas segun Ballester y otros

Fases en el modelo actual

Asegurar el nivel de partida. Diagnéstico
Motivar y orientar hacia el objetivo Motivacion
Poner a disposicion objetos de analisis
(representantes y no representantes del concepto | Adquisicidn
en cuestion).
Analizar los objetos respecto a caracteristicas
comunes y no comunes.

Elaboracién

Establecer un sistema de caracteristicas

necesarias y suficientes.

Formular la definicidn o explicacion.

Fijacion - aplicacion

Via deductiva: Se inicia con la definicién y a través de ejemplos se descubre el contenido y extensidn

del concepto, es decir se parte de lo general a lo particular.
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De igual forma se realiza una comparacion entre las etapas de Ballester y otros (1992) para la

formacion de un concepto por via deductiva, con las posiciones de la autora sobre el trabajo con

conceptos por esta via (ver Tabla 2).

Tabla 2. Comparacion entre las etapas de Ballester y otros (1992) para la via deductiva y la propuesta

por la autora.

Etapas segun Ballester y otros

Fases en el modelo actual

Asegurar el nivel de partida.

Diagnéstico

Motivar y orientar hacia el objetivo.

Motivacion

Partir de la definicion y analizar el significado de

cada una de las partes (definiendum y definiens).

Adquisicién

Poner a disposicion de los alumnos ejemplos y

contragjemplos  del concepto  (objetos de

investigacion) que deben ser examinados uno a
uno de acuerdo con las caracteristicas (contenido)

del concepto, expresadas en el definiens.

Analizar con los alumnos cual seria la

consecuencia si se omitiese alguna de estas

caracteristicas.

Elaboracién

Fijacion - aplicacion

Como se puede observar Ballester y otros (1992), no establecen en la via deductiva la posibilidad de la

aplicacién como parte de la formacion del concepto, situacion que para la autora es necesaria debido a
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que las multiples aplicaciones o problemas a los cuales el estudiante se enfrenta, y que permiten

enriquecer el concepto en cuanto a su contenido y extension.

De otra parte la autora no descarta el uso de una via mixta que permite en algunas ocasiones la
inductividad y la deductividad, teniendo en cuenta las caracteristicas del objeto para la toma de

decisiones.

Frente al proceso de integracidn, se hace necesario primero una caracterizacion de problemas que
tributen a la etapa de integracion. A continuacion se presenta un esquema de la relacion existente entre
las fases de Pdlya para la resolucién de problemas y las fases de la etapa de integracion (ver Figura

11).

FASES DE POLYA FASF DF INTFGRACION

v .
v' Comprender el problema Motivacion

v’ Concebir el plan. v Adquisicién

v Ejecutar el plan. v Elaboracién

v Vista retrospectiva ¥ Fijacién -aplicacién

Figura 11. Relacion metodoldgica entre la resolucion de problemas la etapa de integracion.
4.2.2.2. Caracterizacién de problemas que tributan a la formacién de conceptos

Las caracteristicas de los problemas que se trataran en el siguiente apartado, permiten hacer un
transito por las diferentes fases de Polya, ademas de establecer los distintos momentos en los cuales el
docente estara en la capacidad de ofrecer a sus estudiantes, cada tipo de problema que tribute a la

etapa de integracion de la formacién de conceptos.
Problemas que permiten la motivacion: estos se caracterizan por cumplir las siguientes cualidades:

1. Constituyen el punto de partida del proceso de ensefianza-aprendizaje.
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Aumentan la motivacion y despiertan la curiosidad del estudiante por los temas que se van a

tratar.

Responden a los intereses de los estudiantes.

Son de facil comprension, pero a la vez lleva un reto especial para los estudiantes.

La resolucidn requiere del dominio de conceptos previos.

Permiten transitar entre los niveles de un concepto (subordinados, colaterales y superiores).

Su solucién permite la manipulacion de diferentes herramientas (visuales, tecnolégicas, entre

otras).

Problemas que permiten la adquisicién: estos se caracterizan por cumplir las siguientes cualidades:

1.

o

Los problemas deben propiciar la ejercitacion de las acciones, los conocimientos y conceptos

que se quieren formar.

Permiten al estudiante realizar la accién, con la posibilidad de ser controlada su ejecucion por

parte del docente.

El uso de recursos heuristicos por parte del estudiante son necesarios en la solucién de los

problemas.
Asiente el accionar metacognitivo durante la ejecucion del problema.

Posibilita el paso de la zona de desarrollo actual a la zona de desarrollo potencial.

Problemas que permiten la elaboracion: estos se caracterizan por cumplir las siguientes cualidades:
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1. Debe dar las condiciones necesarias para pasar a la etapa de formacién en el plano del
lenguaje, donde los elementos de la accion deben estar representados en forma verbal (oral o

escrita) por el estudiante.

2. Se desarrollan de forma grupal, de tal manera que permita la participacion del equipo o

comparieros, expresando de manera verbal las ideas acerca de su solucion.

3. Posibilita la generalizacion, de tal manera que impliquen la habilidad de aplicar la actividad en

nuevas condiciones.

4. En el despliegue, se accede a procesos metacognitivos que son explicados verbalmente,

garantizando una accion consciente.

5. Debe ofrecer grados de independencia por parte del solucionador, de tal manera que el docente
no tenga que dar todas las herramientas al estudiante, sino que debe darse el caso que pueda

ser ejecutada de forma independiente.

Problemas que permiten la fijacion - aplicacién: estos se caracterizan por cumplir las siguientes

condiciones:
1. El desarrollo debe darse de manera individual por parte del estudiante.
2. Deben permitir un andlisis interno (internalizacion) e independencia absoluta en la solucion.

3. Posibilita establecer el concepto a través de diferentes representaciones o aplicaciones a

nuevos fendmenos propuestos por el estudiante o docente.

4. Se puede identificar el concepto a formar y establece la relacién con la totalidad de los objetos

para llegar al concepto o a su definicion.
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4.2.3. Caracterizacion de la Metodologia del modelo

La metodologia propuesta en el modelo es de caracter dinamico, pues permite construcciones y
reconstrucciones entre sus componentes, estableciéndose como complementario la formaciéon de un

concepto para el acercamiento a otro nuevo.

Por lo tanto, la busqueda de conocimiento y de la formacion de un concepto es un proceso activo, el cual
puede percibirse en algunos casos como suficiente y terminado, pero solo a partir de mdiltiples problemas se

puede establecer en algunas ocasiones como insuficiente o inadecuado.

Es asi que el aproximar a un concepto superior, sugiere una comprension mayor de otros conceptos
mediante problemas que permiten percibir y acercarse al nuevo concepto como una totalidad, en lugar de

apreciarlos desde una unica perspectiva.

Es de destacar que el modelo propuesto, organiza y sistematiza la informaciéon y el proceso de
ensefianza - aprendizaje a través de una metodologia que metaféricamente se asemeja a una espiral, la
cual relaciona la formacién de conceptos y la resolucion de problemas mediante un proceso de

integracidn en cuatro fases.

4.2.3.1. Construccion de conceptos por aproximaciones sucesivas

El conocimiento es cambiante; por ende los conceptos lo son aun mas, debido a las multiples
representaciones y experiencias que poseen los estudiantes cuando se enfrentan a diversas
situaciones, donde el uso de los conceptos subordinados y colaterales hacen parte del acercamiento al

concepto superior.
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\ MODELO DIDACTICO
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Figura 12. Relacion metodoldgica para la construccion de conceptos por aproximaciones sucesivas.

Esta vision integradora de conceptos se concibe como un proceso o cambio continuo del conocimiento,
en otras palabras un devenir de los conceptos en nuevos o reconstruidos conceptos. En este devenir, el
conocimiento anterior no se desprecia, sino que hace parte de las estrategias para la comprension del
nuevo conocimiento, situaciones que son usadas por el docente para lograr que el estudiante alcance

niveles de conocimiento mas elaborados.

Desde este punto de vista la aproximaciéon a un concepto superior, se hace de manera paulatina y
permanente en forma de “espiral”, donde cada concepto subordinado, colateral y superior, alcanza

grados de complejidad cada vez méas avanzados.

En la Figura 12, se puede observar los diferentes niveles de comprensién de un concepto y como a
traves de aproximaciones sucesivas y cada vez mas complejas el estudiante va acercandose al

concepto de variable compleja.

75



Cada uno de estos niveles deja observar el paso de las diferentes ZDP, ademas del uso del diagnostico
como parte del proceso metodoldgico; el sistema de actividades como un eje que traspasa de manera
ascendente a la metodologia; el sistema de evaluacion y control que brinda informacién para el
mejoramiento y seguimiento de los conceptos. De igual forma esta metodologia posee como eje central

el modelo didactico disefiado, al cual pertenece también la metodologia (ver Figura 13).

ADRUISICION ELABORACION

§

Y

MOTIVACIGH FIJACION ¥
= = APLICACION

PROCESO DE INTEGRACION

7\

Figura 13. Proceso de integracion desplegado desde la metodologia.

En cada nivel, se establece el proceso de integracién mediante 4 fases, cada una con la misma
importancia y ninguna superior a otra, los cuales permiten formar en tres niveles distintos (Analisis-
Abstraccion, Discriminacion-ldentificacion y Sintesis-Concrecion) el concepto de funciéon de variable
compleja y los conceptos asociados al mismo. Esta caracteristica del proceso metodoldgico facilita la

incorporacion de procesos dinamicos de formacion a través del sistema de actividades.

Cada una de las vueltas de la espiral corresponde a un objetivo dentro del proceso de aproximacion al
concepto de funcidn de variable compleja; donde cada objetivo es alcanzado a partir de actividades

sucesivas que permiten al estudiante a partir de problemas, relacionar conceptos entre si.
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Aduciendo a las fases descritas anteriormente para el proceso de integracion se genera un sistema de
actividades que responde a cada una de estas fases y permite cumplir los objetivos propuestos en el

modelo didactico.

4.2.4. Sistema de actividades para la formacion de conceptos asociados al de funciéon de

variable compleja

Se entiende por sistema de actividades a la propuesta de actividades dirigidas a la formacion de
conceptos subordinados, colaterales y superiores de las funciones de variable compleja, mediante la

resolucion de problemas, sin dejar de lado el desarrollo integral del estudiante.

Este sistema de actividades se encuentra orientado a los objetivos, siendo esta la unidad principal de
andlisis para la teoria de la actividad (Cole y Engestrom, 1993; Leontiev, 1981). Este, permite observar
los procesos por los cuales las actividades moldean y son moldeadas por su contexto. De igual manera,
dicho sistema debe ser dindmico®®, pues permite construcciones y reconstrucciones entre sus
componentes; un ejemplo de ello, son las diferentes situaciones que se presentan y que constituyen
cambios en las normas de la clase. En este proceso es el objetivo el que permite determinar qué
herramientas deben ser reconstruidas y reorganizadas para generar nuevas herramientas con el fin de
cumplir con el objetivo; todo ello debido al proceso de control continuo que se establece dentro del

modelo.

El sistema de actividades esta orientado por la integracion, a través de las 4 fases propuestas y que son
caracterizadas por las etapas de Ballester y otros (1992) y de Galperin. A continuacion se describe el

sistema de actividades.

65 Cole, M. y Engestrém, Y. (1993). A cultural-historical approach to distributed cognition. Distributed cognitions:
Psychological and educational considerations, pp.1-46.
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Las actividades desarrolladas se encuentran directamente relacionadas con la metodologia, es decir,
dichas actividades se formulan de la siguiente manera: titulo de la actividad, objetivo, sugerencia
metodol6gica, motivacién, adquisicion, elaboracion, fijacion- aplicacién y unas conclusiones de la

actividad. A continuacion se describen las primeras cuatro actividades.
Actividad 1. Unidad imaginaria.
Objetivo: Comprender el concepto de unidad imaginaria.

Sugerencia Metodolégica: La siguiente secuencia de actividades, se encuentra programada siguiendo la
via inductiva, es decir, permitiéndose con ello poner a los estudiantes en situacion de construir por si
mismos los conceptos con la ayuda de los comparieros y del profesor. El disefio de la secuencia sigue
cinco fases: primero motivacién, con situaciones problema que permiten despertar la atencion vy el
interés por el concepto de unidad imaginaria. Segundo adquisicion, con problemas que permiten la
exploracion de ideas previas, con el fin de establecer una primera aproximacion al concepto, desde el
punto de vista geométrico sobre los nimeros complejos y el significado de i. Tercero elaboracion, se
hace referencia a problemas retos, donde se exige la interrelacion de otros conceptos, procedimientos y
actitudes necesarios para su resolucién. Cuarto fijacion- aplicacion, son problemas que requieren de los
conceptos inter e intradisciplinarios trabajados y adquiridos en cursos anteriores, para la resolucion de
situaciones nuevas. Algunas actividades requieren de lecturas y el uso de software como GeoGebra.

(Ver Anexo C).
Actividad 2. Representaciones.

Objetivo:  Conceptualizar los numeros complejos a través de diferentes representaciones,

caracterizandolas y diferenciandolas en diferentes problemas.
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Sugerencia Metodoldgica: La siguiente secuencia de actividades se encuentra programada siguiendo la
via inductiva, para la fase de motivacién, se procederd a jugar "Guerra Naval', con algunas
modificaciones a las reglas de juego que permitiran hacer cambios de coordenadas cartesianas a
coordenadas polares. La adquisicion, en esta fase se proponen a los estudiantes problemas
relacionados con la ubicacion de puntos en coordenadas polares a cartesianas y viceversa. Tercero
elaboracion, los problemas que se presentan a los estudiantes se encuentran relacionados con
caracteristicas necesarias y suficientes para poder ubicar un numero complejo en el plano. Cuarto
fijacion- aplicacion, estos problemas requieren de la interrelacion entre conceptos de otras areas para

su solucion. (Ver Anexo D).
Actividad 3. Operaciones.

Objetivo: Identificar y aplicar las operaciones con numeros complejos, caracterizandolas en diferentes

representaciones.

Sugerencia Metodoldgica: La siguiente secuencia de actividades se encuentra programada siguiendo la
via mixta. Para la fase de motivacion, se realiza una lectura con parte de la historia de los nimeros
complejos, sus representaciones y operaciones; ademas de ver el video titulado "Dimensiones”; se
realizan intervenciones de los estudiantes frente a las dudas presentadas en la lectura y el video.
Adquisicién, se expone a los estudiantes cémo se realizan las diferentes operaciones (suma, resta,
multiplicacion y division) desde la representacion algebraica de los nimeros complejos, ademas de
solicitar a los estudiantes que realicen diferentes operaciones con complejos. Elaboracion, se entrega a
cada estudiante la actividad nimero 2, la cual consiste en que, usando el programa cabri Geometry se

identifiquen algunas caracteristicas de la suma, resta, multiplicacion y divisién de numeros complejos.
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Adicional a ello, los estudiantes verifican que las operaciones de forma algebraica coinciden con las
operaciones de forma geométrica. Fijacion- aplicacion, con problemas donde el uso de operaciones con
complejos son una opcidén en su solucion. Algunas actividades requieren de lecturas y el uso del

software Cabri Geometry. (Ver Anexo E).
Actividad 4. Potencias.

Objetivo: Deducir algunas propiedades de la potenciacién mediante la multiplicacién, haciendo uso de la

representacion exponencial de los complejos y la formula de Moivre, en diferentes situaciones.

Sugerencia Metodologica: Las siguiente secuencia de actividades se encuentra programada siguiendo
la via inductiva, para la fase de motivacion, se hace lectura de algunos datos curiosos de la vida de
Moivre, y sus resultados frente a las operaciones con nimeros complejos. Adquisicién con problemas
que requieren de la multiplicacién y la escritura en forma de potencias se tratard que los estudiantes
deduzcan la formula de Moivre, ademas de establecer la relacion entre las diferentes representaciones
de los numeros complejos y la férmula de Euler. Tercero elaboracion, en esta etapa se relacionan
actividades realizadas en otras guias con la representacién exponencial y la formula de Moivre, con el
fin de afianzar no solo el conocimiento nuevo, sino conocimientos anteriores. Fijacion-aplicacion,
problemas donde el uso de la representacion exponencial y la formula de Moivre permiten su solucion.

(Ver Anexo F).
Actividad 5. Raices.
Objetivo: Determinar las raices n-ésimas de un nimero complejo e interpretarlas geométricamente.

Sugerencia Metodoldgica: secuencia de actividades se encuentra programada siguiendo la via mixta,
para la fase de motivacion, se plantean problemas de construccidn de poligonos regulares con el fin de

establecer relaciones con las raices de un numero complejo. La adquisicion, contiene problemas que
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relacionan el Teorema De Moivre con las raices de numeros complejos y su gréafica con poligonos
regulares. Elaboracion, con problemas que involucran raices reales y complejas, ademas del uso de
diferentes sistemas de representacion de los nimeros complejos. Fijacion - aplicacion, donde los
problemas relacionan las raices de un numero complejo, el Teorema De Moivre y el Teorema
Fundamental del Algebra. En cada fase los estudiantes resuelven los problemas de manera individual,

exponen sus ideas y se discute con el grupo sus soluciones. (Ver Anexo G).
Actividad 6. Conjunto de puntos en el plano C.
Objetivo: Establecer el lugar geométrico de uno o varios numeros complejos en el plano.

Sugerencia Metodoldgica: La siguiente secuencia de actividades se encuentra programada siguiendo la
via mixta, para la fase de motivacion, se entrega a los estudiantes un problema relacionado con la
busqueda de un tesoro en el cual deben poner en juego todos los conocimientos anteriores a esta
actividad y algunos relacionados con cursos de geometria, para poder hallar el tesoro . La adquisicion,
en esta fase se proponen a los estudiantes problemas que se relacionan con el determinar el lugar
geométrico de un conjunto de puntos en C. Tercero elaboracion, los problemas que se presentan estan
relacionados con el paso de la representacion grafica de un conjunto de puntos en C, donde los
estudiantes deberan encontrar dicho conjunto por comprensién. Cuarto fijacion - aplicacion, estos
problemas requieren de la interrelacion entre conceptos de otras areas para su solucién. En cada fase
se analizan los resultados de las actividades y se da la discusion entre los compafieros sobre el

mecanismo 0 método usado para su solucién. (Ver Anexo H).
Actividad 7. Funciones de variable compleja.

Objetivo: Comprender el concepto de funcion de variable compleja.
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Sugerencia Metodologica: La siguiente secuencia de actividades se encuentra programas siguiendo la
via mixta, para la fase de motivacién, como parte de la motivacion se observa el video de titulo
dimensiones 6/9%, de igual forma se planean problemas que relacionan el concepto de funcion de
variable real con el de funcion de variable compleja, adquisicion en esta etapa se presenta a los
estudiantes problemas relacionados con el paso del sistema de representacion tabular al grafico, con el
fin de poder determinar algunas transformaciones de las funciones en variable compleja. Tercero
elaboracion, los problemas que se presentan hacen referencia al uso de software y la visualizacién para
la comprension del concepto de funcion. Fijacion - aplicacion, en esta etapa se presentan problemas
relacionados con el mapeo de rectangulos y triangulos bajo las funciones descritas en la etapa anterior,
adicional a ello se hace uso del software Compleximage como apoyo a los procesos de visualizacion.

(Ver Anexo ).
4.2.5. Fase de Control

Esta fase se encuentra relacionada con la ejecucion, y aunque permite establecer si los objetivos se

alcanzaron, también asiente constituir cambios a la metodologia, las actividades y por ende al modelo.

La etapa de control, aunque se evalla después de la ejecucion se ejerce a lo largo de todo el proceso
de internalizacion, pues estas permiten tomar decisiones en cualquier instante del modelo: orientacion,

ejecucién o el mismo control.

De igual forma esta orientado a determinar el grado de eficacia y eficiencia del modelo a través de la
consecucion de los objetivos especificos y el objetivo general, con el fin de adoptar medidas correctivas

a lo largo de su ejecucion.

86 Video disponible en la URL: https://www.youtube.com/watch?v=WE7wfJU6RV4
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De otra parte, un concepto matematico esta totalmente controlado por su definicion (Faris, 2006), es asi
que durante la consecucion del modelo se tendran en cuenta las expresiones verbales y no verbales de
los estudiantes frente al concepto en las diferentes situaciones problema; para tal fin se tuvieron en
cuenta los niveles de formacion de un concepto de Ballester y otros (1992) y se caracterizaron dichos
niveles desde el punto de vista de la resolucion de problemas; de igual forma se tuvieron en cuenta los

siguientes descriptores para la caracterizacion:

Comprobar si un objeto o0 una situacion representa o no un concepto, utilizando el sistema de

caracteristicas del concepto.

e Considerar o construir ejemplos y contra ejemplos.

e Sefialar casos limites y casos especiales.

e Buscar otras formulaciones o apreciar otras formulaciones para la definicién de un concepto.

Formular la negacion de la definicion.

e Subordinar el concepto en un sistema de conceptos conocidos, destacando relaciones entre ellos

(concepto superior, concepto subordinado y conceptos colaterales).

Derivar consecuencias de la definicién.

De manera analoga, en la formacién de conceptos subyacentes se tendran en cuenta las siguientes

acciones, que estan presentes en cada una de las etapas de la integracion que se establecen:

e Identificacion del concepto en cada problema, donde es posible determinar la presencia a no del
concepto y relaciones a conceptos determinados; se identifica el concepto mediante problemas

aumentando el grado de dificultad.
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e Caracterizacion del concepto frente a problemas, en este caso se establecen series de
problemas que poseen caracteristicas necesarias y suficientes o aquellas en donde algunas
caracteristicas sean modificadas de tal manera que sea posible para el estudiante comparar y

establecer similitudes en cuanto a cada problema y la relacion con el concepto.

e Aplicacién del concepto frente a problemas en nuevos contextos, donde el uso de diferentes
sistemas de representacion permite que el estudiante establezca las relaciones entre los
conceptos superiores con los subordinados o colaterales, conduciendo a nuevos problemas en

donde se ponga a prueba el concepto.

A continuacion se presenta el esquema general del Modelo Didéactico propuesto, teniendo en cuenta las

caracteristicas descritas en los capitulos 2, 3y 4. (Ver Figura 14).
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Relaciones presentes dentro del modelo:

El modelo didactico propuesto (ver Figura 14) constituye un cambio de enfoque, que posibilita el
desarrollo en los conocimientos, pues le permite a los estudiantes profundizar en los contenidos de
funciones de variable compleja, de alcanzar niveles cada vez mas elevados en el dominio de los
conceptos asociados a las funciones de variable compleja, lo que propicia el desarrollo de juicios y
criterios propios de naturaleza critica, respecto al contenido matematico, su significado y su aplicacion.
La implementacidn de la metodologia acepta el cuestionamiento de la naturaleza de la matematica, al
plantear y resolver nuevos problemas sobre funciones de variable complejas y algunos relacionados

con el entorno.

En esto radica la relacién esencial sistémica entre estas fases, que originan la nueva cualidad deseada:
construccion robusta del concepto de variable compleja a través de la resolucion de problemas para
contribuir al desarrollo integral de la personalidad, resolviéndose de esta manera el problema que

genera la investigacion.

Las tres fases del modelo: orientacion, ejecucion y control, tienen un caracter sistémico, al entrar en
accién, dinamiza a la metodologia y potencia su desarrollo. En la fase de ejecucién se propicia la
construccion del conocimiento sobre funciones de variable compleja, el cual se desenvuelve,
permitiendo un movimiento en espiral, donde en cada espira, los contrarios se oponen en un plano
superior. Es decir, aparecen nuevos problemas conducentes al desarrollo del contenido de funciones de

variable compleja, donde se superan las dificultades que le dieron origen.

Las relaciones constituyen la esencia de este modelo, lo tipifican y lo caracterizan. Estas relaciones

presentan niveles cada vez mas profundos de esencialidad. En el modelo se muestran tres relaciones:

e La primera esta determinada entre los sustentos tedricos: filoséficos, psicoldgicos y
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matematicos que constituyen el soporte del modelo.
e Lasegunda relacion se presenta entre el diagndstico y los objetivos del modelo.

e La tercera relacion se sitta entre los componentes que integran la metodologia: formacién de

conceptos, funciones de variable compleja, resolucion de problemas y motivacion e intereses.

El grafico de la Figura 14 es una representacion que sirve para ilustrar las fases, etapas, cualidades y
relaciones esenciales del modelo. La practica como criterio de la verdad y fuente de perfeccion y
enriquecimiento de la teoria, se presenta en el grafico, aunque se encuentra fuera de los limites del
modelo. De esta manera se logra una nueva cualidad: construccion robusta del concepto de variable
compleja a traves de la resolucion de problemas para contribuir al desarrollo integral de la personalidad

de los estudiantes de la carrera de Licenciatura en Matematica y Fisica.
Conclusiones del Capitulo 4
1. En primer lugar, en la elaboracion de este modelo se ha tenido en cuenta:

e Como basamento teérico la concepcion dialéctica, los fundamentos psicopedagdgicos y

matematicos, que constituyen elementos valiosos, donde se sustenta el modelo.

e Laestructuracién del proceso de ensefianza-aprendizaje de la funcidn de variable compleja hacia
la busqueda activa y dindmica del conocimiento en el estudiante, a través de un sistema de
actividades, desde posiciones reflexivas que estimulen el desarrollo del pensamiento y la

independencia cognoscitiva.

e La metodologia sustentada en el modelo didactico favorece la formacion de conceptos sobre
funcion de variable compleja, a través de la resolucion de problemas y propicia el desarrollo de

los procesos logicos del pensamiento y el dominio de los contenidos tedricos necesarios, en la
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medida en que se produce el aprendizaje de los conocimientos matematicos.

e El transito del nivel actual o inicial que poseen los estudiantes, hasta el nivel que se aspira; asi
como la estimulacion de la necesidad de aprender funcion de variable compleja, teniendo en
cuenta los intereses. Ademas, el vinculo del contenido funcion de variable compleja con la

practica social.

2. En segundo lugar, el elemento dinamizador del modelo se desarrolla en la etapa de ejecucion, al
interactuar las cuatro categorias presentes en la metodologia propicia la construccién de un
robusto concepto de funcién de variable compleja, contribuyendo a la solucién del problema

cientifico planteado.
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CAPITULO 5. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DEL SISTEMA DE ACTIVIDADES PARA LA

FORMACION DEL CONCEPTO DE FUNCION DE VARIABLE COMPLEJA

En este capitulo se presentan los resultados de las actividades realizadas a la luz del modelo didactico
y su metodologia; para estructurar la informacidn proveniente del analisis se procedié a enumerar a los
estudiantes participantes de (E1, E2, E3,..., E10) y se crearon escalas de valoracion cualitativas
basadas en la clasificacion que realizan Ballester y otros (1992), sobre los niveles de desarrollo de los
conceptos, haciendo un aporte sobre las caracteristicas de éste frente a la resolucion de problemas
como se muestra a continuacion en la tabla 3.

De igual forma se nombraron los problemas como P.M.n, donde M corresponde a la motivacién, P.A.n a
problemas de adquisicién, P.E.n a los de elaboracion y P.F.n a los problemas que corresponden a la
etapa de fijacion-aplicacién, la n es el nimero del problema en cada etapa de la actividad.

Tabla 3. Escalas de valoracién cualitativas basadas la caracterizacion de los niveles de desarrollo de los

conceptos mediante la resolucién de problemas.

NIVEL DE SOLUCION CARACTERIZACION

Andlisis-Abstraccion (A-A). El estudiante analiza los grupos o conjuntos de objetos en funcion de sus propiedades

comunes; luego determina cuales de esas caracteristicas son esenciales, forma

conjuntos mas complejos y elaborados, basandose en las propiedades.

La caracterizacion permite que el estudiante determine la presencia o no del concepto
superior y las relaciones existentes con otros conceptos (colaterales y subordinados)

en los problemas propuestos.

Discriminacion-ldentificacion
(D-l).

El estudiante determina qué propiedades del nivel anterior, pueden extenderse al resto
de los elementos de un conjunto, se deducen e inducen las propiedades

fundamentales a la totalidad de los elementos del conjunto.

Identifica el concepto como parte de la solucién de un problema, donde se puede
apreciar caracteristicas necesarias y suficientes o aquellas en donde algunas

caracteristicas sean modificadas de tal manera que el estudiante compara y establece
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similitudes en cuanto a cada problemay la relacion con el concepto.

Sintesis-Concrecion S-C).

El estudiante determina las caracteristicas esenciales, la estructura o el sistema de la

totalidad de los elementos se sintetiza el proceso y puede construir una definicion.

Aplica el concepto frente a problemas en nuevos contextos, donde el uso de diferentes

sistemas de representacion permite que el estudiante establezca las relaciones entre

los conceptos superiores con los subordinados o colaterales, conduciendo a nuevos

problemas en donde se pone a prueba el concepto.

A continuacion se analizan cada uno de los problemas presentados a los estudiantes dependiendo de

las fases del proceso metodologico establecido en el modelo didactico. Cabe destacar que en las

actividades, se encuentran entre los problemas algunas preguntas orientadoras y ejercicios que

permiten que el estudiante siga un hilo conductor durante la actividad, estos no seran parte del analisis,

pero permiten dar informacion para la clasificacion y evaluacion de la actividad.

5.1. Actividad 1. Unidad imaginaria

La actividad tiene como objetivo el comprender el concepto de unidad imaginaria, esta actividad se

desarroll6 siguiendo la via inductiva. Cada una de las etapas contiene los siguientes problemas, como

se muestra en la tabla 4.

Tabla 4. Numero de problemas por etapas. Actividad 1. Unidad imaginaria.

Etapa

Numero de problemas

Motivacion
Adquisicion
Elaboracién
Fijacion-Aplicacion
Total

2
2
1
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5.1.1. Motivacion

Antes de comenzar con los problemas que permiten la motivacién, se hizo lectura de un resumen de la
historia de los numeros complejos, de alli se realizaron algunas preguntas que permitieron introducir a

los problemas que se describen a continuacion.

P.M.1. Resuelve el siguiente problema expuesto por Diofanto (275 a. C.). ;Hallar los lados de un

triangulo rectangulo de perimetro 12 y area 77

Tabla 5. Niveles de formacién del concepto (unidad imaginaria) Actividad N°1 problema 1. Fase de

motivacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 7 70
Discriminacion-ldentificacion 2 20
Sintesis-Concrecion. 0 0
Ns/Nr 1 10

De un total de 10 estudiantes, 5 establecieron una soluciéon haciendo uso primero de esquemas
gréficos, para posteriormente determinar un sistema de ecuaciones, 2 relacionan en una tabla las
posibles soluciones al problema; sin embargo los 7, obviaron el hecho que el tridngulo era rectangulo,
s6lo uno de ellos, no realizd ninguna estrategia con la cual pudiese dar solucién, porque no comprendio
e interpretd el enunciado (ver Tabla 5). Dos de los estudiantes, pudieron determinar que segun sea el
triangulo isdsceles o escaleno, la solucién no siempre es Unica, afiadiendo al sistema de ecuaciones la

caracteristica de ser un tridngulo rectdngulo, mediante el teorema de Pitagoras, al final concluyen que
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las soluciones no son reales en el tridngulo escaleno y en el isosceles es imposible obtenerlo.

Situaciones que se pueden observar en las siguientes figuras (15, 16y 17).

T

Figura 1

1P.M.1. A-A.
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Figura 16. Respuesta estudiante E7 Actividad N°1 P.M.1. A- A.
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Figura 17. Respuesta estudiante E2 Actividad N°1 P.M.1. D- 1.
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P.M.2. Solucione el siguiente problema planteado por Cardano en 1545: Sea un segmento AB de
longitud 10 unidades, dividelo en dos partes de tal forma que el rectangulo que se forma tenga un area

de 40 unidades cuadradas. ;Es posible construir dicho rectangulo? ; Qué dimensiones tendria?

Tabla 6. Niveles de formacion del concepto (unidad imaginaria) Actividad N°1 problema 2. Fase de

motivacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES )
Andlisis-Abstraccion 4 40
Discriminacion-ldentificacion 6 60
Sintesis-Concrecion 0 0

En el nivel de Andlisis- abstraccion se presentan 4 estudiantes (ver Tabla 6), ellos no muestran
dificultades en la solucion pues determinan con un grafico y a partir de éste, concluyen que el
rectangulo con mayor area que se puede construir es de 25 unidades cuadradas, aunque no solucionan
el problema de manera algoritmica, establecen una solucion y la verifican, 6 de los estudiantes,
establecen una solucién algebraica haciendo uso de sistemas de ecuaciones y la ecuacion cuadratica,

esto se evidencia con el estudiante E3 como se muestra a continuacion en las Figuras 18 y 19.
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Figura 18. Respuesta estudiante E4 Actividad N°1 P.M.2. A- A.
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Figura 19. Respuesta estudiante E9 Actividad N°1 P.M.2. D- I.

5.1.2. Adquisicion

Con problemas que permiten la exploracién de ideas previas, con el fin de establecer una primera
aproximacion al concepto desde el punto de vista geométrico, sobre los numeros complejos y el
significado de i.

P.AA. Usa el siguiente plano cartesiano, e interpreta qué significa multiplicar por -1. ;Qué puedes
observar?, ;si multiplicar por -1, es realizar una rotacion de 180°, como puedes interpretar una rotacion
de 90°?

Tabla 7. Niveles de formacion del concepto (unidad imaginaria) Actividad N°1 problema 1. Fase de

adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES )
Analisis-Abstraccion, 10 100
Discriminacién-ldentificacion 0 0
Sintesis-Concrecion. 0 0
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Los 10 estudiantes (ver Tabla 7) desarrollaron la actividad estableciendo que rotar 90° corresponde a
multiplicar por vV—1 = i, con lo cual se tendria que en el eje que ellos suelen llamar “y” se coloca el eje
imaginario. Esta situacion se puede observar en la Figura 20. Ninguno de los estudiantes ejemplifico o

establecio caracteristicas de la solucion como cambios en las coordenadas de un punto.

o]

—

Figura 20. Respuesta estudiante E8 Actividad N°1 P.A.1. A- A.
P.A.2. [dentifica geométricamente lo que seria:
1.0 2.+ 3. -(-i) 4.2i 5.-2i
6. i2 7.1 8. i* 9.2 10. i™1
Generalice para cualquier exponente natural.

Tabla 8. Niveles de formacion del concepto (unidad imaginaria) Actividad N°1 problema 2. Fase de

adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Analisis-Abstraccion, 4 40
Discriminacion-ldentificacion 4 40
Sintesis-Concrecion. 2 20

Los estudiantes establecen una relacion entre la representacion geométrica de los numeros complejos,

la multiplicacion por i, sus potencias y la representacion algebraica de los numeros, solo 2 estudiantes
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(ver Tabla 8) lograron generalizar las potencias de i cuando n es natural, algunos otros soélo
generalizaron para potencias pares e impares, pero no se percataron que las potencias pares al igual

que las impares generan dos respuestas diferentes, esto se puede apreciar en la Figura 21, 22 y 23.

Figura 21. Respuesta estudiante E5 Actividad N°1 P.A.2. A- A.
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Figura 22. Respuesta estudiante E7 Actividad N°1 P.A.2. D- I.
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Figura 23. Respuesta estudiantes E10 y E2 Actividad N°1 P.A.2. S- C.
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5.1.3. Elaboracién
Con problemas retos, donde se exige la interrelacion de otros conceptos, procedimientos y actitudes
necesarios para su resolucion.

P.E.1. Observa la siguiente igualdad y determina si hay o no algun error, justifica tu respuesta:

lZ — iZ
V=1 =v=1
V=IV=1 = v=1v—1
V=1 = /DD
(- =+1
-1=1

¢Es posible esto?

Tabla 9. Niveles de formacion del concepto (unidad imaginaria) Actividad N°1 problema 1. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion, 7 70
Discriminacion-ldentificacion 2 20
Sintesis-Concrecion. 1 10

Aunque todos los estudiantes (ver Tabla 9) indicaron que habia un error en la operacion, 2 de ellos
afirmaron que posiblemente en los complejos el 1 si podia llegar a ser igual al -1, como si el conjunto de
los reales fuese disjunto con el conjunto de los numeros complejos, uno de ellos se limité a indicar el
error mas no a poder establecer una razén o justificacion del porqué sucedia que -1=1. Un estudiante

determind que no es posible hacer uso de una propiedad de los reales en los numeros complejos

despreciando el hecho que v—1 = i, esto se puede apreciar en las Figuras 24, 25y 26.
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Figura 26. Respuesta estudiantes E2 Actividad N°1 P.E.1. S- C.

5.1.4. Fijacion — aplicacion

Problemas que requieren de los conceptos inter e intradisciplinarios trabajados y adquiridos en cursos

anteriores, para la resolucion de situaciones nuevas.

P.F.1. ;Si se hace una rotacion de 45° al vector (0,1) qué significado tiene? ; Qué coordenadas

cartesianas posee este nuevo vector?
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Tabla 10. Niveles de formacion del concepto (unidad imaginaria) Actividad N°1 problema 1. Fase de

fijacion- aplicacion

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES
Anadlisis-Abstraccion, 8 80
Discriminacion-ldentificacion 2 20
Sintesis-Concrecion. 0 0

Del total de estudiantes de la muestra (ver Tabla 10), 8 encontraron una relacion entre las rotaciones de
45° y la raices cuadradas de i, 2 estudiantes lograron identificar dicha relacion, concluyen que ésta
corresponde a una raiz cuadrada de i, ninguno de ellos ejemplificé la situacidn o establecid algun tipo

de relacion con los numeros reales, situacion que puede observarse en las Figuras (27, 28 'y 29).
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Figura 27. Respuesta estudiantes E8 Actividad N°1 P.F.1. A- A.

Figura 28. Respuesta estudiantes E2 Actividad N°1 P.F.1. D- I.

99



Roleuin us® e [Ch}

PRRRTY]
lu.-)- Jﬁ eals ™ TN

sy Aot g, s pam A
(=% (%) Curkostn + (- ‘)

Lose= X gtz -V
$.5:8 !
1

Vymé =y tejns g
:

Figura 29. Respuesta estudiantes E6 Actividad N°1 P.F.1. D- .
A continuacién se presentan los resultados de los problemas propuestos en la actividad Unidad
imaginaria, segun el nivel de formacién del concepto presentado por cada estudiante de forma escrita
verbal o no verbal (ver Tabla 11).

Tabla 11. Niveles de formacion del concepto (unidad imaginaria).

Actividad 1 UNIDAD IMAGINARIA

Estudiantes PM2 PA2

E1 AA D-l A-A AA A-A AA
E2 D-l D-l A-A S-C S-C D-|
E3 A-A A-A A-A A-A A-A AA
E4 A-A A-A A-A A-A A-A AA
E5 Ns/Nr A-A A-A A-A A-A AA
E6 A-A D-l A-A D-l D-l D-l
E7 A-A D-l A-A D-l A-A AA
E8 A-A D-l A-A D-l A-A AA
E9 A-A D-l A-A D-l A-A AA
E10 D-l A-A A-A S-C D-l A-A

5.2. Actividad 2. Representaciones

El objetivo de la actividad es conceptualizar los numeros complejos, a través de diferentes
representaciones, caracterizandolas y diferencidndolas en diferentes problemas, esta actividad se
desarroll6 siguiendo la via inductiva, el analisis se realiza a partir de las diferentes fases del proceso

metodol6gico con la siguiente cantidad de problemas (ver Tabla 12).
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Tabla 12. Numero de problemas por etapas. Actividad 2. Representaciones.

Etapa Numero de problemas
Motivacion 1
Adquisicion 1
Elaboracion 2
Fijacion-Aplicacion 2
Total 6

5.2.1. Motivacion

Como eje principal de la motivacion se entreg6 a los estudiantes un plano cartesiano y se les pidid que
jugaran “Guerra naval’, haciendo algunos cambios a las reglas de juego; a cada grupo se le hizo
entrega de un transportador y una regla con la cual debian enviar sus ataques al otro compariero

haciendo uso de coordenadas cartesianas y el otro en coordenadas polares.

P.M.1. ;Cémo localizar un barco sin tener que aproximar haciendo el cambio entre coordenadas
polares y cartesianas?

Tabla 13. Niveles de formacion del concepto (Representaciones) Actividad N°2 problema 1. Fase de

motivacion.

NIVEL DE SOLUCION GRUPOS- ESTUDIANTES
Andlisis-Abstraccion G2- G4
Discriminacién-ldentificacion G1 20
Sintesis-Concrecion. G3-G5 40
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El anélisis de la actividad se hizo de manera grupal: G1 (E1y E7), G2 (E2y E8), G3 (E3y E4), G4 (ES y
E6) y G5 (E9 y E10).

Las estrategias establecidas por los diferentes grupos estuvieron dadas de la siguiente manera (ver
Tabla13): G1, transform6 el plano cartesiano en uno polar haciendo rectas entre el centro y diferentes
puntos del plano cada 10°% G2, no estableci6é ninguna estrategia mas que medir el angulo y el modulo
descrito por su compafiero; G3, hizo uso de la trigonometria, ellos explican que sabiendo el lado “X” y el
lado “y”, se puede saber el angulo, y por lo tanto el punto de lanzamiento en coordenadas polares
puede ser exacto, de igual forma hicieron uso del teorema de Pitagoras para determinar el médulo de
lanzamiento.

G4, por su parte no lograron realizar muchos lanzamientos debido a su poca experiencia con
coordenadas polares, sus lanzamiento se limitaron al uso de coordenadas cartesianas y solo en dos
ocasiones hicieron uso del angulo y modulo, sin tener claridad de qué hacer con esos datos. Los
estudiante del grupo G5, trabajaron en equipo y enviaban al compafiero informacién adicional para que
éste pudiese encontrar facilmente las coordenadas (polares y cartesianas) por ejemplo, para el punto
(3,2), decian a su compafiero el angulo expresado de la siguiente manera “arco tangente de 3/2”, con lo

cual el compafiero podia facilmente determinar la posicién del lanzamiento. Algunos ejemplos se

muestran a continuacion en las Figuras 30 y 31.

Figura 30. Respuesta G4 (E6) Actividad N°2 P.M.1. A-A.
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Figura 31. Respuesta G1 (E7) Actividad N°2 P.M.1. D- .

5.2.2. Adquisicion

En esta fase se proponen a los estudiantes problemas relacionados con la ubicacién de puntos en
coordenadas polares a cartesianas y viceversa.

P.AA. ;Si un barco se encuentra en la posicion 3 + 4i, qué distancia hay entre este punto y (0,0),
¢ Qué angulo se forma?

Tabla 14. Niveles de formacion del concepto (Representaciones) Actividad N°2 problema 1. Fase de

Adquisicién.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES )
Andlisis-Abstraccion 6 60
Discriminacion-ldentificacion 4 40
Sintesis-Concrecion. 0 0

Las respuestas a este problema se vieron inducidas por la experiencia que tuvo cada grupo con el

problema anterior, al igual que por las personas que lideraban el juego “guerra naval” (ver Tabla 14).
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Es asi que los estudiantes E3 y E10 dieron respuestas relacionando la estrategia usada por sus grupos
G3 y G5 en el problema anterior. De igual forma E2, E1 y E4 tuvieron que acudir a la trigonometria
como su aliada en la solucion. De otra parte E5 no tuvo en cuenta que al hallar la tangente del angulo el
lado opuesto se encuentra en el numerador y el adyacente en el denominador. Ejemplo de ello se

presenta a continuacion (ver Figuras 32 y 33).
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Figura 33. Respuesta Estudiante (E10) Actividad N°2 P.A.1. D- .

5.2.3. Elaboracion
Los problemas que se presentan a los estudiantes se encuentran relacionados con caracteristicas

necesarias y suficientes para poder ubicar un nimero complejo en el plano.
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P.E.1. ;Si se sabe que los puntos 3 + 2i y 5i — 2 son vértices de un cuadrado. ¢ Cuéles pueden ser
los otros dos vértices?

Tabla 15. Niveles de formacion del concepto (Representaciones) Actividad N°2 problema 1. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 6 60
Discriminacion-ldentificacion 3 30
Sintesis-Concrecion. 1 10

De un total de 10 estudiantes (ver Tabla 15), 6 identifican la caracteristica de los cuadrados frente a sus
cuatro angulos rectos, por lo tanto aplican la multiplicaciéon por i de los vértices del cuadrado, otros
aplican el conjugado de los vértices. Los cuatro restantes hicieron la mima operacion pero al graficar se
percataron que al unir dichos puntos la figura obtenida no era un cuadrado, por lo tanto, hallaron la
ecuacion de una recta y aplicaron los conocimientos que poseian de geometria analitica para
determinar la ecuacion de la recta perpendicular que pasa por los puntos iniciales, posteriormente
reemplazan y pueden asi obtener dos soluciones; sin embargo el estudiante E2 determina que estas
dos no son las unicas soluciones, sino que ademas, si los dos puntos no son consecutivos, se debe
hallar la mediatriz y reemplazando en la ecuacion se halla otra posible solucion. Estas respuestas se

pueden apreciar en las Figuras 34, 35y 36.

Figura 34. Respuesta Estudiante (E8) Actividad N°2 P.E.1. A- A.
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Figura 35. Respuesta Estudiante (E1) Actividad N°2 P.E.1. D- I.
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Figura 36. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°2 P.E.1. S- C.

P.E.2. ; Obtenga la ecuacion de la recta a partir de los puntos z; = 3 + 2i y z, = 4 — 2i, es posible

generalizarla para cualquier z1 y z2?
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Tabla 16. Niveles de formacion del concepto (Representaciones) Actividad N°2 problema 2. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES
Andlisis-Abstraccion 7 70
Discriminacion-ldentificacion 3 30
Sintesis-Concrecion. 0 0

De los 10 estudiantes (ver Tabla 16), 7 de éstos hacen uso de la ecuacion de una recta y reemplazan

los valores haciendo z1= (2,3) y zo= (4,-2), s6lo 3 de ellos generalizan la ecuacién y determinan posibles

soluciones si las rectas son paralelas a la recta real o a la recta imaginaria (ver Figura 37).
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Figura 37. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°2 P.E.2. S- C.

5.2.4. Fijacion- aplicacion

Estos problemas requieren de la interrelacion entre conceptos de otras areas para su solucion. Las

soluciones de los problemas se encuentran relacionadas con la geometria.
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P.F.1. Encontrar la Ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos z; =0, z, =2 +1i y

z3 = 3 + 2i, y determinar el punto donde ésta circunferencia corta al eje real, imaginario y a la recta
de Arg(z) = in.
Tabla 17. Niveles de formacion del concepto (Representaciones) Actividad N°2 problema 1. Fase de

fijacion- aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES
Andlisis-Abstraccion 4 40
Discriminacion-ldentificacion 2 20
Sintesis-Concrecion. 0 0
Ns/Nr 4 40

Del total de estudiantes 4 no resolvieron el problema (ver Tabla 17), esto debido a que no recuerdan
como encontrar la ecuacién de una circunferencia que pase por tres puntos, 4 realizan una solucion
gréfica, ubican los tres puntos, trazan un triangulo desde cada vértice y hallan las mediatrices de dos
lados del triangulo. Es de destacar que solo 2 estudiantes E2 y E10 establecen la ecuacién de la

“ 9

circunferencia y hallan los puntos de corte con el eje “x” y el eje “y”, pero no logran determinar los
1 T .
puntos de corte con la recta de Arg(z) = e ellos no logran establecer las caracteristicas esenciales

de la estructura en su totalidad a partir de la representacion polar de los numeros complejos (ver

Figuras 38 y 39).
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Figura 38. Respuesta Estudiante (E6) Actividad N°2 P.F.1. A- A.
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Figura 39. Respuesta Estudiante (E10) Actividad N°2 P.F.1. D- I.
P.F.2. Tres fuerzas, como se muestran en la siguiente figura actuian en un plano sobre un objeto

colocado en 0. Determinar las coordenadas cartesianas, polares y trigonomeétricas de cada vector.

%0
100 Ib
I 60

0 45

ejercicio
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Tabla 18. Niveles de formacion del concepto (Representaciones) Actividad N°2 problema 2. Fase de

fijacion- aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES
Andlisis-Abstraccion 0
Discriminacion-ldentificacion 60
Sintesis-Concrecion. 40

Todos los estudiantes resolvieron el problema propuesto (ver Tabla 18), ellos aplicaron propiedades de

los nimeros complejos en un problema de fisica, identificando diferentes representaciones, establecen

comparaciones y similitudes, 6 de ellos determinan las caracteristicas del sistema y sintetizan el

proceso, algunos, por ejemplo E2, exponen que “en el trabajo con vectores vistos como complejos

puede llegar a ser mas facil encontrar vectores o fuerzas normales a otra con sélo multiplicar por i” (ver

Figuras 40 y 41).

Figura 40. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°2 P.F.2. A- A.

Figura 41. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°2 P.F.2. D- I.
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A continuacion se presentan los resultados de los problemas propuestos en la actividad

Representaciones, segun el nivel de formacion del concepto presentado por cada estudiante de forma

escrita verbal o no verbal.

Tabla 19. Niveles de formacion del concepto (representaciones).

Actividad 2 Representaciones

Estudiantes PM1 PA1 PE1 PE2 PF1 PF2
E1 D-l A-A D-l A-A A-A S-C
E2 A-A A-A S-C S-C D-l S-C
E3 S-C D-l A-A A-A Ns/Nr D-|
E4 S-C A-A A-A A-A Ns/Nr D-|
ES A-A A-A A-A A-A Ns/Nr D-|
E6 A-A A-A D-l A-A A-A S-C
E7 D-l D-l A-A S-C A-A D-l
E8 A-A A-A A-A A-A Ns/Nr D-l
E9 S-C D-l A-A A-A A-A D-l
E10 S-C D-l D-l S-C D-l S-C

5.3. Actividad 3. Operaciones

El objetivo de la actividad es identificar y aplicar las operaciones con numeros complejos,

caracterizandolas en diferentes representaciones, esta actividad se programé siguiendo la via mixta y

su analisis se estructura segun las fases del proceso de integracion. La cantidad de problemas de esta

actividad se presenta a continuacion (ver Tabla 20).

Tabla 20. Numero de problemas por etapas. Actividad 3. Operaciones.

Etapa Numero de problemas
Motivacion 0
Adquisicion 2
Elaboracion 5
Fijacién-Aplicacién 3
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Total 10

5.3.1. Motivacién

Como motivacion no se propuso a los estudiantes ningun tipo de problema, se hizo lectura a un
resumen sobre la historia de los numeros complejos y las operaciones basicas, suma, resta,
multiplicacion y division, de igual forma se presenta a los estudiantes el video “Dimensiones”, en él se
observa como se pueden operar numeros complejos. Aunque los estudiantes no resolvieron problemas
de motivacion, en las preguntas realizadas acerca de las operaciones con numeros complejos, los
estudiantes hacen un comparativo entre la suma de vectores que se hace en fisica con la suma de

numeros complejos desde la representacion de puntos en el plano de Argand.

5.3.2. Adquisicion

Se presenta a los estudiantes como se realizan las diferentes operaciones (suma, resta, multiplicacion y
division) desde la representacion algebraica de los numeros complejos, el problema presentado a los
estudiantes permite que éstos puedan establecer algunas propiedades de las operaciones con numeros
complejos entre ellas la conmutatividad.

P.A1.2 + 3i = 2 + 3i, es diferente a 3 + 2i, ¢ por qué?, represéntalos en el siguiente plano.
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Tabla 21. Niveles de formacién del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 1. Fase de

adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 9 90
Discriminacion-ldentificacion 0 0
Sintesis-Concrecion. 1 10

La mayoria de los estudiantes (ver Tabla 21) hicieron la representacién grafica de los dos puntos y

concluyeron que los dos numeros eran distintos, sin embargo E7 pudo establecer que los dos puntos

eran distintos no sélo por sus coordenadas rectangulares, sino por sus coordenadas polares, ella

concluye que aunque los mddulos de los dos numeros son iguales, el argumento de los dos puntos es

distinto (ver Figuras 42y 43).

Figura 42. Respuesta Estudiante (E3) Actividad N°3 P.A.1. A- A.
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Figura 43. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°3 P.A.1. S- C.

P.A.2. Suma, resta multiplica y divide los siguientes numeros 2 + 5i y —4 — 2i, son los mismos

resultados que sumar, restar, multiplicar y dividir —4 — 2i y 2 + 5i.

Tabla 22. Niveles de formacién del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 2. Fase de

adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 20
Discriminacion-ldentificacion 70
Sintesis-Concrecion. 10

De los 10 estudiantes (ver Tabla 22), 2 resolvieron las operaciones colocando primero el numero

2 + 5i yluego —4 — 2i, su conclusion se limitd a determinar que las respuesta eran distintas, 7 de los

estudiantes pudieron concluir que la suma al igual que la multiplicacion eran conmutativas, pero que la

resta y la division no cumplian dicha propiedad, E4, expone que “los numeros complejos cumplen la

propiedad de la conmutatividad al igual que los hacen los nimeros reales”, E7 complementa diciendo

‘claro porque los nimeros reales son complejos, solo que su componente imaginario es cero”. De otra
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parte E2 grafica la suma, resta, multiplicacion y division, haciendo uso de vectores y expone que “las
operaciones con numeros complejos cumplen no sélo las propiedades de los numeros reales, sino que
ademas si se asemejan a vectores como los vistos en fisica, cumplen las propiedades de
conmutatividad en la suma y el producto, ademas cumplen el producto de un escalar por un vector

como una dilatacion y contraccion” (ver Figura 44 y 45).

Figura 44. Respuesta Estudiante (E1) Actividad N°3 P.A.2. S- C.

el

Figura 45. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°3 P.A.2. S- C.
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5.3.3. Elaboracién

Se entrega a cada estudiante la actividad numero 2, la cual consiste en que usando el programa Cabri
Geometry se identifiquen algunas caracteristicas de la suma, resta, multiplicacion y divisién de nimeros
complejos.

Adicional a ello, los estudiantes verifican que las operaciones de forma algebraica coinciden con las
operaciones de forma geométrica.

P.E.1. ;Cual es el numero complejo de la forma a + bi, que al sumarle otro complejo de la forma

a + bi, su resultado es un real, otro complejo, cero, uno, i?

¢ Cual es el numero complejo de la forma a + bi, que al multiplicarle otro complejo de la forma a + bi,

su resultado es un real, otro complejo, cero, uno, i?

¢ Cual es el numero complejo de la forma a + bi, que al dividirle otro complejo de la forma a + bi, su

resultado es un real, otro complejo, cero, uno, i?

Tabla 23. Niveles de formacion del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 1. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES

Andlisis-Abstraccion

Discriminacion-ldentificacion 3 30

Sintesis-Concrecion. 0 0

Los estudiantes hicieron grupos de trabajo donde se discutio acerca de cuales serian los nimeros que
al aplicar cada operacion su respuesta seria un resultado especifico. Siete de 10 estudiantes (ver Tabla

23) a través de las actividades entregadas, encontraron los resultados pedidos, es asi que pudieron
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determinar que en algunos casos se hace necesario los inversos aditivos, multiplicativos, el conjugado y
el inverso del conjugado, como se puede apreciar en la Figura 46. Se puede precisar que 3 estudiantes
no sdlo lo desarrollaron desde el punto de vista grafico haciendo uso del programa Cabri geometry, sino
que ademas combinaron dicha solucion con los conocimientos que tienen sobre las operaciones con
complejos y la solucion de ecuaciones, adicional a ello encontraron la relacion existente entre los

argumentos y modulos cuando se multiplican o dividen los nimeros (ver Figuras 46 y 47).

455° 236 cm

443° 147 cm

Resultado: 89,73 °

Resuttado: 3,47 ¢m?

176° 1,74 cm

178° 439 cm
Resultado -0,17
Resultado] 0,40

Resultado: 0,17 *

e Resultado: 2,53

Figura 46. Respuesta Estudiante (E5) Actividad N°3 P.E.1. A- A.
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Figura 47. Respuesta Estudiante (E6) Actividad N°3 P.E.1. D- I.

P.E.2. La suma de dos numeros conjugados es 6 y la suma de sus modulos es 10. ;De qué nimero

complejo se trata?

Tabla 24. Niveles de formacion del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 2. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 0 0
Discriminacion-Identificacion 10 100
Sintesis-Concrecion. 0 0

P.E.3. Dados dos nimeros complejos cualesquiera se sabe que su diferencia es real, su suma tiene

parte real 8 y su producto es 11 — 6i, ; Cuéles son los numeros?
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Tabla 25. Niveles de formacion del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 3. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES

Anadlisis-Abstraccion

Discriminacién-ldentificacion 10 100

Sintesis-Concrecion. 0 0

P.E.4. Si al multiplicar dos niimeros complejos el resultado es -2 y el cubo de uno de ellos dividido entre

el otro es %, calcule los numeros complejos de la forma polar.

Tabla 26. Niveles de formacion del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 4. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 0 0
Discriminacion-ldentificacion 10 100
Sintesis-Concrecion. 0 0

P.E.5. ; Cual es el numero complejo que después de multiplicarlo por 1 — i, sumarle —3 + 5i, y dicho

resultado dividirlo por 2 + 3i; se obtiene como valor final el nimero complejo inicial?
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Tabla 27. Niveles de formacion del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 5. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION

Anadlisis-Abstraccion

ESTUDIANTES

Discriminacién-ldentificacion

10

Sintesis-Concrecion.

Los 10 estudiantes (ver Tabla 24, 25, 26 y 27) desarrollaron los problemas haciendo uso del
conocimiento que tienen de algebra, solo al final de cada problema hicieron el cambio a coordenadas
polares o cartesianas segun fuera el caso, hacen uso de las diferentes representaciones de los

numeros complejos y de las propiedades en sus operaciones. Un ejemplo de ello se presenta a

continuacion (ver Figuras 48, 49, 50 y 51).
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Figura 48. Respuesta Estudiante (E4) Actividad N°3 P.E.5. D- I.
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Figura 49. Respuesta Estudiante (E3) Actividad N°3 P.E.5. D- I.

Figura 50. Respuesta Estudiante (E6) Actividad N°3 P.E.5. D- I.
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Figura 51. Respuesta Estudiante (E8) Actividad N°3 P.E.5. D- I.
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5.3.4. Fijacion- aplicacion
Con problemas donde el uso de operaciones con complejos son una opcién en su solucién. En estos
problemas se pone a prueba el conocimiento que tienen los estudiantes y la apropiacion de los

conceptos anteriores.

P.F.1. El producto de dos nimeros complejos es % (cos 117—2” + sen 117—2”), el cocinte de sus modulos es

6 y la diferencia de sus argumentos es 1—"2 cudles seran esos dos numeros.

Tabla 28. Niveles de formacion del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 1. Fase de fijacion-

aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 4 40
Discriminacion-Identificacion 6 60
Sintesis-Concrecion. 0 0

Del total de estudiantes (ver Tabla 28) 4 establecieron estrategias que implicaban el paso de la
representacion trigonométrica a la cartesiana, 6 de los estudiantes tuvieron en cuenta que se puede
hacer el cambio a coordenadas polares haciendo uso del angulo dado y el mddulo, ellos usaron las
propiedades de la multiplicacion y division, bajo la representacion polar para hallar de manera rapida la

solucion (ver Figuras 52 y 53).
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Figura 52. Respuesta Estudiante (E5) Actividad N°3 P.F.1. A- A,
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Figura 53. Respuesta Estudiante (E9) Actividad N°3 P.F.1. D- I.

P.F.2. Deduzca que ||21| — [zz]| < |z, — z,|, interprete geométricamente las cantidades para luego

aplicar la desigualdad triangular.

123



Tabla 29. Niveles de formacion del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 2. Fase de fijacion-

aplicacién.
NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES
Andlisis-Abstraccion 6 60
Discriminacion-ldentificacion 3 30
Sintesis-Concrecion. 0 0
Ns/Nr 1 10

De los 10 estudiantes participantes (ver Tabla 29) 6 aplicaron la desigualdad triangular a dos numeros
complejos, pero no demostraron o interpretaron de manera geométrica la situacion, solo 3 de ellos
graficaron la situacion y establecieron que si se tienen dos numeros complejos al trazar una

circunferencia de radio igual al mddulo del numero, podrian visualizar la situacién que se les presentaba

(ver Figuras 54 y 55).
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Figura 54. Respuesta Estudiante (E3) Actividad N°3 P.F.2. A- A.

Figura 55. Respuesta Estudiante (E9) Actividad N°3 P.F.2. D- I.
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P.F.3. Demuestre que z;z, = z; * Z,.

Tabla 30. Niveles de formacion del concepto (Operaciones) Actividad N°3 problema 3. Fase de fijacion-

aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION

ESTUDIANTES

Analisis-Abstraccion 8 80
Discriminacion-ldentificacion 1 10
Sintesis-Concrecion. 1 10

La mayoria de los estudiantes (ver Tabla 30), 8 resolvieron el problema haciendo uso de la

representacion algebraica de los nimeros complejos, con lo cual pudieron concluir que la conjugada del

producto de dos numeros complejos es igual al producto de las conjugadas de los numeros; 1

estudiante E10 agreg6 a la demostracion la representacion polar de los nimeros complejos y adiciona

una caracteristica de la conjuga como el inverso del angulo agregandole el signo menos; el estudiante

E2 establece una relacion geométrica de los productos (ver Figuras 56, 57 y 58).
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Figura 56. Respuesta Estudiante (E5) Actividad N°3 P.F.3. A- A.

Figura 57. Respuesta Estudiante (E10) Actividad N°3 P.F.3. D- I.
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Figura 58. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°3 P.F.3. S- C.
A continuacion se presentan los resultados de los problemas propuestos en la actividad Operaciones,
segun el nivel de formacion del concepto presentado por cada estudiante de forma escrita verbal 0 no
verbal, como se muestra en la Tabla 31.

Tabla 31. Niveles de formacion del concepto (Operaciones).

Actividad 3 Operaciones ‘
Estudiantes  PA1 PA2 PE1 PE2 PE3 PE4 PE5 PF1 PF2 PF3
E1 A-A D-l A-A D-l D-l D-l D-l D-l A-A A-A
E2 A-A S-C D-l D-l D-l D-l D-l D-l S-C S-C
E3 A-A A-A A-A D-l D-l D-l D-l A-A A-A A-A
E4 A-A D-l A-A D-l D-l D-l D-l A-A A-A A-A
ES5 A-A A-A A-A D-l D-l D-l D-l D-l A-A A-A
E6 A-A D-l D-l D-l D-l D-l D-l A-A A-A A-A
E7 SC D-l A-A D-l D-l D-l D-l D-l S-C A-A
E8 A-A D-l A-A D-l D-l D-l D-l A-A A-A A-A
E9 A-A D-l A-A D-l D-l D-l D-l D-l A-A A-A
E10 A-A D-l D-l D-l D-l D-l D-l D-l S-C D-l

5.4. Actividad 4. Potencias
El objetivo de la actividad es deducir algunas propiedades de la potenciacion mediante la multiplicacion,

haciendo uso de la representacion exponencial de los complejos y la formula de Moivre, en diferentes
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situaciones. Esta actividad se desarrollé siguiendo la via inductiva. La cantidad de problemas de esta

actividad se presenta a continuacion en la Tabla 32.

Tabla 32. Numero de problemas por etapas. Actividad 4. Potencias.

Etapa Numero de problemas
Motivacion 0
Adquisicion 2
Elaboracion 2
Fijacién-Aplicacion 2
Total 6

5.4.1. Motivacién

Como parte de la motivacion se hace entrega a los estudiantes de una lectura con algunos datos
curiosos de la vida de Moivre, y sus resultados frente a las operaciones con nimeros complejos.
Aungue no se presentan problemas en esta etapa, los estudiantes al verse envueltos en las
operaciones con complejos y las potencias de un numero complejo, empezaron a recordar el como se
multiplica un numero complejo y hacer aseveraciones sobre cémo elevar un nimero complejo a una
potencia, muchos de ellos propusieron el multiplicar varias veces a + bi, cuantas veces diga el

exponente.

5.4.2. Adquisicion

En esta etapa los problemas requieren de la multiplicacion sucesiva, se trata que los estudiantes
deduzcan la férmula de Moivre, ademas de establecer la relacién entre las diferentes representaciones
de los numeros complejos y la formula de Euler.

P.A.1. Calcula la siguiente potencia: (2 + i)*2.
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Tabla 33. Niveles de formacion del concepto (Potencias) Actividad N°4 problema 1. Fase de

adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION

ESTUDIANTES

Anadlisis-Abstraccion

6 60
Discriminacién-ldentificacion 3 30
Sintesis-Concrecion. 1 10

De los 10 estudiantes (ver Tabla 33) 6 multiplican el numero (2 + i) doce veces con lo cual encuentran

el nimero, 3 de los 10, deciden escribir el nimero (2 + i) en forma polar y elevar el médulo a la 12,

ademas de multiplicar su argumento por 12, al realizar dicha operacién se dieron cuenta, que el angulo

superaba los 360° e hicieron la equivalencia correspondiente. De otra parte E10, no s6lo desarrolla el

problema, sino que hace uso de la representacion polar, trigonométrica y grafica, con el programa

GeoGebra (ver Figuras 59, 60 y 61).
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Figura 59. Respuesta Estudiante (E9) Actividad N°4 P.A.1. A- A.
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Figura 60. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°4 P.A.1. D- I.
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Figura 61. Respuesta Estudiante (E10) Actividad N°4 P.A.1. S- C.

P.A.2. Dado que z =re® =r(cosd +isenb), establezca una férmula para determinar Ia

multiplicacion, division y potencias de numeros complejos.

Tabla 34. Niveles de formacion del concepto (Potencias) Actividad N°4 problema 2. Fase de

adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 5 50
Discriminacion-Identificacion 4 40
Sintesis-Concrecion. 1 10

Del total de estudiantes (ver Tabla 34), la mitad de estos establecieron una posible férmula para la
multiplicacion, division y potencias de numeros complejos a partir de la representacion exponencial, 4

estudiantes dedujeron la ecuacion, aunque solo 1 pone a prueba su conjetura (ver Figuras 62, 63y 64).
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Figura 62. Respuesta Estudiante (E9) Actividad N°4 P.A.2. A- A.
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Figura 64. Respuesta Estudiante (E10) Actividad N°4 P.A.2. S- C.

5.4.3. Elaboracion

Las actividades propuestas en esta etapa se relacionan con otras representaciones y soluciones, con la
representacion exponencial y la férmula de Moivre, con el fin de afianzar no sélo el conocimiento nuevo,
sino conocimientos anteriores

P.E.1. Realiza las siguientes potencias (usa el teorema de Moivre para su solucion y la representacion

exponencial.
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Tabla 35. Niveles de formacion del concepto (Potencias) Actividad N°4 problema 1. Fase de

elaboracion.
NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES
Andlisis-Abstraccion 0 0
Discriminacion-ldentificacion 10 100
Sintesis-Concrecion. 0 0

Los 10 estudiantes (ver Tabla 35) establecieron relaciones entre las representaciones exponenciales y
las potencias de numeros complejos, en el ultimo hicieron uso de propiedades determinadas en la
actividad 1.

Los estudiantes establecen relaciones entre las potencias ya conocidas de i y deducen a partir de la
formula de Moivre que los resultados obtenidos de forma geométrica y con el nuevo teorema coinciden,
es asi que el uso de la representacion exponencial se les facilita y logran hacer deducciones como

e'™ = —1 (ver Figura 65).

Y
=1 (ot d el %)
= 1(cor2 ¥ sear’0) oo
= 4( 1t a0l =

Figura 65. Respuesta Estudiante (E8) Actividad N°4 P.E.1. D- I.
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P.E.2. Usa el teorema de Moivre para hallar potencias de niimeros reales.

Tabla 36. Niveles de formacion del concepto (Potencias) Actividad N°4 problema 2. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 7 70
Discriminacion-ldentificacion 3 30
Sintesis-Concrecion. 0 0

Del total de estudiantes participantes (ver Tabla 36) 7 realizaron las potencias de numero reales
haciendo uso del teorema de Moivre, la mayoria de ellos tomaron potencias de numeros reales
conocidos vy al aplicar el teorema encontraron que la solucion era la misma, por lo tanto era posible
‘extender el teorema de Moivre a los nimeros reales” como lo afirma E2.

De otra parte el estudiante E7, E1 y E10 no sélo hallan las potencias de nimeros complejos haciendo
uso de la féormula de Moivre, sino que ademas encuentran otras relaciones y propiedades de la
representacion exponencial de los numeros complejos, deduciendo la férmula de Euler (ver Figuras 66 y

67).

Figura 66. Respuesta Estudiante (E4) Actividad N°4 P.E.2. A- A.
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Figura 67. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°4 P.E.2. D- .

5.4.4. Fijacion-aplicacion
Con problemas donde el uso de la representacion exponencial y la formula de Moivre permiten su

solucién. Algunos de los problemas propuestos estan relacionados con demostraciones de angulos

dobles en trigonometria.

P.F.1. Demostrar que: cos360 = cos36 — 3 cosO sen?8.

Tabla 37. Niveles de formacion del concepto (Potencias) Actividad N°4 problema 1. Fase de fijacion-

aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 7 70
Discriminacion-ldentificacion 3 30
Sintesis-Concrecion. 0 0

De los estudiantes participantes (ver Tabla 37) 7 demostraron que cos36 = cos38 — 3 cosf sen?8,

haciendo uso del teorema de Moivre y utilizando la propiedad de igualdad entre nimeros complejos,

133



so6lo un grupo de 3 estudiantes lograron establecer otras relaciones como sen36, sen26 y cos26. Los
estudiantes exponen que esta es “una manera de poder recordar algunas identidades trigonométricas
sobre angulos dobles y més, que se ensefian en trigo” dice E4. Situaciones que se pueden observar en

las Figuras 68 y 69.

Figura 68. Respuesta Estudiante (E1) Actividad N°4 P.F.1. A- A.

—r

Figura 69. Respuesta Estudiante (E4) Actividad N°4 P.F.1. D- I.
P.F.2. Considérese una particula que recorre una circunferencia centrada en el origen y de radio r con

una velocidad angular w constante, como se muestra en la figura.
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Suponga que su posicion inicial para t = 0 esta dada por (A cos6, A sen6). La posicion de esta particula
en cualquier tiempo t es: r(t) = (A cos (wt + 6), A sen(wt + 6)).

a) Expresa a r(t) usando nimeros complejos.

b) Expresa a r(t)de la forma exponencial compleja.

¢) Halla r(0), interpreta la respuesta.

d) Halla la parte real y la parte imaginaria de r(t), las coordenadas de r(t) en el eje °x” y en el eje *y’.

Tabla 38. Niveles de formacién del concepto (Potencias) Actividad N°4 problema 2. Fase de fijacion-

aplicacion.
NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES
Analisis-Abstraccion 4
Discriminacion-ldentificacion 6 60
Sintesis-Concrecion. 0 0

Del total de los estudiantes (ver Tabla 38) fue posible que en su mayoria que 6 pudiesen encontrar una
relacion entre el movimiento circular, la posicién de una particula y las diferentes representaciones que
puede tener la posicion de una particula relacionada con los nimeros complejos. Solo 4 de ellos no

pudieron interpretar el significado de r(0). Ellos asociaron las representaciones a los numeros
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complejos, pero no interpretan desde el punto de vista fisico la situacion. Un estudiante E2 expresa que
después de ver este problema logra entender algunas implicaciones que se tienen en la fisica, el

asevera “es como si fuesen creados pensando en la fisica” (ver Figuras 70, 71y 72).
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Figura 70. Respuesta Estudiante (E5) Actividad N°4 P.F.2. A- A.

Figura 71. Respuesta Estudiante (E3) Actividad N°4 P.F.2. D- I.

Figura 72. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°4 P.F.2. D- I.
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A continuacion se presentan los resultados de los problemas propuestos en la actividad Potencias,
segun el nivel de formacién del concepto presentado por cada estudiante de forma escrita verbal 0 no
verbal (ver Tabla 39).

Tabla 39. Niveles de formacion del concepto (Potencias).

Actividad 4 Potencias

Estudiantes  PAT PA2 PE1 PE2 PF1 PF2
E1 D-l D-l D-l D-l A-A A-A
E2 D-l D-l D-l A-A D-l D-I
E3 A-A D-l D-l A-A A-A D-I
E4 A-A A-A D-l A-A D-| D-I
ES A-A A-A D-l A-A A-A A-A
E6 A-A A-A D-l A-A A-A A-A
E7 D-l S-C D-l D-l D-l D-I
E8 A-A A-A D-l A-A A-A A-A
E9 A-A A-A D-l A-A A-A D-I
E10 S-C D-l D-l D-l D-l D-I

5.5. Actividad 5. Raices
El objetivo de la actividad es determinar las raices n-ésimas de un numero complejo e interpretarlas
geométricamente. Esta actividad se programé siguiendo la via mixta. La cantidad de problemas de esta

actividad se presentan a continuacion en la Tabla 40.

Tabla 40. Numero de problemas por etapas. Actividad 5. Raices.

Etapa Numero de problemas
Motivacion 2
Adquisicion 1
Elaboracién 2
Fijacion-Aplicacion 2
Total 7
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5.5.1. Motivacion

Los problemas plantados hacen referencia a la construccion de poligonos regulares con el fin de
establecer relaciones con las raices de un numero complejo y su representacion gréafica.

P.M.1. Halla las coordenadas de los vértices z1, z2 y z3 de un triangulo equilatero de centro (0, 0), si se

sabe que uno de sus vértices se encuentra ubicado en z = 3 + 0i. Grafica el triangulo.

Tabla 41. Niveles de formacion del concepto (Raices) Actividad N°5 problema 1. Fase de motivacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 40
Discriminacion-ldentificacion 5 50
Sintesis-Concrecion. 1 10

De los estudiantes participantes (ver Tabla 41) 4 de ellos entendieron el problema y trataron de dar una
solucién gréfica haciendo uso de la regla, sin embargo trazaron tridngulos isdsceles, mas no
equildteros, 6 de ellos trazaron el triangulo equilatero haciendo uso de los conocimientos que tenian de
geometria, hallaron los vértices. Vale precisar que sélo un estudiante (E2), pudo establecer que cada
vértice correspondia a dividir 360° entre 3 y que al trazar una circunferencia de radio el médulo de z;,
era posible encontrar los otros dos vértices, asociandole a cada punto coordenadas polares, este
estudiante pudo determinar que si se escribe en términos trigonométricos habia que dividir el angulo y

sumarle el anterior (ver Figuras 73, 74y 75).

Figura 73. Respuesta Estudiante (E3) Actividad N°5 P.M.1. A- A.
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Figura 74. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°5 P.M.1. D- I.
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Figura 75. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°5 P.M.1. S- C.

P.M.2. Halla las coordenadas de los vértices de un cuadrado con centro (0, 0) y uno de sus vértices es

el afijo con modulo 1y argumento 120. Grafica el cuadrado.

Tabla 42. Niveles de formacion del concepto (Raices) Actividad N°5 problema 2. Fase de motivacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 2 20
Discriminacion-ldentificacion 6 60
Sintesis-Concrecion. 2 20

De los 10 estudiantes (ver Tabla 42) 2 de ellos establecieron que la solucion correspondia en

determinar el inverso y conjugado del punto, sin tener en cuenta que los valores obtenidos

correspondian a los vértices de un cuadrado, 6 de los estudiantes tomaron la estrategia del estudiante

E2 y al valor de 360°, lo dividieron en 4 y empezaron a sumarle a 120° los 90° obtenidos, como el

modulo no cambiaba, trazaron una circunferencia, con lo cual pudieron graficar el cuadrado, sélo dos de

ellos hicieron uso de la representacion trigonométrica de los complejos, hallando una férmula que les
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permitiera poder determinar una ecuacion para hallar los vértices de un poligono regular de n lados (ver

Figuras 76, 77 y 78).

Figura 76. Respuesta Estudiante (E6) Actividad N°5 P.M.2. A- A.

Figura 78. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°5 P.M.2. S- C.
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5.5.2. Adquisicion

Esta etapa contiene problemas que relacionan el Teorema de Moivre con las raices de numeros
complejos y su relacion grafica con la construccién de poligonos regulares. Los problemas propuestos
permitieron que los estudiantes establecieran una ecuacién para hallar las raices de numeros
complejos.

P.A.1. Usa el teorema de Moivre para hallar las tres raices cubicas de z = 3 + 0i, ;qué relacion existe
con los tres puntos hallados en el problema 1? Usa el teorema para hallar las raices cuartas del nimero
Z de modulo 1y argumento 120, ;qué relacion existe con los cuatro puntos hallados en el problema 2?
Utiliza el programa GeoGebra para graficar las raices cuadradas, cubicas, sextas, séptimas, de un

numero complejo.

Tabla 43. Niveles de formacion del concepto (Representaciones) Actividad N°5 problema 1. Fase de

adquisicion.
NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 3 30
Discriminacion-ldentificacion 6 60
Sintesis-Concrecion. 1 10

Los 10 estudiantes participantes (ver Tabla 43), utilizaron el teorema de Moivre pero no encontraron una
relacion con las gréficas, debido a que no determinaron todas las raices de z, sélo la primera, mientras
que 6 de ellos hallaron las tres raices debido a que encontraron una relacion entre los angulos que se
forman y el problema anterior, ellos pudieron concluir que corresponde a los vértices de un tridngulo

solo que éste es semejante al otro, tienen los mismos angulos pero los médulos son diferentes. Sin

141



embargo un estudiante E2 puede concluir que “se debe hacer una modificacion al teorema de Moivre
porque expresandolo solo con dividir 360 en 3 0 4 o los que sean, no se halla sino un solo vértice de la
figura”. Este estudiante establece una férmula para encontrar las raices n- ésimas de un numero

complejo (ver Figuras 79, 80 y 81).
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Figura 79. Respuesta Estudiante (E1) Actividad N°5 P.A.1. A- A.

Figura 80. Respuesta Estudiante (E8) Actividad N°5 P.A.1. D- I.

Figura 81. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°5 P.A.1. S- C.
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5.5.3. Elaboracién

Esta etapa contiene problemas que relacionan el Teorema de Moivre con las raices de numeros
complejos y su correspondencia grafica con poligonos regulares, adicional a ello se relacionan las
soluciones de ecuaciones con las raices y el Teorema Fundamental del Algebra.

P.E.1. Hallar las coordenadas polares y cartesianas de los vértices de un hexagono regular de radio 3,
sabiendo que un vértice esta situado en el eje real positivo.

Halla las coordenadas de los vértices de un hexagono regular de centro (0; 0), si se sabe que uno de
sus affjos tiene de modulo 2 y argumento g . Grafica el hexagono reqular.
Hallar las coordenadas de los vértices de un cuadrado inscrito en una circunferencia de centro (0; 0) y

uno de los vértices es el afijo del complejo 1+ 2i.

Tabla 44. Niveles de formacion del concepto (Raices) Actividad N°5 problema 1. Fase de elaboracién.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 0 0
Discriminacion-ldentificacion 10 100
Sintesis-Concrecion. 0 0

Todos los estudiantes (ver Tabla 44) solucionaron los problemas determinando el valor de z, hicieron
uso de la representacion trigonométrica y por ultimo utilizan el teorema de Moivre para hallar las raices
de los nimeros dados, de igual forma pasan a graficar el poligono regular, algunos de los estudiantes

hicieron uso del programa GeoGebra para comprobar sus resultados (ver Figura 82).
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Figura 82. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°5 P.E.1. D- .
P.E.2. Halla las raices cuadradas, cubicas y cuartas de 8 y -8, graficalas.
Halla las raices cuadradas, cubicas y cuartas de 4 y -4, graficalas.

Tabla 45. Niveles de formacion del concepto (Raices) Actividad N°5 problema 2. Fase de elaboracién.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 2 20
Discriminacion-Identificacion 8 80
Sintesis-Concrecion. 0 0

Los estudiantes encontraron las raices del nimero, 8 , -8, 4 y -4, haciendo uso del Teorema de Moivre
(ver Tabla 45), 8 de los estudiantes concluyeron que aunque estos numeros son reales, no todas sus
raices lo son, si el numero es un real positivo y sus raices son pares o impares al menos una raiz es
real, si el nUmero es real negativo y su raiz es par ninguna solucién sera real, y si el nimero es negativo

y su raices son impares, entonces al menos una raiz sera real negativa, algunos de ellos establecieron
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dicha relacién con el uso del programa GeoGebra, ademas de implicitamente representar graficamente

las raices de un numero complejo (ver Figura 83).

7 — e

Figura 83. Respuesta Estudiante (E8) Actividad N°5 P.E.2. D- I.

5.5.4. Fijacion-aplicacion
Donde los problemas que se presentan relacionan las raices de un numero complejo, el Teorema de

Moivre y el Teorema Fundamental del Algebra.

P.F.1. Grafica las raices cuadradas, cubicas, cuartas y quintas de 1.

Tabla 46. Niveles de formacion del concepto (Raices) Actividad N°5 problema 1. Fase de fijacidn-

aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Analisis-Abstraccion 4 40
Discriminacion-ldentificacion 3 30
Sintesis-Concrecion. 3 30

De los 10 estudiantes participantes (ver Tabla 46) 4 de ellos hallaron las raices de 1, uno de ellos E6 no

halla todas las raices y termina concluyendo que las otras dos corresponden a i y —i, de manera
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incorrecta. Tres de los estudiantes nos solo solucionaron las raices, sino que ademas concluyeron que
estas permanecian en la circunferencia pues la raiz n-ésima de 1 siempre es 1, mientras que otros tres
ademas de encontrar las raices, determinan que si el moédulo del numero complejo es menor a 1, sus
raices convergen a 0 y ademas si el modulo es igual a 1, sus raices corresponden a la circunferencia de
radio 1. Estas aseveraciones las hicieron al hacer uso del programa GeoGebra, el cual les facilito el

proceso de visualizacion de la situacion presentada (ver Figuras 84, 85y 86).
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Figura 85. Respuesta Estudiante (E1) Actividad N°5 P.F.1. D- I.

Figura 86. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°5 P.F.1. S-C
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P.F.2. Soluciona la siguiente ecuacion x2 + 1 = 0, ; cuantas soluciones encuentras?
Soluciona la siguiente ecuacion x3+ 1 = 0, ;cuantas soluciones encuentras?
Soluciona la siguiente ecuacion x"+ 1 = 0, ;cuantas soluciones encuentras?

Tabla 47. Niveles de formacion del concepto (Raices) Actividad N°5 problema 2. Fase de fijacion-

aplicacion.
NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES
Andlisis-Abstraccion 6 60
Discriminacion-ldentificacion 2 20
Sintesis-Concrecion. 2 20

Del total de participantes (ver Tabla 47) 6 de ellos determinaron que las raices cuadradas de 1 eran 2
debido a la experiencia anterior, dando los valores de 1y -1, sin embargo cuando pasaron a solucionar
la segunda ecuacion, sélo mostraron una solucién; y en la tercera, despejaron a n pero no logran
concluir, 2 estudiantes, determinan que la primera corresponde a las dos raices cuadradas de 1, la
segunda son la tres raices cubicas y el ultimo son las raices n-ésimas de 1, ellos no s6lo determinan
una solucién sino que ademas comprueban que en realidad esas son soluciones de la ecuacion. Los
estudiantes E2 y E10, establecen que “estos son puntos de la circunferencia y la ultima son las raices n-
ésimas de —1, corresponden a la circunferencia de radio 1”. Uno de ellos establece que “segun sea el

grado del polinomio, asi mismo sera el numero de raices” (ver Figuras 87 y 88).
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Figura 88. Respuesta Estudiante (E9) Actividad N°5 P.F.2. D- I.
A continuacion se presentan los resultados de los problemas propuestos en la actividad Raices, segun
el nivel de formacion del concepto presentado por cada estudiante de forma escrita verbal o no verbal,
como se muestra en la Tabla 48.

Tabla 48. Niveles de formacion del concepto (Raices).

‘ Actividad 5 Raices
Estudiantes PM1 PM2 PA1 PE1 PE2 PF1 PF2
E1 D-I D-I A-A D-I D-I D-I A-A
E2 sC sC s-C D-I D-I sC s-C
E3 A-A D-I D-I D-I A-A A-A A-A
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E4 D-| D-l D-l D-| D-l D-l A-A
ES A-A A-A A-A D-l A-A A-A A-A
E6 A-A A-A A-A D-l D-l A-A A-A
E7 D-l D-l D-l D-l D-l S-C D-|

E8 A-A D-l D-l D-l D-l A-A A-A
E9 D-l D-l D-l D-l D-l D-l D-|

E10 D-l S-C D-l D-l D-l S-C S-C

5.6. Actividad 6. Conjuntos de puntos en el plano C
El objetivo de esta actividad es establecer el lugar geométrico de uno o varios nimeros complejos en el
plano. Esta actividad se programo siguiendo la via mixta. La cantidad de problemas de esta actividad se

presenta a continuacion en la Tabla 49.

Tabla 49. Numero de problemas por etapas. Actividad 6. Conjuntos de puntos en el plano C.

Etapa Numero de problemas
Motivacion 1
Adquisicion 2
Elaboracion 1
Fijacion-Aplicacion 3
Total 7

5.6.1. Motivacion.

Se planted un problema relacionado con la busqueda de un tesoro en el cual debian poner en juego
todos los conocimientos anteriores a esta actividad y algunos relacionados con cursos de geometria,
para poder hallar el tesoro.

P.M.1. Un joven encontré un trozo muy antiguo de papel donde se describia la posicion del tesoro de un
pirata en una isla desierta. La descripcion era: En la isla hay una palmera, una roca gigante y una horca;
caminar desde la horca hacia la palmera, contando los pasos, al llegar a la palmera girar 90° a la

derecha, contar el mismo numero de pasos y clavar una estaca. Regresar a la horca, caminar hacia la
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roca gigante contando los pasos, al llegar a la roca girar 90° a la izquierda, contar el mismo numero de
pasos y clavar otra estaca. El tesoro esta en el centro de la linea determinada por ambas estacas. Al
llegar a la isla estaba la roca y la palmera pero la horca se habia desaparecido debido a los cambios de
clima y al tiempo transcurrido. El joven no pudo encontrar ese tesoro y regresé a su casa. Lo triste de la
historia es que si el joven hubiera sabido calcular con numeros complejos podria haber encontrado el
tesoro. Explica como lo hubiera hallado.

Tabla 50. Niveles de formacion del concepto (Conjuntos de puntos en C) Actividad N°6 problema 1.

Fase de motivacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 4 40
Discriminacion-ldentificacion 1 10
Sintesis-Concrecion. 1 10
Ns/Nr 4 40

De los 10 estudiantes participantes 4 no resolvieron el problema, ellos aunque hicieron esquema de la
situacién no comprendian cémo sin tener la horca era posible encontrar el tesoro, las respuestas de
ellos fueron, que “el nifio nunca encontraria su tesoro” o que “el pirata nunca dejo el tesoro en la isla”,
cuatro estudiantes trataron de resolver el problema usando la palmera como centro del plano y la roca
como otro punto, le dieron valores a la roca como si estuviera ubicado en ese punto exacto y con
instrumentos (regla, transportador y compas), establecieron una posible solucién, Un estudiante E2
establece una solucion, dejando el punto medio entre la palmera y la roca como centro del plano,

ademas a la roca le coloca el valor de a+oi, con lo cual demuestra que la ubicacion del tesoro esta
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sobre el eje imaginario a la misma distancia de la cual se encuentra el centro de la palmera, por lo tanto

no era necesario tener la horca (ver Figuras 89 y 90).

Figura 89. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°6 P.M.1. A- A.

Figura 90. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°6 P.M.1. S- C.

5.6.2. Adquisicion.

En esta fase se propusieron a los estudiantes problemas que se relacionan con el determinar el lugar
geomeétrico de un conjunto de puntos en C.

P.A.1. Describa geométricamente el conjunto de todos los nimeros complejos, que satisfacen las
siguientes relaciones.

|z] =1 lz]| <1 lz] =1
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Tabla 51. Niveles de formacion del concepto (Conjuntos de puntos en C) Actividad N°6 problema 1.

Fase de adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES )
Andlisis-Abstraccion 0 0
Discriminacion-ldentificacion 10 100
Sintesis-Concrecion. 0 0

Los 10 estudiantes (ver Tabla 51) no sélo determinaron los lugares geométricos de los puntos, sino que
realizaron una gréfica que les permiti6 hacer mucho més explicita su respuesta; sélo se vio una leve
diferencia con algunos estudiantes que hicieron uso de diferentes representaciones como la polar,

trigonométrica y algebraica de los numeros complejos (ver Figura 91).

Figura 91. Respuesta Estudiante (E5) Actividad N°6 P.A.1. D- .
P.A.2. Indicar qué representa en el diagrama de Argand el conjunto: {z: z = Z}.

Representar en el diagrama de Argand el conjunto: {z: |z + 1| = 2}.
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Tabla 52. Niveles de formacion del concepto (Conjuntos de puntos en C) Actividad N°6 problema 2.

Fase de adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 6 60
Discriminacion-ldentificacion 4 40
Sintesis-Concrecion. 0 0

Del total de participantes (ver Tabla 52) 6 determinaron que correspondia a todo el plano pues eran los
puntos z y sus conjugados, mas no tuvieron en cuenta que en realidad hacia referencia a que la
conjugada y el punto fueran el mismo, de igual forma estos 6 establecieron que el conjunto 2 era un
segmento ampliado 1 unidad, pero 4 estudiantes lograron explicar a sus comparfieros que el primer
conjunto hacia referencia a la igualdad y que “la Unica forma que estos fueran iguales es que su parte
imaginaria fuera cero”; otro estudiante E7, explica a sus compafieros desde el punto de vista dinamico
“se puede ver que a medida que z se acerca al eje real, su conjugada también se acerca hasta que en
la recta real ambos son el mismo”; de igual forma presentan que si se cambia a z por a+bi, en el
segundo conjunto, la solucién no es lo que se planteaba, sino es una circunferencia de radio 2 y

trasladada una unidad a la izquierda (ver Figura 92).

Figura 92. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°6 P.A.2. D- I.
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5.6.3. Elaboracién

Los problemas que se presentan estan relacionados con el paso de la representacion gréafica de un
conjunto de puntos en C , donde los estudiantes deben escribir dicho conjunto por comprension.

P.E.1. Dados los siguientes diagramas, expresa el conjunto para que satisfagan la condicion

correspondiente.

Diagrama 1 Diagrama 2 Diagrama 3

Tabla 53. Niveles de formacion del concepto (Conjuntos de puntos en C) Actividad N°6 problema 1.

Fase de elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 10 100
Discriminacién-ldentificacién 0 0
Sintesis-Concrecion. 0 0

Los 10 estudiantes (ver Tabla 53) determinaron por comprension cada uno de los graficos en términos
de conjuntos de puntos en C, Sélo hubo algunas dificultades con el segundo diagrama debido a que
debian tener en cuenta la representacion polar, ademas de los puntos sobre la recta, sin embargo con
ayuda de los compafieros los 10 estudiantes comprendieron y dieron una respuesta satisfactoria al

problema (ver Figura 93).
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Figura 93. Respuesta Estudiante (E5) Actividad N°6 P.E.1. A- A.

5.6.4. Fijacion- aplicacion.

Los problemas que se presentan en la fase de fijacion- aplicacion requieren de la interrelacion entre
conceptos de otras areas para su solucion. En este se deben tener en cuenta los conceptos ya vistos a
lo largo de las actividades.

P.F.1. Describir el conjunto de puntos en el plano C determinado por la siguiente ecuacion: z - z > 4.
Tabla 54. Niveles de formacion del concepto (Conjuntos de puntos enC) Actividad N°6 problema 1.

Fase de fijacion- aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 4 40
Discriminacion-Identificacion 6 60
Sintesis-Concrecion. 0 0

De los 10 estudiantes participantes (Ver Tabla 54) 4 de ellos establecieron que la solucion eran los

numeros reales mayores a 4, situacion que fue refutada por 6 de ellos, pues al realizar el cambio de z 'y

155



su conjugado por a+bi, la respuesta no pueden ser los reales mayores a 4. Esta situacion se presenta

en la Figura 94.
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Figura 94. Respuesta Estudiante (E4) Actividad N°6 P.F.1. D- I.

P.F.2. Sea r un nimero real positivo. Determine el lugar geomeétrico dado por los nimeros complejos z,

talque |z —r| = .

Tabla 55. Niveles de formacion del concepto (Conjuntos de puntos en C) Actividad N°6 problema 2.

Fase de fijacion- aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION

ESTUDIANTES

Analisis-Abstraccion

Discriminacion-ldentificacion

8 80

Sintesis-Concrecion.

Del total de estudiantes (ver Tabla 55) 2 de ellos sélo ejemplificaron la situacién cambiando el valor de r

por un numero real, solo 8 de ellos no sélo cambiaron el valor, sino que ademas establecieron la

solucion para un r real positivo, generando una grafica alrededor del centro (0,r) y radio r (ver Figura

95),
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Figura 95. Respuesta Estudiante (E1) Actividad N°6 P.F.2. D- I.
P.F.3. Dados tres cuadrados iguales como se muestran en la figura, use los numeros complejos para

determinar el angulo BAC + BAD.

Tabla 56. Niveles de formacion del concepto (Conjuntos de puntos en C) Actividad N°6 problema 3.

Fase de fijacion- aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 3 30
Discriminacion-ldentificacion 7 70
Sintesis-Concrecion. 0 0

Del total de estudiantes (ver Tabla 56) 3 estudiantes le dieron un cierto valor a los lados del cuadrado,
hallando el valor de los angulos, los otros 7 generalizaron colocandole un valor “a” al lado del cuadrado,

y determinan que el tamafio del &ngulo no difiere segun sea el lado del cuadrado (ver Figura 96).

157



2o 7 N, 4%
2 3 ¥ B tai' 2 V= 18"
I h'nl =1 _'fc’-"l"‘:' ’ ‘I""')I'Ilr"ll b I-.\_d..'- o
T Vipad
—
-4 a
2, 5. ) N L I
=0T Yrgmet beg ) s kel AN
. ‘ W B
1
T Hatse?

L= Iﬂr

Figura 96. Respuesta Estudiante (E2) Actividad N°6 P.F.3. D- I.
A continuacion se presentan los resultados de los problemas propuestos en la actividad Conjunto de
puntos en C, segun el nivel de formacion del concepto presentado por cada estudiante de forma escrita
verbal o no verbal (ver Tabla 57).

Tabla 57. Niveles de formacion del concepto (Conjunto de puntos en C).

Actividad 6 Conjuntos de puntos en C ‘
Estudiantes PM1 PA1 PA2 PE1 PF1 PF2 PF3
E1 A-A D-l D-l A-A A-A D-| A-A
E2 S-C D-l D-l A-A D-l D-| D-|
E3 Ns/Nr D-l A-A A-A D-l D-| D-|
E4 A-A D-l A-A A-A D-I D-| D-|
E5 Ns/Nr D-l A-A A-A A-A A-A A-A
E6 Ns/Nr D-l A-A A-A A-A D-l D-l
E7 A-A D-| D-| A-A A-A D-| D-|
E8 Ns/Nr D-| A-A A-A D-| A-A A-A
E9 A-A D-| A-A A-A D-| D-| D-|
E10 D-I D-l D-I A-A D-l D-l D-|
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5.7. Actividad 7. Funciones en variable compleja

Para el desarrollo de esta actividad los estudiantes tienen dominio de los conocimientos previos, pues a
través de las actividades anteriores se crean las condiciones para lograr que éstos construya un

conocimiento robusto del concepto de funcidn de variable compleja por aproximaciones sucesivas.

La actividad “Funciones en variable compleja” tiene como objetivo comprender el concepto de funcion
de variable compleja, esta actividad se desarrollé siguiendo la via mixta, a continuacion se analizan
cada uno de los problemas presentados a los estudiantes dependiendo de las fases del proceso
metodoldgico establecido en el modelo didactico. Cada una de las etapas contiene los siguientes

problemas (ver Tabla 58).

Tabla 58. Numero de problemas por etapas. Actividad 7. Funciones de variable compleja.

Etapa Numero de problemas

Motivacion
Adquisicion
Elaboracién
Fijacion-Aplicacion
Total

5.7.1. Motivacion

Como parte de la motivaciéon se observa el video de titulo dimensiones 6/ el cual se encuentra
disponible en URL: https://www.youtube.com/watch?v=WE7wfJU6RV4

P.M.1. Realiza la transformacion de puntos, segmentos y circunferencias de radio 1y 2, mediante la

funcion f(z) = z2, establece una posible solucion gréfica.
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Tabla 59. Niveles de formacion del concepto (Funciones en C ) Actividad N°7 problema 1. Fase de

motivacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 4 40
Discriminacion-ldentificacion 6 60
Sintesis-Concrecion 0 0

De un total de 10 estudiantes (ver Tabla 59) 4 establecieron una solucién tomando a z como una sola
variable independiente y a f(z), como una variable dependiente y graficaron al igual que se haria con
funciones en variable real, 6 de ellos reemplazaron valores de C en otro plano C y a través de la
tabulacion pudieron establecer una posible solucion, situaciones que se pueden observar en las Figuras

97 y 98.
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Figura 97. Respuesta Estudiante (E5) Actividad N°7 P.M.1. A- A.
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Figura 98. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°7 P.M.1. D- I.

5.7.2. Adquisicion

En esta etapa se presenta a los estudiantes problemas relacionados con el paso del sistema de

representacion tabular al grafico, con el fin de poder determinar algunas transformaciones de las

funciones en variable compleja.

P.A.1. Dado f(z) = 22 + 5, hallar f(2 + i), f{i), f{-).

Tabla 60. Niveles de formacion del concepto (Funciones en C ) Actividad N°7 problema 1. Fase de

adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Analisis-Abstraccion 5 50
Discriminacion-ldentificacion 5 50
Sintesis-Concrecion. 0 0
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Todos los estudiantes (ver Tabla 60) establecen una solucion reemplazando en la funcién los puntos
z1=2+i, 2o=i y z3=-i, concluyen que no existen diferencias entre las formas de calcular una funcion en
variable real con el de variable compleja, 5 de los estudiantes constituyen no sélo la solucion algebraica,
sino que ademas realizan la grafica, expresando que esta funcion f(z) = z2 + 5, traslada los valores
anteriores 5 unidades a la derecha, un ejemplo de ello es el resultado obtenido por el estudiante E7,
quien compara las graficas del problema anterior y utiliza la nueva funcién para determinar la

transformacion de la funcién (ver Figuras 99 y 100).

Figura 99. Respuesta Estudiante (E4) Actividad N°7 P.A.1. A- A.

Figura 100. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°7 P.A.2. D- .
P.A.2. Calcule la parte real e imaginaria de las siguientes funciones y realice un mapeo de la
transformacion:

flz) =22 flz)=z+3 fz) = 2z flz)=z
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Tabla 61. Niveles de formacion del concepto (Funciones en C ) Actividad N°7 problema 2. Fase de

adquisicion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 0 0
Discriminacion-ldentificacion 8 80
Sintesis-Concrecion. 2 20

Dada la experiencia que tuvieron con el problema anterior, los 10 estudiantes (ver Tabla 61) primero

conjeturaron frente al resultado que se obtendria, posteriormente acudieron a realizar rectas verticales y

horizontales para determinar qué tipo de trasformacion se hacia en cada funcion, haciendo un mapeo.

Ocho de los estudiantes hicieron tabulaciones e interpretaron la transformacion, sélo dos de los

estudiantes se atrevieron a determinar una posible expresion para las traslaciones de funciones,

ademas de encontrar una forma generalizada de la funcion z2. Uno de ellos determind que si se

multiplicaba por i esto haria girar a todos los z, 90° (ver Figura 101).
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Figura 101. Respuesta Estudiante (E9) Actividad N°7 P.A.2. S- C.
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5.7.3. Elaboracion

Los problemas que se presentan hacen referencia a ofras trasformaciones, en esta etapa los
estudiantes hicieron uso del programa Compleximage con el fin de interpretar diferentes funciones y sus
trasformaciones.

P.E.1. Transforma mediante w = f(z) = e? los siguientes segmentos y curvas:

Segmento de recta que une los puntos (1,0) y (1,3).

El segmento de recta que une los puntos (1,2) y (2,2).

La circunferencia de centro (0,0) y radio 2.

La circunferencia de centro (0,0) y radio 1.

Use el programa Compleximage®” y realice otras trasformaciones.

Tabla 62. Niveles de formacion del concepto (Funciones en C ) Actividad N°7 problema 1. Fase de

elaboracion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES

Analisis-Abstraccion

Discriminacion-ldentificacion 5 50

Sintesis-Concrecion. 0 0

Del total de estudiantes (ver Tabla 62) 5 de ellos tabularon para hallar la solucién de la transformacién
de segmentos y circunferencias, bajo la funcion f(z) = eZ. Cinco estudiantes determinaron el mapeo
mediante las ecuaciones de transformacion, hallando la parte real e imaginaria de f(z). Todos logran
determinar que la funcién f(z) = e transforma rectas verticales en circulos, circulos en rectas

verticales y rectas horizontales en rectas con argumento igual al valor de la imagen de z.

67 Mercat C. (2016), Complexlmage.Universidad de Lion- Francia.
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Todos los estudiantes constituyeron primero conjeturas frente a los mapeos de las funciones,
posteriormente algunos realizaron tabulaciones y complementaron estableciendo las ecuaciones de
transformacion tomando la parte real e imaginaria de f(z), posteriormente hicieron uso del programa
ComplexImage, con el fin de corroborar sus respuestas. Los estudiantes construyeron otras funciones a
partir del uso del programa y pudieron visualizar de una manera mas rapida y eficaz; adicional a ello el
uso de imagenes propias y el poder determinar el comportamiento de varios puntos a la vez bajo la

transformacion les permite establecer conjeturas acerca de otras funciones (ver Figuras 102 y 103).

Figura 102. Respuesta Estudiante (E8) Actividad N°7 P.E.1. A- A.
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Figura 103. Respuesta Estudiante (E7) Actividad N°7 P.E.2. D- .
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5.7.4. Fijacion- aplicacion.

En esta etapa se presentan problemas relacionados con el mapeo de rectangulos y triangulos bajo las
funciones descritas en la etapa anterior, adicional a ello se hace uso del software Compleximage como
apoyo a los procesos de visualizacion.

P.F.1. Mapear las siguientes figuras de vértices A, B, C, D, bajo la transformacion dada por las

funciones: f (z) = e?, f(z) = 22, f (z) = - f(2) = z, f (2) = 2z.

Tabla 63. Niveles de formacion del concepto (Funciones en C ) Actividad N°7 problema 1. Fase de

fijacion- aplicacion.

NIVEL DE SOLUCION ESTUDIANTES %
Andlisis-Abstraccion 3 30
Discriminacion-ldentificacion 3 30
Sintesis-Concrecion. 4 40

Para la soluciéon del mapeo del rectangulo (ver Tabla 63) todos los estudiantes hallaron soluciones
mediante cada funcién haciendo uso de las caracteristicas de las transformaciones antes descritas,
adicional a ello hicieron transformaciones de las figuras bajo otras funciones a partir del uso del
programa Complexlmage, situacién que les permitié tener un concepto sobre las funciones de variable
compleja mucho mas robusto. Para ellos la visualizacion es esencial en los procesos de ensefianza-

aprendizaje (ver Figuras 104 y 105).
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Figura 104. Respuesta Estudiante (E2 y E10) Actividad N°7 P.F.1. S- C.

Lipace darrree - Q Eipece doddgen . =~

Figura 105. Respuesta Estudiante (E1) Actividad N°7 P.F.2. S- C.
A continuacion se presentan los resultados de los problemas propuestos en la actividad Funciones en
variable compleja, segun el nivel de formacién del concepto presentado por cada estudiante de forma

escrita verbal o no verbal (ver Tabla 64).
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Tabla 64. Niveles de formacion del concepto (Funciones en variable compleja).

Actividad 7 Funciones en Variable Compleja ‘
Estudiantes  PM1 PA1 PA2 PE1 PF1
E1 D-l A-A D-l A-A S-C
E2 D-| D-| S-C D-l S-C
E3 A-A A-A D-l A-A D-l
E4 D-l A-A D-l D-l D-l
E5 A-A A-A D-l A-A A-A
E6 A-A D-l D-l A-A A-A
E7 D-l D-l D-l D-l S-C
E8 D-l D-l D-l A-A A-A
E9 A-A A-A S-C D-l D-l
E10 D-| D-| D-l D-l S-C

Conclusiones del Capitulo 5

Como se puede observar, en cada actividad hubo una serie de problemas que llevaron al estudiante
bajo un hilo conductor a la comprension de diferentes conceptos asociados al de funcién de variable
compleja como es: unidad imaginaria, representaciones de los numeros complejos, operaciones con
numeros complejos, potencias, raices, lugares geométricos y funcién de variable compleja; todas ellas
introducidas desde el punto de vista geométrico y en algunos casos, haciendo uso de videos y
diferentes software que permitieron la visualizacion de la situacion.

Durante el desarrollo de las actividades se logro establecer que los estudiantes a medida que resolvian
los problemas en cada actividad, mejoraban la comprension de dos conceptos indispensables, el de
numero complejo y funcién de variable compleja, es asi, que en el desarrollo de las actividades se
preguntaba al final como control, qué concepto tiene sobre nimero complejo y cuél es el concepto que
tiene sobre funcion de variable compleja. Se pudo observar que el 70% de los estudiantes tuvo una
mejoria frente a los conceptos, a partir no sélo de sus escritos sino de sus expresiones verbales y no

verbales en el desarrollo de los problemas, solo 3 estudiantes no lograron pasar del nivel de analisis
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abstraccion al de sintesis- concrecion, esto debido al bajo compromiso que tenian y a los niveles
basicos de matematicas con los que cuentan. Un anélisis de las encuestas realizadas en la etapa de
diagnostico, muestra que estos 3 estudiantes expresaron no dedicar mucho tiempo a la resolucion de
un problema y ser poco responsables; situaciones que no ayudan al desarrollo de las actividades.

Por otra parte, al analizar las actividades con la aplicacion de la estrategia, se identific que se alcanza
a comprender mejor el concepto, pues en cada etapa del proceso de asimilacion se trabajaron
actividades especificas. Algunos resultados son los siguientes: En la etapa de motivacién: aunque los
estudiantes mostraron gran dinamismo en el desarrollo de las actividades, es en esta etapa donde la
mayoria de los estudiantes obtuvieron un nivel de anélisis — abstraccion, esto debido a que era la
primera aproximacion al concepto a tratar.

En la etapa de adquisicion: en esta etapa se orientd el trabajo hacia temas conocidos para la resolucion
de problemas, que permitieron la discusion sobre las caracteristicas esenciales del conjunto de los
numeros complejos, en esta etapa se logra alcanzar niveles de sintesis — concrecion, debido a que
permiten hacer aseveraciones y conclusiones sobre algunos conceptos.

En la etapa de elaboracion: los 10 estudiantes logran identificar las soluciones a los problemas
propuestos, debido a que muchos de ellos permitian establecer comparaciones entre los nimeros
complejos y los reales, sin embargo, para algunos es tan arraigado el tema de las funciones en variable
real que 3 de ellos en un primer instante no logran comprender el mapeo de muchas funciones,
dificultdndoseles las actividades.

En la etapa de fijacion-aplicacion: en esta etapa la mayoria de los estudiantes tuvieron éxito en la
solucién y justificacion de los problemas propuestos, como situaciones dentro de la misma matematica y
con problemas que relacionaban los nimeros complejos y la fisica.

De acuerdo a lo establecido, podemos afirmar, que hacer el tratamiento mediante la puesta en practica
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de la estrategia, se arrojan elementos que garantizan favorecer los procesos de asimilacion, ademas,
las etapas comprendidas en dicho proceso, permiten la evaluacion durante el proceso y en caso de ser
necesario, reorientar la actividad. De esta manera, podemos afirmar que al llevar acabo el modelo
didactico, mediante la metodologia propuesta, se han encontrado elementos que permiten concluir que
la estrategia metodoldgica, favorece los procesos de asimilacion de los conceptos, en especifico

aquellos asociados a las funciones de variable compleja.
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CONCLUSIONES

El proceso investigativo sobre la formacién del concepto de funcién de variable compleja mediante la
resolucion de problemas, en estudiantes del quinto semestre de la Licenciatura en Matematicas y Fisica
de la Universidad de los Llanos, corrobora la hipotesis planteada en la tesis y ofrece una respuesta al
problema objeto de investigacion. Los resultados obtenidos propician destacar algunos elementos que

resultan esenciales en éste trabajo, ellos son:

e El proceso de ensefianza- aprendizaje del concepto de funcién de variable compleja, ha sido
abordado por diferentes autores desde tres perspectivas:
1. Tedrica: la formacién de conceptos.
2. Resolutiva-procedimental: la resolucion de problemas.
3. Analitico funcional; el estudio de la funcién de variable compleja desde la Variable
Compleja.
o Enlaliteratura revisada se pudo constatar las siguientes regularidades:
o El aprendizaje de un concepto se logra a través de multiples representaciones y de la
l6gica.
o Brindan importancia al proceso de construccién del significado del concepto y de los

problemas retadores.

o Proponen actividades que favorecen la formacién de conceptos mediante la resolucién
de problemas.
o Centran su atencién en el significado de los conceptos, sus dificultades, solucién de

problemas y representaciones.
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Las investigaciones valoradas en el estado del arte sirvieron como base y referentes, pues se
toman elementos que imbrican las tres aristas para la presente tesis. También se concluye que
son escasos los trabajos que tienen en cuenta las relaciones existentes entre resolucion de
problemas y formacion de conceptos, y se carece desde la teoria de un modelo didactico para
la formacién del concepto de funcion de variable compleja a través de la resolucion de

problemas.

La tesis se sustenta desde el punto de vista filosofico en la concepcién dialéctica, pues esta
ofrece la teoria, que a través del dialogo y la discusion, permite descubrir el contenido
matematico mediante la exposicién y confrontacién de razonamientos y argumentaciones. Los
sustentos psicopedagogicos estan dados por el enfoque Histérico-Cultural de Vygotsky y sus
seguidores, asumiéndose de este la zona de desarrollo proximo, la ley de la doble formacién de
las funciones psicoldgicas y la teoria de la actividad. Ambos fundamentos son basicos en la

construccion del modelo didactico y le brindan robustez.

El trabajo con la formacion de conceptos matematicos es importante para lograr un proceso de
ensefianza - aprendizaje robusto de la matematica, en particular de las funciones de variable
compleja, pues éste le propicia tratar los conceptos de objeto, de relacidén y de operaciones,
asociados esencialmente al pensamiento abstracto, el cual esta basado en conceptos, juicios y
razonamientos. Los conceptos en el estudiante no se forman de manera inmediata, son el
resultado de un proceso que puede estructurarse, en tres niveles: Analisis-Abstraccion,

Discriminacion-Identificacion y Sintesis-Concrecion.

La teoria de la resolucion de problemas, en particular los problemas retadores constituyen uno de

los pilares basicos para el trabajo con la formacién del concepto de funcion de variable compleja.
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La implementacion de la estrategia de Pdlya (1965) en el momento de resolucion de cada uno de
los problemas: orientacidn hacia el problema, trabajo en el problema, solucidn del problema, y la
evaluacion de la solucidén y de la via; centrada en el apoyo de la heuristica, propicia la

construccion robusta de dicho concepto.

La investigacion se sustenta en el paradigma cualitativo interpretativo. Los instrumentos y
métodos utilizados durante el desarrollo de la investigacion, permiten establecer el modelo
didactico, elaborar la metodologia sustentada en el modelo y elaborar e implementar un sistema

de actividades, para favorecer la formacion del concepto de funcion de variable compleja.

El modelo didactico propuesto se ha estructurado en funcién del aprendizaje del alumno, es
decir, en ella se prioriza el proceso de asimilacion por etapas de los conceptos asociados al de
funcion de variable compleja y se concibe que él mismo, ha asimilado los conceptos si logra
establecer una solucion a los diferentes problemas propuestos en las etapas de: motivacion,
adquisicion, elaboracion y fijacién- aplicacion. Cada una de las propuestas de solucién se
analizaron segun tres niveles de formacion del concepto: Analisis- Abstraccion, Discriminacion —

Identificacion o Sintesis- Concrecion.

El modelo permite estructurar la formacién del concepto de funcion de variable compleja hacia la
busqueda activa, dindmica y transformadora del conocimiento en el estudiante, mediante un
sistema de actividades, donde fundamentalmente se utiliza la tecnologia, la historia de las
matematicas como recurso didactico, la representacion geométrica y procedimientos heuristicos,
desde posiciones reflexivas que propician el desarrollo del pensamiento matematico y de la

independencia cognoscitiva.
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El principal resultado alcanzado en esta investigacion es la elaboracion de un modelo didactico, para tal
fin se disefid una metodologia que permite dinamizar el modelo y un sistema de actividades
estructurado en 4 etapas: motivacién, adquisicion, elaboracion y fijacion-aplicacion, que conjuntamente
con la metodologia posibilitaron la concrecion del modelo en la practica, a través de la resolucion de

problemas para la formacion de conceptos.

La realizacién de cada una de las etapas permite favorecer los procesos de internalizacion del
conocimiento sobre los conceptos asociados al de funcion de variable compleja. Por esta razén en cada
etapa se propusieron actividades que a la vez se corresponden con la elaboracion por etapas de las
acciones mentales, y para su desarrollo se utilizd una estrategia integradora de resolucion de problemas
que se apoya en los postulados de la formacién de conceptos mediante tres niveles.

La estrategia metodoldgica acierta frente al diagnostico realizado, el cual permitié establecer el tipo de
problemas frente al contenido matematico del concepto, en €l se propone una nueva estructura para el
tratamiento del concepto de funcién de variable compleja, desde el punto de vista geométrico,
atendiendo a las relaciones conceptuales de los conceptos asociados (colaterales, subyacentes y
superiores) al de funcidn de variable compleja

Las actividades estan estructuradas en cuatro etapas, que establecen un orden para la puesta en
practica, de manera que el proceso se hace mas estructurado, situacion que es necesaria para un buen
aprendizaje; ademas de ello incluye herramientas tecnologicas para la puesta en escena de las
representaciones visuales de los problemas, situaciones problema que ponen en juego conocimientos
anteriores para la construccion de nuevos conceptos, aplicaciones para facilitar la fijacion y la
generalizacion de conceptos y una serie de preguntas que permiten llevar un hilo conductor.

Por otra parte, es necesaria una formacién sélida sobre el contenido matematico del concepto, lo que
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permite entender el sentido de cada una de las actividades que se han propuesto e identificar qué se
logra con cada una de ellas, y cdmo la resolucion de problemas finalmente permite al alumno la
formacion de conceptos por aproximaciones sucesivas.

Luego de llevar a cabo el desarrollo de las actividades, se arrojaron elementos que permiten determinar
situaciones sobre los procesos de asimilacion del concepto de funcion de variable compleja a través de
la puesta en escena de la estrategia metodoldgica, donde se identificd en los alumnos los siguientes
resultados: los procesos de motivacion son esenciales cuando se abarcan temas relacionados con la
matematica, la incorporacién de una via mixta permite al docente tener diferentes perspectivas frente a
como abarcar el contenido, el uso de situaciones problema ayuda a los estudiantes a una mejor
comprension de los conceptos, aproximadamente un 70% alcanz6 un nivel 6ptimo frente a la
comprension no solo del concepto de funcion de variable compleja, sino de los conceptos asociados a
este, la evaluacion frente al concepto de numero complejo, representacion y funciéon de variable
compleja se puede apreciar a medida que las actividades abarcan problemas de mayor complejidad.

El empleo de las TICs en la formacion de conceptos y en especial en los procesos de ensefianza-
aprendizaje en el nivel universitario, ofrece multiples ventajas en el mejoramiento de los deferentes
procesos de asimilacion de conceptos, procedimientos que se tratan en el proceso de ensefianza
aprendizaje de la Matematica, debido a que permiten la visualizacion y por ende la asimilacion de
conceptos abstractos sobre la base de imagenes o representaciones que las TICs proporcionan.

El aprendizaje de propiedades geométricas de las funciones en variable compleja, conlleva serias
dificultades en la ensefianza tradicional, por lo cual, el uso de diferentes software facilita la visualizacion
de puntos, rectas y subconjuntos, situaciones usadas por los estudiantes participantes. En el
aprendizaje de la matematica universitaria, la tecnologia juega un papel importante y mas aun en

programas de licenciatura, porque permiten darle herramientas a los futuros docentes para ejercer su
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labor, pues pueden poner en juego ideas abstractas y resolver problemas, ademas de poder

caracterizar representaciones, operaciones, con el fin de mejorar sus formas de pensamiento.

El uso de un modelo didactico y una metodologia acorde a esta, como la propuesta en esta tesis,
mejora los procesos de ensefianza- aprendizaje de conceptos mediante la resolucion de problemas, no
solo de temas relacionados con las funciones de variable compleja, sino otros temas de las
matematicas, se deja al lector, la posibilidad de aplicar dichas actividades y poner en practica el modelo

propuesto mediante su metodologia.
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RECOMENDACIONES

La implementacion de la metodologia y del sistema de actividades sustentado en el modelo didactico
para fortalecer la formacién del concepto de funcion de variable compleja mediante la resolucion de
problemas, en estudiantes del quinto semestre de la Licenciatura en Matematicas y Fisica de la

Universidad de los Llanos, requiere considerar y poner en practica las siguientes recomendaciones:

e Favorecer el proceso de ensefianza-aprendizaje del concepto de funcion de variable compleja,
como por ejemplo el tratamiento que se le da en los textos, requiere tener en cuenta la relacién
entre los objetos matematicos y sus aplicaciones utilizando, esencialmente, una determinada
definicién.

e Para lograr mayor éxito al llevar a la practica la metodologia, es necesario un cambio casi total de
los paradigmas que prevalecen en los profesores de Matematicas y mas aun de las licenciaturas,
pues la metodologia tiene varios componentes y elementos que van fundamentalmente, dirigidos al
profesor, los cuales deben ser asimilados como requisito fundamental.

e Integrar las TIC en los procesos de ensefianza aprendizaje de las matematicas al nivel de
educacién superior, pues coadyuvan en la comprension y formacién de conceptos, también
favorece el proceso de la visualizacion en la resolucion de problema, que en el caso del trabajo con
variable compleja es necesario debido a su caracter un poco abstracto.

e El desarrollo de trabajos conjuntos y el uso de la dialéctica como eje fundamental de los procesos
de ensefianza-aprendizaje permiten la formacion integral del estudiante y el mejoramiento de
aspectos esenciales en la personalidad, tanto del maestro como del alumno, es asi, que la
responsabilidad, el comunicarse con el otro, el respeto por las opiniones y el conocimiento

matematico, se hacen presentes en el desarrollo de las actividades que proponga el maestro.
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e De igual forma quedan abiertos temas relacionados con la teoria de funciones en variable compleja,
el uso de modelos didacticos en los procesos de ensefianza aprendizaje en el nivel universitario, el
disefio de modelos de formacion docente que permitan a los futuros docentes tener herramientas
no solo matematicas, sino pedagogicas y didacticas que les permitan desenvolverse como

maestros del area.
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ANEXOS

Anexo A. Pruebas externas e internas en las que participa Colombia.

PRUEBAS EXTERNAS EN LAS QUE PARTICIPA COLOMBIA

ASPECTO LLECE PISA TIMSS
PERCE: 1997
Afio de
o SERCE: 2006 2006, 2009, 2012. 1995y 2007.
participacion.
TERCE: 2013

Objetivo de la

Valorar los aprendizajes de

Determinar en qué medida los estudiantes

de 15 afios, independientemente del grado

Valorar la relacién entre el
curriculo prescrito, el curriculo

aplicado y el curriculo logrado,

los estudiantes|que estén cursando, han adquirido los o
prueba . . o o . . en  términos de  los
latinoamericanos de primaria. |conocimientos y competencias esenciales o
. aprendizajes de los
para afrontar los retos de la vida adulta. _
estudiantes.
Evalia y compara los
QU6 evald rendimientos alcanzados por|Evalua y compara lo que los estudiantes|Evalla y compara lo que los
ué evallia
los estudiantes | pueden hacer con lo que saben estudiantes saben
latinoamericanos
Lectura, mateméticas y ciencias. En cada
Areas Lectura, escritura, |aplicacion se pone el énfasis en una de las
. . . ... |Matematicas y ciencias
evaluadas matematicas y ciencias areas. En 2009 Colombia también participd y

en la prueba de lectura electronica, y en

ARsA

PERCE: estudiantes de En 1995: estudiantes de
A quiénes se|terceroy cuarto grados séptimo y octavo grados
Estudiantes de 15 afios de edad
evalua SERCE y  TERCE: En 2007: estudiantes de
estudiantes de tercero y sexto cuarto y octavo grados
Cada  cuanto|PERCE: 1997 Cada tres afios, a partir de 2000 Cada cuatro afios, a partir de
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evalla SERCE: 2006 1995

TERCE: 2013

Paises de América Latina y el|Paises miembros de la OCDE, mas|Paises de los cinco
Participantes  |Caribe, asi como entidades |naciones de los cinco continentes y|continentes que se vinculan al
enelestudio  |subnacionales de  estos|entidades  subnacionales  (provincias, |estudio, asi como entidades

paises que se vinculan a este |estados) que

no pertenecen a esta

subnacionales  (provincias,

Fuente: http://www.icfes.gov.co/investigacion/evaluaciones-internacionales

Comparativo de resultados en Colombia pruebas LLECE ANOS 1997,2006, 2013

PORCENTAJE

60

50

40

== grado 3 (1997)

30
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== orado 4 (1937)

grado 3 (2006)
== prado & (2006)
==grado 3 (2013)

10

grado 6 (2013)

Por debajo de
|

NIVEL DE DESEMPENO

Fuente: UNESCO http://www.unesco.org/new/es/santiago/press-room/unesco-in-the-media/unesco-in-

the-media-2014/

199



http://www.icfes.gov.co/investigacion/evaluaciones-internacionales
http://www.icfes.gov.co/investigacion/evaluaciones-internacionales

Resultados en matematicas pruebas PISA 2006

Canada 38
OECD 10 16
Estados Unidos 10 18
Uruguay 24 22
Chile 28 27
México 28 28
Argentina 39 25
Colombia 45 27
Brasil a7 26
Nivel 0 Nivel 1 [Nivel2  WlNivel 3 WINivel 4 WlNivel 5  [lNivel 6
Fuente: OCDE. PISA 2006.
Resultados en matematicas pruebas PISA 2012.
Shanghai
e
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Fuente: ICFES 2012. www.icfesinteractivo.gov.co

Resultados pruebas Saber 11- por departamentos.
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Anexo B. Diagnostico inicial

Diagnaéstico inicial

Nombre del estudiante:

Semestre Fecha:

Instrucciones: Contesta las siguientes preguntas.

Primera parte

—_

¢ Qué significa para usted nimero complejo?

2. ¢ Qué significa para usted unidad imaginaria?

3. ¢Alguna vez has estudiado los nimeros complejos?, ; Qué sabes de ellos?
4. Resuelva la siguiente ecuacion: 3x2 —5x +3 =0

5. ¢Qué entiendes por z = a + bi?

6. ¢Qué entiendes por funcién?

7. ¢ Qué entiendes por funcién de variable compleja?

8. Grafica una funcion de variable compleja.

Segunda parte

9. Consideras que es importante aprender el concepto de niumero complejo? 4 Por qué?

10. ¢ Consideras que es importante aprender el concepto de funcidn de variable compleja? ¢ Por qué?
11. Menciona algunos casos en donde se usan estos dos conceptos.

12. i Te interesa estudiar el concepto de numero complejo y el de funcién de variable compleja? ;Por

qué?
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13. ¢Qué importancia tiene el concepto de numero complejo y funcion de variable compleja en tu

formacion profesional?

Tercera parte

1. ¢Durante tus clases en las diferentes unidades de aprendizaje haz resuelto problemas?

2. ¢ Qué tipo de problemas te han propuesto resolver?

3. ¢ Qué tiempo le dedicas a la solucion de un problema?

4. ;Qué tipos de problemas matematicos te llaman la atencion?

5. ¢ Qué consideraciones haces cuando te proponen resolver un problema?

6. ¢Para resolver los problemas que te proponen siempre utilizas las estrategias desarrolladas en

la clase? jPor qué?

7. ¢Cuando desarrollas la solucion de un problema y tienes dificultades, en quiénes te apoyas?

¢ Qué tipo de ayuda requieres?

8. ¢ Qué dificultades encuentras entre la teoria que desarrollas en la clase y los problemas que

resuelves? ¢ Por qué es importante la resolucion de problemas?
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9. ¢Qué temas de matematicas o areas de la matematica te llaman mas la atencion? ; Por qué?

10. Marca con una x el nivel en el cual crees estar, siendo 1 el nivel méas bajo y 5 el mas alto.

Cualidades 1 2 3 4 5

Perseverancia.

Seguridad en si mismo.

Creatividad.

Responsabilidad.

Toma de decisiones.

Responder por sus actos.

Critica y autocritica.

Forma de trabajo en equipo.

Formas de trabajo individual.
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Anexo C. Actividad 1. Unidad imaginaria.

UNIDAD IMAGINARIA

Objetivo: Comprender el concepto de unidad imaginaria.

Sugerencia Metodoldgica: La siguiente secuencia de actividades, se encuentra programada si-
guiendo la via inductiva, es decir, permitiéndose con ello poner a los estudiantes en situacidn de
construir por si mismos los conceptos con la ayuda de los companieros y del profesor. El disefio de la
secuencia sigue cuatro fases: primero motivacidn, con situaciones problema que permiten despertar
la atencién y el interés por el concepto de unidad imaginaria. Segundo adguisicidn, con problemas
que permiten la exploracidn de ideas previas, con el fin de establecer una primera aproximacion
al concepto, desde el punto de vista geométrico sobre los nimeros complejos y el significado de 1.
Tercero elaboracidn, se hace referencia a problemas retos, donde se exige la interrelacidn de otros
conceptos, procedimientos y actitudes necesarios para su resolucién. Cuarto fijacion - aplicacidn, son
problemas que requieren de los conceptos inter e intradisciplinarios trabajados v adquiridos en cursos
anteriores, para la resolucién de situaciones nuevas. Algunas actividades requieren de lecturas y el
uso de software como Geo(Gebra. En cada fase se ird recogiendo el trabajo de los estudiantes y se
analizara con el grupo; dichas intervenciones seran mediadas por el docente.

I. MOTIVACION

m Healiza la siguiente lectura:

Para lograr entender lo que son los nitmeros complejos v el por qué son importantes, es necesario
remontarse a su historia. A continuacidn encontrards un breve resumen de algunas situaciones que
permitieron la aparicion y estudio del sistema de los nimeros complejos.

El conjunto de los nimeros complejos es una generalizacion de los nimeros reales, percibida por
los mateméaticos griegos a través de la siguiente pregunta [existe algin nimero que multiplicado
por =i mismo de —17 o jes posible encontrar el drea de un cuadrado que sea negativa? Aunque su
soluciém no era facil de demostrar, se podia establecer que el cuadrado de cualquier cantidad positiva
o negativa es siempre positivo. Por otra parte, era desconcertante para ellos llegar a ecuaciones que
solo tendrian solucién si se aceptaba la existencia de +/—1.

Pacioli (1494) establecid que la ecuacion X* + ' = BX no podia resolverse a menos que su dis-
criminante fuese mayor o igual a cero. Cardano (1545) describia la ecuacién ' + 12 = 1627, como
algo en esencia "imposible”, llamando a las raices de esta ecuacidn "ficticias". A Bombelli (1572) se
le debe la primera nocidn de mimero complejo, segin se puede apreciar de su libro Algebra; tam-
bién representd las soluciones mediante expresiones de la forma a & by/'—1, donde a.b € B. Euler
(1707 — 17583) introduce la letra i para denotar a +/—1.

En el siglo XIX s da un concepto claro y preciso de los nimercs complejos, desde una inter-
pretacidn geométrica, que casi ofrecen simultdneamente los matematicos Gauss (1777 — 1855), Wessel
(1745 — 1818) v Argaud (1768 — 1822). (Gauss fue el primero en darle a tales expresiones el nombre de
"nimeros complejos” v Argaud introduce la idea de "plano complejo”. Hermann Hankel { 1849—1873)
brinda una concepeidn puramente formal de los nimeros complejos, reduciéndolos a una extension
de los niimeros reales.

Los nimeros complejos, son una herramienta de trabajo imprescindible en algunas ramas de las

clencias, la tecnologia v en el estudio de diversos temas de fisica: el movimiento vibratorio, las os
cilaciones armdnicas, entre otros.

(Contesta las siguientes preguntas:

m ;5i se eleva un nimero real al cuadrado, el resultado siempre es positivo?, jes posible que el
resultado sea negativo, cuando sucede ésto? Presenta algunos ejemplos.
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m [ Cudl es el ndmero real que al elevarlo al cuadrado su resultado es —17, jgeneraliza para
cualquier nimero negativo (—n), con n £ B7

m [ Cudl ez el lado de un cuadrado cuya drea es 14 unidades cuadradas? 51 la figura es un tridan-
gulo, jcudles serian sus dimensiones?

m 5i a la superficie de un cuadrado se le aumenta | unidad cuadrada y su resultado es (), jcudl
es €l lado del cuadrado?, jes esto posible?

» Resuelve el siguiente problema expuesto por Diofanto (275 a. (0.). jHallar los lados de un trian-
gulo rectingulo de perimetro 12 y drea 77

» Solucione el signiente problema planteado por Cardano en 1545: Sea un segmento AB de lon-
gitud 10 unidades, dividelo en dos partes de tal forma que el rectangulo que se forma tenga
un Area de 40 unidades cuadradas jEs posible construir dicho rectdngulo? jQué dimensiones
tendria?

I1. ADQUISICION
Antes de definir el cuadrado de un mimero es importante tener claro qué es la multiplicacidn. Breve-
mente escribe, jqué significa multiplicar?

» 5i analizas la multiplicacién como dilataciones contracciones y rotaciones, [es posible obtener
el producto en diferentes conjuntos numéricos (M, £, Q,1)7

m Ulza el siguiente plano cartesiano, e interpreta qué significa multiplicar por —1. Compara tus
respuestas haciendo uso del programa GeoGebra (actividad 1), y contesta las siguientes pre-
guntas: jqué puedes observar?, jsi multiplicar por —1, es realizar una rotacién de 1807, como
puedes interpretar una rotacion de 9077

w»

Plano Cartesiano

n (Observa e interpreta: Supdngase que partimos de un vector 4, ¥ llamaremos R a la aplicacién
quetota a d 9” en el sentido contrario a las manecillas del reloj, esto define en s, una aplicacién
del conjunto de vectores en vectores. De lo anterior, denotaremos a M(d) como la resultante de
hacer dicha rotacidn.
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-

Aplicacidn de rotar a a 90°
Ahora, si aplicamos dos veces "R sobre @, obtendremos M o (&) que serfa igual a —a, en resumen:
MoR(d) =R d) = —a=(-1)a

Graficamente se obtiene que:

(@)

N

< =
A @iz A3k

W

Aplicacion de rotar dos veces a @ 907

m  Coémo puedes definir que aplicando dos veces W, su resultado sea —17.

m |dentifica geométrica v algebraicamente lo que seria:

Lt

2. —i
3. —(—)
4 H
b -2t
6.
I
B 4
9. &
. ™

Generalice para cualguier exponente natural.
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I1I. ELABORACION
El conjunto de los niimeros complejos esta formado por todos los nimeros de la forma a+ b, donde a
v b son mimeros reales. Como ya observamos antes la unidad imaginaria ¢ tiene la siguiente propiedad:

#—_1.

Interpreta [qué sucede cuando a = 07, jen qué eje se pueden representar?
Interpreta [qué sucede cuando b= 07, jen qué eje se pueden representar?
1 Qué puedes concluir respecto a la relacién que existe entre los reales v los complejos?

Si en los reales se puede establecer la relacién de orden que todos conocemos: menor o igual
que (<), cumple que es un orden total, es decir, dados cualesquiera dos nimeros reales T, y
se tiene que r es menor o igual que y o, que y es menor o igual que x. jEs posible establecer

dicha relacion en los complejos? Observa, analiza y comparte con tus compafieros la siguiente
operacion.
Supongamos que 1 &3 menor o igual que cerao:

=

Por las propiedades de la relacidn de orden, se sabe que si multiplicamos a ambos lados por i
la desigualdad cambia de sentido (por ser 1 un nimero negativao).

i-i>=0-4 luego
i > 0, porque i -0 = 0
Como i = —1, entonces
—1 =0, jesto es posible?
Ahora, & suponemos que 1 es mayor o igual que cero:
i=0

Como 1 es positivo, si multiplicamos a ambos lados por él, la desigualdad se debe mantener.
Usando las mismas propiedades anteriores obtenemos:

i
-1

%W W I
o oo

1 Esto es posible?, jse puede establecer una relacién de orden entre los miimeros complejos?

n Dbserva la siguiente igualdad y determina =i hay o no algiin error, justifica tu respuesta:
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J Es posible esto?

III. FIJACION - APLICACION

1. }5i e hace una rotacién de 45% al vector (0, 1) qué significado tiene? jqué coordenadas carte-
sianas posee este nuevo vector?

2. }5i se hace una rotacion de 307 al vector (0, 1) qué significado tiene? jqué coordenadas carte-
sianas posee este nuevo vector?

3. CGeneraliza para qué casos relacionados con perimetros y dreas de tridngulos rectdngulos, su
solucion no es un nimero real.

4. Indague y generalice para qué casos relacionados con perimetros y dreas de figuras geométricas
planas (ejemplo: tridngulos, cuadrados), su solucidn no es un nimero real

Conclusiones de la actividad:

m (Jué significado tiene el nimero @7

m (Jué significado puede considerar sobre nimero complejo?
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Anexo D. Actividad 2. Representaciones
REPRESENTACIONES

Objetivo: Conceptualizar los niimeros complejos a través de diferentes representaciones, caracteri-
zandolas y diferenciandolas en diferentes problemas.

Sugerencia Metodolégica: La siguiente secuencia de actividades se encuentra programada siguien-
do la via inductiva, para la fase de motivacidn, se procedera a jugar "Guerra Naval", con algunas
modificaciones a las reglas de juego que permitirdn hacer cambios de coordenadas cartesianas a co-
ordenadas polares. La adguisicidn, en esta fase se proponen a los estudiantes problemas relacionados
con la ubicacion de puntos en coordenadas polares a cartesianas y viceversa. Tercero elaboracidn, los
problemas que se presentan a los estudiantes se encuentran relacionados con caracteristicas necesarias
v suficientes para poder ubicar un niimero complejo en el plano. Cuarto fijacidn - aplicacidn, éstos
problemas requieren de la interrelacién entre conceptos de otras Areas para su solucidén. En cada fase
se analizan los resultados de las actividades desarrolladas por los estudiantes referente a las diferentes
representaciones de los niimeros complejos.

L MOTIVACION

Fl presente juego se realizard en parejas, se entrega a cada estudiante un plano cartesiano
vy cuatro barcos que seran ubicados en diferentes puntos de cada cuadrante (podran incluir
dentro de su estrategia el punto (0,0)); a cada jugador se le hace entrega de una regla y un
transportador. El jugador 1, deberd atacar los barcos de su contrincante, dando el eje de las
abscisas y las ordenadas (coordenadas cartesianas), mientras que el jugador 2, atacard a su
enemigo, dando la distancia desde el punto (0,0}, hasta el punto de ataque y el dngulo formado
con €l gje positivo de los reales. El jugador que pueda hundir primero los barcos de su enemigo
ganari el juego.

Posteriormente se hard un dialogo referente al juego, con las signientes preguntas: j (Jué estrate-
gia usaron para poder establecer el paso de dar la distancia del punto (0, 0) al punto de tiro y el
angulo, a coordenadas cartesianas y viceversa?, jeon la regla se hicieron aproximaciones, pero
de qué manera se puede localizar el barco sin tener que aproximar?

1. ADQUISICTION

m Evalia el cosf y el send de la posicién de cada barco. j(Jué relaciones encuentras en ca-
da una de estas formas de expresar la posicitn, con las estrategias usadas por usted y su
compafnera?

® 5i un barco se encuentra en la posicidén 3+ 4i, jqué distancia hay entre el punto expresado
en coordenadas cartesianas y (0,0)7, jqué dngulo se forma?

m 5i se hacen rotaciones de 90° a cada uno de estos puntos, [qué coordenadas se obtienen en
cada rotacion?

m 5i se hacen simetrias con respecto al eje real v al eje imaginario, jqué coordenadas se ob-

tienen?

JQué relacion encuentras en las dos transformaciones? Expresa cada punto de la forma
a+ bi.

Dado que a cualquier punto A del plano, podemos especificar su posicién mediante el Angulo 8 y
la distancia r medida desde A al origen (), entonces los niimeros # y r se llaman "coordenadas

polares” de A o del vector (DA Al vector O u origen, sus coordenadas polares seran [0|, £8,
donde # puede obtener cualquier valor.

Para el caso de los complejos al dngulo # se le denomina arg(z) y r se llamard médulo de z o
Jzl-
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1. ELABORACION

(bserva la siguiente figura y contesta:

M Bt

Representacion de =z

m | Son necesarios tanto sen# = ¥ como cos# = £, para determinar 27, especifica para el caso
r r

de coordenadas polares, cartesianas y trigonomeétricas.

m 5i se sabe que los puntos 3 4+ 24 v 57 — 2 son vertices de un cuadrado, [ Cudles pueden ser
los otros dos vértices?

» (Jbtenga la ecuacion de la recta a partir de los puntos: 2 = 2+ 3i y 20 = 4 — 24, jes posible
generalizarla para cualquier zp ¥ 227, escribe la ecuacidn.

m 5i la recta es paralela al eje real o paralela al eje imaginario, jqué cambios se generan en
la ecuacion de la recta?

. FIJACION - APLICACION

» Encontrar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos z; = 0, 22 = 2 41,
zy = 3+ 24, v determinar el punto donde esta circunferencia corta al eje real, imaginario y
a la recta de argz = im.

m Tres fuerzas, como se muestran en la siguiente figura actian en un plano sobre un objeto
colocado en (). Determinar las coordenadas cartesianas, polares y trigonométricas de cada
vector.

ejercicio
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Conclusiones de la actividad:

s | (Jué representaciones puede tener un nimero complejo?

s ;(Qué elementos son necesarios en las diferentes representaciones de un nimero com-
plejo?

s (Jué concepto puede dar namero complejo?

F 3
h 4

ammraly o o
o "'_..,.-“" = w
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Anexo E. Actividad 3. Operaciones.

OPERACIONES

Objetivo: Identificar y aplicar las operaciones con mimeros complejos, caracterizindolas en diferen-
tes representaciones.

Sugerencia Metodoldgica: La siguiente secuencia de actividades se encuentra programada siguien-
do la via mixta Para la fase de motivacidn, se realiza una lectura con parte de la historia de los
niimeros complejos, sus representaciones v operaciones; ademis de ver el video titulado "Dimen-
siones"; se realizan intervenciones de los estudiantes frente a las dudas presentadas en la lectura y el
video. Adguisicign, se expone a los estudiantes como se realizan las diferentes operaciones (suma, res-
ta, multiplicacién y divisidn) desde la representacidn algebraica de los niimeros complejos, ademés de
solicitar a los estudiantes que realicen diferentes operaciones con complejos. Elaboracidn, se entrega a
cada estudiante la actividad nimero 2, la cual consiste en que usando el programa Cabri Geometry se
identifiquen algunas caracteristicas de la suma, resta, multiplicacién y divisién de nitmeros complejos.
Adicional a ello, los estudiantes verifican que las operaciones de forma algebraica coinciden con las
operaciones de forma geométrica. Fijocion - aplicacion, con problemas donde el uso de operaciones
con complejos son una opeidén en su solucidn.

Algunas actividades requieren de lecturas y software como Cabri Geometry. En cada fase se recoge
el trabajo de los estudiantes y se analiza con el grupo; dichas intervenciones son mediadas por el
docente.

L MOTIVACION
Realiza la siguiente lectura

En 1799, Gauss eligid como tema para su tesis doctoral la demostracion del Teorema Fune
damental del Algebra: cada ecuacidn polindmica de grado n, con coeficientes complejos, tiene
n roices en el cuerpo de los complejos. Girard (1629), [*Alembert (1T46), y Euler (1749), ya
habian presentado varias tentativas de demostracion, sin embrago estas tenian errores, asi como
la primera y cuarta opcién presentada por Gauss en 1799, El tratamiento moderno que se le da
al Teorema Fundamental del Algebra, se debe a Galois (1811- 1832), Dedeking (1831-1916) v
Kronecker (15823~ 1891), v no a Gauss. Para (Gauss la representacion geométrica de los nimeros
complejos no era completamente satisfactoria y es asi que ofrece un tratamiento formal a partir
de la aritmética y el algebra deduciendo las propiedades de los nimeros complejos mediante los
postulados aceptados de la aritmética comin. Buscd demostraciones, a la manera de Euclides
partiendo de definiciones e hipdtesis explicitas.

Fue Hamilton quien independiente del trabajo de Gauss comunica su descubrimiento al definir
los complejos como niimeros de la forma @ + bi, donde a v b € R, sujeto a los postulados
necesarios y suficientes para conseguir las propiedades deseadas de los niimeros complejos tal
como Tesultan de las manipulaciones algebraicas; por ejemplo, la igualdad: (a,b) = (e, d), se da
siempre y cuando a = ¢ y b = d; la adicién: (a,b) + (e, d), por definicién es (a + c, b+ d); la
multiplicacion: (a,b)(e, d) es (ac — bd, ad + be). Asi desaparece la misteriosa i y el algebra de los
nameros complejos queda reemplazada por lo que més tarde De Morgan y otros llamaron una
doble algebra de parejas de niimeros reales a b,c,d,.. "sujetas tan s6lo a las leyes aceptadas de
la aritmética y del algebra".

Después de la lectura se observard parte del video " INimensiones" documental parte 5 de 9 -
nameros complejos, con URL: htips:/Swww youtube. com,/wai ch fo=eSuMKz0X P,

Se realizard una plenaria con los estudiantes acerca de lo que entendieron y las dudas que la
lectura y el video les deja acerca de los niimeros complejos y sus operaciones.

1. ADQUISICION

Igualdad:

Los nitmeros complejos son puntos en el plano dotados de una estructura adicional.
Consideramos el conjunto B2 = {(z,y) : z.y € R}, es decir, el conjunto de pares ordenados de
niimeros reales. Dos de tales pares son iguales si sus componentes correspondientes coinciden:

(r1,01) = (T2, 42) S T =T28y1 =1
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Ejemplo: 2 + 3i = 2+ 3i es diferente a 3 + 21, jpor qué?, represéntalos en el siguiente plano.

.

Suma:

(1, 11) + (T2, 92) = (21 + T2, 70 + 12)

Ejemplo: suma los siguientes nidmeros: 2451 y —4 — 2i, jes el mismo resultado de sumar —4 — 2i
con 2+ 5T,

Multiplicacion:

| (T1, (T2 00) = (7172 — piye, 11t + Tam) |

Ejemplo: multiplica los siguientes mimeros: 24+ 5i v —4 — 24, [ es el mismo resultado de multiplicar
—4 — 24 con 2 + 57

Division:
| (1, 1)/ (22, 42) = (71, 1) (T2 —32)) [ ({22, Yo) (2, — 1)) |

Ejemplo: divide los siguientes nitmeros : 2 + 51 y —4 — 2i, jes el mismo resultado de dividir
—4 — 2 entre 2 + 5i7.

. ELABORACION

A cada estudiante se le entregan 4 actividades disefiadas en el programa Cabri Geometry, que
representa geométricamente la suma, resta, multiplicacidn y division de nimeros complejos,
con el propadsito de reconocer algunas caracteristicas de cada operacion: madulos, argumentos,
coordenadas, entre otras.

(Cada actividad contiene tres puntos nombrados como z;, 2z ¥ =3, donde 23, sera el resultado de
la operacidn.

(ada estudiante realiza movimientos de los puntos z; v 2 con el fin de encontrar patrones en
los resultados de cada operacién z;.

Clontesta las siguiente preguntas:
m ;Cudl es el nimero complejo de la forma a + b que al sumarle otro complejo de la forma
a + bi, su resultado es un real, otro complejo, cero, uno, i7, ejemplifica tu respuesta.

m jCudl es el nimero complejo de la forma a + b que al multiplicarle otro complejo de la
forma a + b su resultado es un real, otro complejo, cero, uno, 17, ejemplifica tu respuesta.

m ;Cudl es el niimero complejo de la forma a + & que al dividrlo por otro complejo de la
forma a + b su resultado es un real, otro complejo, cero, uno, i7, ejemplifica tu respuesta.

m La suma de dos mimeros complejos conjugados es 6 v la suma de sus modulos es 10, jde
qué nimero complejo se trata?

» Dados dos nitmeros complejos cualesquiera se sabe que su diferencia es real, su suma tiene
de parte real 8 v su producto es 11 — 164, ] cuiles son los nimeros?
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m 5i al multiplicar dos nitmeros complejos el resultado es -2 v &l cubo de uno de ellos dividido
entre &l otro es 1/2, calcule los niimeros complejos en forma polar.

m (Cudl es el nimero complejo que después de multiplicarlo por 1 —i, sumarle —3 4 5, y dicho
resultado dividirlo por 2 + 3i; se obtiene como valor final el niimero complejo inicial.

s (Completa la siguiente tabla marcando con una X si se cumplen las siguiente propiedades de
los nitmeros reales en los complejos. Enuncie las propiedades. (Puedes usar las actividades
de (abri (Geometry o la forma analitica de los complejos). 51 no se cumple la propiedad
coloca un contrasjemplo.

————____ Dperaciones
Propiedades — —————__
(lausurativa
Conmutativa

Asociativa

Elemento inverso
Elemento neutro

Ihstributiva

Suma Hesta Multiplicacion [ivision

. FIJACION - APLICACION

n El producto de dos niimeros complejos es 2(cos 1{?_217 t+isenD) el cociente de sus médulos

12

ez fi v la diferencia de sus argumentos 13+ Jcudles serdn esos dos nameros?

m Dedurca que ||z;] — |22|| | 21 — 22 |, interprete geométricamente las cantidades, para luego
aplicar la desigualdar triangular.

m Demuestre que =; 23 = 7 - 23-

Conclusiones de la actividad:

m | (Jué caracteristicas comunes y no comunes tienen las diferentes formas de representacion
en cada operacion?

m [ (ué significado puede considerar sobre niimero complejo?

m [(Jué caracteristicas comunes y no comunes existen entre las operaciones con complejos v
otros conjuntos numeéricos ejemplo: reales, enteros, racionales?

214



Anexo F. Actividad 4. Potencias.

POTENCIAS

Objetivo: Deducir algunas propiedades de la potenciacién mediante la multiplicacion, haciende uso
de la representacion exponencial de los complejos v la formula de Moivre, en diferentes situaciones.
Sugerencia Metodologica: Las siguiente secuencia de actividades se encuentra programada si
guiendo la via inductiva, para la fase de motivacion, se hace lectura de alguncs datos curiosos de
la vida de Moivre, v sus resultados frente a las operaciones con nimeros complejos. La adquisicicn
con problemas que requieren de la multiplicacion sucesiva, se tratard que los estudiantes deduzcan
la formula de Moivre, ademas de establecer la relacion entre las diferentes representaciones de los
niimeros complejos v la férmula de Euler. Tercero elaboracicn, en esta etapa se relacionan actividades
realizadas en otras guias con la representacién exponencial y la formula de Moivre, con el fin de
afianzar no solo el conocimiento nuevo, sino conocimientos anteriores. Fijacion - aplicacion, con
problemas donde el uso de la representacion exponencial v la farmula de Moivre permiten su solucién.
En cada problema se analizarin las respuestas de cada estudiante con los companeros.

1. MOTIVACION Realiza la signiente lectura:

Abraham de Moivre, nacid el 26 de mayo de 1667 en Champagne y murid el 27 de noviembre
de 1754 en Londres, matematico francés, reconocido por la formula de De Moivre, ademas, por
predecir el dia de su muerte a través de un cileulo matematico.

Moivre después de realizar sus estudios secundarios fue enviado por su padre un gran cirujano
a la academia protestante de Sedan y alli estudid entre 1678 vy 1682, después paso a Saumur
donde estudid logica.

Sus trabajos en mateméticas estuvieron orientados no sélo a la [érmula de De Moivre para
nimeros complejos, sino también a los desarrollos que tuvo frente a la distribucién normal v las
probabilidades, lo que lo hizo famoso. Fue elegido miembro de la Royal Society de Londres en
1697, gran amigo de lsaac Newton y Edmund Halley, quienes sentian gran admiracién por los
resultados en su trabajo de probabilidades. Como mateméatico no gand mucho dinero, pues toda
su vida fue pobre, lo iinico que hizo para sobrevivir fue jugar ajedrez, en lo cual era un erudito.
Murid en Londres, una de las curiosidades de su vida fue la prediccion de la fecha de su muerte
(por causas naturales); a través de una ecuacién matematica, observd que cada dia dormia quince
minutos mas que la noche anterior, por lo tanto el dia en que durmiera veinticuatro horas, ese
dia moriria; esto lo predijo 73 dias antes del 27 de noviembre de 1754

1. ADQUISICION

Clomo ya hemos visto la conversion de un nimero complejo de la forma 2 = r + iy en forma
polar, en muchas ocasiones hace que algunas operaciones sean mucho mas sencillas de realzar.
Por ejemplo multiplica 2+ 3i por &l mismo 4 veces; es decir (24 3i)*, representa geométricamente
la misma operacion usando el programa Geo(Gebra de la actividad 1.

Realza la misma operacién haciendo uso de la representaciém trigonométrica de los complejos,
de manera que: = r + iy = rlcosf + isenfl) = reisf =| z |, £#, donde @ es uno de los
valores del arg(z) y |z| es el modulo de z. [ QQué elementos de la representacion polar y alge
braica cambian al hacer dicha operacidn?, j Qué puedes observar o generalizar en esta operacion?

Siz#z = rcostl+isentl) s r(cosf +isentl), ] qué resultado se obtiene?, realiza la misma operacién

con z°, 2%y 2. Generaliza para cualquier entero positivo n.

2™ = ™ cosnfl + isennfl), de tal forma que
(cos# + isen @)™ = (cosnf + izsen nf)

Este resultado constituye un caso particular del teorema De Moivre.
Calcula la siguiente potencia: (2 + )2

(Otra manera de expresar un nimero complejo se debe a Fuler a través de su relacion: Observa,
analiza y comenta cada situacin.

a B T &
Sea: sen—0— S+ &~ 9 Wy ()

n (B2
TZnti)
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¥ 4 L3 L] Im

=14+t DD+ Vel
En esta iltima ecuacidn €, reemplaza a © = ifl, jqué relacién obtiene? Compare con la que se
presenta a continuacion.
. 2 e iy
elit) — o B0 W @, G, WeER
Recuerda que i = 1, ¢4+ —§ qint2) — 1 8430 — 4§ conm e T,
. 2 1 P
el — 1 8 O Oy 4 WER
Agrupa términos de tal manera que i sea un factor comin:
. z 4 ] 8 Im 3 5 i L]
M — (-G -+ (e ) O -G -G+ Gy

[2nt1}
(1) {EﬂzlnH]! +..)

Por lo cual se puede concluir que:
el — cosf + i send,

Entonces,
z = re'® — p{cosf + i send).

n Establezca una férmula para determinar la multiplicacién de dos niimeros complejos 27 ¥
2z a partir de la representacién exponencial [ (Qué diferencias y similitudes existen con las
otras representaciones?

n Establezca una férmula para determinar la divisién de dos niimeros complejos z; v 22 a
partir de la representacion exponencial. [ Qué diferencias y similitudes existen con las otras
representaciones?

n Fstablezca una fdrmula para determinar las potencias de nimeros complejos z a partir de
la representacion exponencial. jQué diferencias v similitudes existen con las otras repre-
sentaciones v con la fdrmula de Moivre?

1. ELABORACION

Healiza las siguientes potencias (usa el teorema de Moivre para su solucién y la representacin
exponencial ).

n Uza el teorema de Moivre para hallar potencias de niimeros reales. | Se obtiene el resulta-
do que esperabas?, comprueba dichas potencias usando la representacion exponencial con
nmimeros de la forma 2 = a + bi, con b= 0.

s Comprueba si las siguientes igualdades son verdaderas: € = 1, 6% — i, e ™ = —1, £T* =

—i, e = 1.
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n Obtener un valor para ' en forma trigonométrica, exponencial v cartesiana

. FIJACION - APLICACION

s Demostrar que cos3@ = cos™@ — 3cosfsen®d.

Escribe una equivalencia para send#, sen2fl y cos2f.

» Encuentra el valor de #, sabiendo que:
(cosf 4+ isen @)(cos 20 + i sen 28) (cos 30 + i sen 30) - .. (cosnl + i sennfl) = 1

n Hallar los valores de » de tal forma que z® = 1 (sugerencia reemplace primero para n =
2 3.4, v use la formula de Moivre).

» Considérese una particula que recorre una circunferencia centrada en el origen y de radio
r con una velocidad angular w constante, como se muestra en la figura.

A

L

Suponga que su posicidn inicial para t = 0 esta dada por (Acosf, Asent). La posicidn de
esta particula en cualquier tiempo ¢ es: r{t) = [Acos(wt + 0), Asen(wt + 8)).

a) FExpresa a r(t) usando nimeros complejos.
b) Expresa a r(t)de la forma exponencial compleja?

c) Halla r(0), interpreta la respuesta.

d) Halla la parte real y la parte imaginaria de r(t), las coordenadas de r(i) en el ejer y
en el eje .

Conclusiones de la actividad:
m | (Jué significado tiene de nimero complejo?

m | (ué caracterizacién puede dar de operacidn de niimero complejo?

m | (ué concepto tienes de multiplicacidn de niimeros complejos?

217



Anexo G. Actividad 5. Raices.

RAICES

Objetivo: Determinar las raices n-ésimas de un nimero complejo e interpretarlas geométricamente.
Sugerencia Metodoldgica: La siguiente secuencia de actividades se encuentra programada si
guiendo la via mixta, para la fase de motivacidn, se plantean problemas de construecién de poligonos
regulares con el fin de establecer relaciones con las raices de un nimero complejo. La adquisicidn,
contiene problemas que relacionan el Teorema De Moivre con las raices de niimeros complejos v su
relacion grafica con poligonos regulares. Elaboracidn, con problemas que involucran raices reales v
complejas, ademés del uso de diferentes sistemas de representacion de los nimeros complejos. Fijacidn
- aplicacidn, donde los problemas relacionan las raices de un niimero complejo, el Teorema De Moivre
v el Teorema Fundamental del Algebra. En cada fase los estudiantes resuelven los problemas de
manera individual, exponen sus ideas y se discute con el grupo sus soluciones.

. MOTIVACION

m Halla las coordenadas de los vértices 21, zo ¥ 73 de un tridngulo equildtero de centro (0,0],
si se sabe que uno de sus vértices se encuentra ubicado en 2 = 3 + 0i. Grafica el tridngulo.

m Halla las coordenadas de los vértices de un cuadrado con centro (0,0) y unc de sus vértices
es el afijo con médulo 1 y argumento 120. Grafica el cuadrado.

1. ADQUISICION

Recuerda el Teorema De Moivre y generaliza pata un exponente racional £, b 0

z™ = r"(oosnf + isen nfl), de tal forma que
(cosf + isen @)™ = (cosnb + isennf)

m Usza el teorema para hallar las tres raices cibicas de z = 3+ (4, Jqué relacion existe con
los tres puntos hallados en el problema 17

w UJza el teorema para hallar las raices cuartas del niimero 2, de madulo 1 y argumento 120,
Jjqué relacién existe con los cuatro puntos hallados en el problema 27

m Utiliza el programa Geollebra para graficar las raices cuadradas, ciibicas, sextas, séptimas,
de un nimero complejo.

1. ELABORACION

m Hallar las coordenadas polares v cartesianas de los vértices de un hexdgono regular de radio
3, sabiendo que un vértice esta situado en el eje real positivo.

m Halla las coordenadas de los vértices de un hexdgono regular de centro (0, 0), i se sabe que
uno de sus afijos tiene de modulo 2 y argumento 3. Grafica el hexdgono regular.

m Hallar las coordenadas de los vértices de un cuadrade inscrito en una circunferencia de
centro (0,0) y uno de los vértices es el afijo del complejo 1 + 2i.

» Puedes generalizar el proceso para un poligono de n lados con centro en (0,0) y radio k,
Escribe jqué sucede con los dngulos?, jgqué sucede con los argumentos de cada nitmero
complejo o radio del poligono?

m Halla las raices cuadradas, cibicas v cuartas de 8 v —8, graficalas. Fxplica las diferencias
y similitudes que encuentras.

m Halla las raices cuadradas, cibicas v cuartas de 4 y —4, graficalas. Fxplica las diferencias
y similitudes que encuentras.

m (Compara tus resultados teniendo en cuenta el conjunto de los nimeros reales y el de los
niimeros complejos.

. FIJACION - APLICACION
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n (rafica las rajees cuadradas, citbicas, cuartas y quintas de 1.
» Soluciona la signiente ecuacién * + 1 = 0, Jcuantas soluciones encuentras?
» Soluciona la siguiente ecuacidn = + 1 =0, Jeudntas soluciones encuentras?

® Soluciona la siguiente ecuacidn =™ + 1 = 0, jendntas soluciones encuentras?

n Verifica que: todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene alguna rafz real.
qué sucede =i el grado es par?

n En los polinomios con coeficientes reales las raices complejas no reales aparecen por pares
conjugados. Es decir, 81 zp = 7y + iy € C es una raiz de un polinomio con coeficientes
reales. jSu conjugada también pertenece a C7

Conclusiones de la actividad:
m j (ué significado puede considerar sobre nitmero complejo?

m | Qué significado tiene para usted la solucién de una ecuacién de grado n, cuantas soluciones
tiene?
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Anexo H. Actividad 6. Lugar geométrico de puntos en C.

CONJUNTOS DE PUNTOS EN EL PLANO C

Objetivo: establecer el lugar geométrico de uno o varios niimeros complejos en el plano.
Sugerencia Metodolégica: La siguiente secuencia de actividades se encuentra programada siguien-
do la via mixta, para la fase de motivacidn, se entrega a los estudiantes un problema relacionado con
la bisqueda de un tesoro en el cual deben poner en juego todos los conocimientos anteriores a esta
actividad y algunocs relacionados con cursos de geometria, para poder hallarlo. La adguisicidn, en esta
fase se proponen a los estudiantes problemas que se relacionan con determinar el lugar geométrico de
un conjunto de puntos en C. Tercero elaboracidn, los problemas que se presentan estdn relacionados
con el paso de la representacidn grafica de un conjunto de puntos en C, donde los estudiantes deberdn
encontrar dicho conjunto por comprension. Cuarto fijacidn - aplicacidn, éstos problemas requieren
de la interrelacién entre conceptos de otras dreas para su solucién. En cada fase se analizan los re-
sultados de las actividades y se da la discusidn entre los companeros sobre el mecanismo o método
usado para su solucién.

L MOTIVACION

Un joven encontrd un tromo muy antiguo de papel donde se describia la posicidn del tesoro de
un pirata en una isla desierta. La descripeidn era: En la isla hay una palmera, una roca gigante
y una horca; caminar desde la horea hacia la palmera, contando los pasos, al llegar a la palmera
girar 307 a la derecha, contar el mismo niimero de pasos y clavar una estaca. Hegresar a la horea,
caminar hacia la roca gigante contando los pasos, al llegar a la roca girar 90° a la zquierda,
contar el mismo nimero de pasos y clavar otra estaca. El tesoro estd en el centro de la linea
determinada por ambas estacas. Al llegar a la isla estaba la roca v la palmera pero la horca se
habia desaparecido debido a los cambios de clima y al tiempo transcurrido. El joven no pudo
encontrar ese tesoro v regreso a su casa. Lo triste de la historia es que =i el joven hubiera sabido
calcular con nitmeros complejos podria haber encontrado el tesoro. Fxplica cdmo lo hubiera
halladao.

1. ADQUISICTION

» Describa geométricamente el conjunto de todos los mimeros complejos, que satisfacen las
siguientes relaciones.

s |z =1
o |z =1

o |z =1
» Indicar qué representa en el diagrama de Argand el conjuntoc{z : z = 7}
m Hepresentar en el diagrama de Argand el conjunto: {z : |z + 1| = 2}.
1. ELABORACION

m Dados los siguientes diagramas expresa cuil es la condicidén que deben cumplir para que
satisfagan la condicién.

[Magrama 1
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[Magrama 3

m Sea a = 3 — 2i un nimero complejo dado ¥y z un nimero complejo cuyo afijo permanece
sobre la recta r = x4y — 2 = 0. Hallar el lugar geométrico de los afijos del complejo a + =

» Hallar el lugar geométrico de la imagen del complejo z, si se sabe que 2|z| = |2 — 4|
m Indica los siguientes conjuntos en el diagrama de Argand.
o {z:z+22=1}

o {z:]z—1|=|z+1]}
o {z:|z—1| < |z+ 1|}
. FIJACION - APLICACION

» Describir el conjunto de puntos en el plano C determinado por la siguiente ecuacion: 2.7 = 4.

® Sea r un nimero real positivo. Determine el lugar geométrico dado por los niimeros com-
plejos z, tal que |z — r| = r.

m Dados tres cnadrados iguales como se muestran en la figura, use los nimeros complejos

para determinar el dngulo LBAC + £LBAD.

A B

Conclusiones de la actividad:

m | ué concepto puede usted dar sobre nimero complejo?
m [ (Jué es para usted lugar geométrico?

m ;Cémo imagina usted que es una funcién con variables complejas?
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Anexo |. Actividad 7. Funciones en variable compleja.

FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA

Objetivo: Comprender el concepto de funcidn de variable compleja.

Sugerencia Metodoldgica:La siguiente secuencia de actividades se encuentra programada siguien-
do la via mixta, para la fase de motivacidn, se observa el video de titulo dimensiones 69, de igual
forma se planean problemas que relacionan el concepto de funcién de variable real con el de funcién
de variable compleja, adquisicidn en esta etapa se presenta a los estudiantes problemas relacionados
con el paso del sistema de representacion tabular al grafico, con el fin de poder determinar algunas
transformaciones de las funciones en variable compleja. Tercero elaboracidn, los problemas que se
presentan hacen referencia al uso de software y la visualizacién para la comprension del concepto de
funcién. fijacidn y aplicacidn, en esta etapa se presentan problemas relacionados con el mapeo de
rectangulos y triangulos bajo las funciones descritas en la etapa anterior, adicional a ello se hace uso
del software ComplexImage como apovo a los procesos de visualizacion., En cada fase se ird recogiendo
el trabajo de los estudiantes y se analizara con el grupo; dichas intervenciones seran medidas por el
docente.

L MOTIVACION

(CComo parte de la motivacién se observa el video de nombre dimensiones6/9 el cual se encuentra
disponible en URL: https://www._youtube com /watch™v=WETw IRV 4.

Realiza la transformacién de puntos, segmentos, circunferencias de radio 1 y 2, mediante la
funcidn f{z) = 2%, establece una posible solucién grafica.

1. ADQUISICION

Definicidn: Dado un subconjunto S del plano complejo O se denomina funcidn compleja de una
variable compleja f(z) a una aplicacién f : § — C tal que a cada valor z € § C ' le corresponde
un 1inico nimero complejo fiz).

Figura 1: funcién f

m Dado f(z) = 2% +5, hallar f(2+1), f(i), f{—i), jexiste alguna diferencia con las funciones
de variable real, qué puedes concluir?

m Clalcule la parte real e imaginaria de las siguientes funciones y realice un mapeo de la

transformacion:
s flz) =22
e flz)=z+3
o flz)] =22
o flz) ==z

1. ELABORACION

m Transforma, mediante w = f(z) = ¢ los signientes segmentos y curvas:

¢ FEl segmento de recta que une los puntos (1,0 v (1,3).
e El segmento de recta que une los puntos (—1,2) v (2, 2).
¢ La circunferencia de centro (0,0) y radio 2.
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e La circunferencia de centro (0,0) y radio 1.
lse el programa Complexlmage y realice otras trasformaciones.

. FIJACION

m Mapear las siguientes fipuras de vértices A, B, O, ), bajo la transformacién dada por las

funciones:
m flz)=¢.
 flz) =22
m flz)=1/z
m flz)==2
m f(z) =2z
B b - a

Figura 2: figuras

Conclusiones de la actividad:

m [ (Jué concepto puede dar de nimero complejo.

m | Qué concepto puede dar de funcién en variable compleja?
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