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SINTESIS

El propésito de esta investigacion es la construccion de significado robusto del concepto de area y la
caracterizacion del pensamiento geométrico involucrado, en los estudiantes de grado sexto de los
Colegios Antonio Narifio sede Usme, Liceo Fesan, el Bosque Bilinglie y Tibabuyes Universal |.E.D. Se
disefiaron once actividades, las que se implementaron con 176 estudiantes. En el proceso de solucion de
cada problema planteado, los estudiantes comienzan a construir el concepto de area utilizando su
pensamiento geométrico operacionalmente, a partir de elementos basicos de la geometria griega.

Para las actividades se propone un conjunto de problemas bajo la estructura de las competiciones
matematicas, frente a los cuales, los estudiantes ofrecen estrategias que les permite realizar
transformaciones a las figuras geométricas por medio de acciones de descomposiciones,
recomposiciones y comparaciones. Las actividades disefiadas propician que los estudiantes luego lleguen
a deducir formulas aritméticas para calcular el area de diferentes figuras geométricas. La implementacion
de cada una de las actividades y los resultados obtenidos en las entrevistas, permitieron evidenciar las
estrategias utilizadas por los estudiantes en el proceso de solucion de los diferentes problemas, para
constatar los elementos que caracterizan el pensamiento geométrico involucrado con respecto al

concepto de area.



ABSTRACT

The purpose of this research is the construction of robust meaning of the concept of area and the
characterization of the geometric thinking involved in sixth-grade students of four different schools. The
schools were chosen to include students from varying socio-economic levels as well as both public and
private schools. The participating schools were: Colegio de la Universidad Antonio Narifio in Usme, Liceo
Fesan, Colegio El Bosque Bilinglie and Colegio Tibabuyes Universal I.E.D. Eleven activities were
designed, which were implemented with 176 students. In the process of solving every problem posed,
students begin to build the concept of area using their geometric thinking operationally, following the
approach of classic elements of Greek geometry.

A series of activities was designed to allow the students to approach problems of area from an essentially
geometric perspective. For each of the activities a set of problems, either taken from or similar to the non-
routine or challenging problems found in popular mathematics competitions, is proposed. Working in
groups, students offer their own strategies of solution using transformations to the geometric figures
through actions of decomposition, recomposition and comparison, gradually constructing the concept of
area. The activities designed also propitiate that students arrive, through similar means of decomposition
and recomposition, at arithmetic formulas to calculate the area of different geometric shapes. The
implementation of each of the activities and the results obtained in the interviews of a random sample of
students, allowed evidence to be compiled concerning the strategies used by the students in the process
of resolution of the different problems and to ascertain elements that characterize the geometric thinking

involved in the construction of meaning for the concept of area.
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INTRODUCCION

La geometria es una de las ramas de la matematica con mayor presencia en la naturaleza y en la vida.
En la actualidad, se realizan investigaciones concernientes al proceso de ensefianza-aprendizaje de la
geometria y el desarrollo del pensamiento geométrico. Algunos de estos estudios se enfocan en la
realizacion de unidades didacticas, métodos de ensefianza, uso de recursos informaticos, entre otros,
para mejorar la comprension, desempefio y desarrollo del pensamiento geométrico de los estudiantes.
Dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje de la geometria se evidencian varias debilidades. Una
primera de ellas es la manera en que en general se suele plantear el quehacer instructivo en el salén de
clases, donde el profesor da importancia s6lo al reconocimiento (abstraccion de algunas de las
propiedades) de las figuras geométricas y memorizacion de férmulas para calcular areas, volumenes,
perimetros, entre otras; con un tratamiento y orientacién como éste no se contribuye al desarrollo del
pensamiento geométrico del estudiante.

Con respecto a las investigaciones, algunas de éstas se dedican a mejorar el proceso de ensefianza-
aprendizaje de la geometria. Estos trabajos no mencionan de qué manera se puede enfocar el aprendizaje
para que los estudiantes construyan significado robusto de los conceptos geométricos, y especificamente
para el que nos interesa en la presente tesis, el de area, de tal forma que el proceso de aprendizaje sea
perdurable. Por ejemplo, las unidades didacticas que se elaboran en el contexto de varias investigaciones
continuan con la formulacién de ejercicios en lugar de problemas de corte no rutinario, como los
problemas de competiciones matematicas, practica que institucionaliza el aprendizaje como adquisicidn
de definiciones, métodos y procedimientos.

En el tema de éarea, se sigue dando importancia a las formulas y su calculo por medio de ellas,
circunscribiendo el trabajo a la aritmética, en lugar de dar oportunidad a los estudiantes a potencializar

su pensamiento y autonomia en la construccion de significado geométrico para este concepto. El proceso



desarrollado de esta ultima forma permitiria la resolucion de problemas no rutinarios enfocados a una
amplia gama de situaciones incluyendo problemas pertinentes a la vida cotidiana.

Frente a esta situacion, se ve la importancia de tener en cuenta la investigacion de Pérez (2011) 1, que
versd sobre la construccion de significado para el concepto de area de algunas figuras geométricas
planas, dirigida a estudiantes de grado sexto. Con la motivacién de continuar con este proceso de
investigacion, se pretende seguir explorando el desarrollo del pensamiento geométrico y las condiciones,
actividades y practicas pertinentes para llegar a construir significado robusto para el concepto de area 'y
caracterizar el pensamiento geométrico involucrado.

En efecto, el enfocarse en el desarrollo del pensamiento geométrico, sin precisar o caracterizar dicho
pensamiento, ocupa a muchas investigaciones internacionalmente y ha sido tratado en numerosos
eventos, tales como los Congresos Internacionales de Educacion Matematica (ICME 1995 hasta 2012),
las Conferencias Interamericanas de Educacién Matematica (CIAEM o IACME 1961, 1987 y 1995), las
Reuniones Latinoamericanas de Matematica Educativa (RELME), los Congresos |beroamericanos de
Cabri (IBEROCABRI) y los Congresos de la Sociedad Colombiana de Matematica (SCM).

Las investigaciones acerca del desarrollo del pensamiento geométrico se reflejan en las siguientes

tendencias, y los investigadores que las adelantan.

1. Trabajos cuyo interés radica en la validacion del conocimiento geométrico y que centran su atencion
en las concepciones de los estudiantes acerca de como se valida éste. En este sentido se destacan:
Krygowska (1980); Hanna (1991), Holowey (1969).

2. La preocupacion por el razonamiento espacial, como elemento esencial del pensamiento cientifico,

que agrupa varias lineas de investigacion, como aquellas que intentan establecer relaciones entre el

1 Pérez, D. (2011). Disefio, aplicacion y evaluacién de un sistema de actividades para la construccion de significado del
concepto de area, en una comunidad de préctica para sexto grado. Tesis de maestria en Educacion Matematica, Universidad
Antonio Narifio, Bogota, Colombia.



pensamiento espacial y las matematicas. Entre los que han trabajado en esta linea se tienen: Del
Grande (1990); Bishop (1993); Mammana y Villani (1998).

3. Las referidas al estudio de la visualizacion que intentan establecer las interacciones entre ésta y el
razonamiento en geometria, y otras que buscan determinar mecanismos para incrementar la habilidad
espacial en los aprendices. En este sentido se destacan: Presmeg (1986); Clement y Battista (1992);
Fischbein (1993); Hershkowitz, Parzysz y Van Dormolen (1996); Gutiérrez (1996); De Guzman (1996).

4. Las que apuntan al desarrollo evolutivo del pensamiento geométrico y estan orientadas por los
avances de la psicologia cognitiva. Se destacan trabajos realizados por Piaget, acerca de la
concepcion del espacio en los nifios, y los estudios de los esposos Van Hiele (1957), encaminados a
determinar niveles de pensamiento geométrico y etapas de instruccion correspondientes. Tall (2013),
describe en su ultimo libro una teoria que versa sobre el desarrollo del pensamiento matematico desde
el nifio menor hasta el adulto.

5. Desde la ciencia cognitiva se intentan precisar modelos de conocimiento y pensamiento geométrico.
En este sentido se destacan Sharma (1979), Bransford (1979); Jenkins (1979), Pinker (1994).

6. Sobre el desarrollo de las tecnologias de la informacién (TIC) y el uso extenso de recursos
informaticos, lo anterior ha dado lugar a varias investigaciones en torno al aporte de las
representaciones dinamicas y generalizadas. Algunos autores que aportan a esta tematica son: Hitt

(1998), Laborde (1998), Rizo y Campistrous (2003), Villiers (1999), Gonzélez (1999).

Se enmarca la presente investigacion por la primera, tercera, cuarta y quinta tendencias presentadas, sin
desconocer el aporte que las demas posiblemente puedan ofrecer a ella.
Algunos de los autores citados tratan de caracterizar el pensamiento geométrico del nifio; sin embargo,

sus hallazgos no propician un aprendizaje desarrollador?, pues tienen entre sus limitantes que el

2 No todo aprendizaje es desarrollador; esto depende de las habilidades que desarrolla el estudiante, lo cual le permite buscar
diferentes estrategias a la solucion de un problema interesante.



diagndstico se refiere al contenido curricular y no valoran el papel que tienen los estudiantes en construir
significado de un concepto geométrico determinado.
Una de las ultimas investigaciones que buscan caracterizar el pensamiento geométrico es el desarrollado
por Tall (2013) en su libro: Como los seres humanos aprenden a pensar matematicamente.
En este escrito Tall (2013) comienza a describir el pensamiento matematico del ser humano como una
construccion de conceptos a partir de dos tipos de abstraccion, la estructural y la operacional.
Tall (2013), con respecto al desarrollo a largo plazo de las ideas matematicas afirma:
La geometria comienza cuando el nifio juega con los objetos, reconociendo sus propiedades a través de
los sentidos y describiéndolos utilizando el lenguaje. Con el tiempo, las descripciones se hacen mas
precisas y se usan como definiciones verbales para especificar figuras que pueden construirse con regla y
compas y eventualmente las propiedades de las figuras pueden relacionarse en el enfoque formal de la
geometria euclidiana. El aprendizaje de la aritmética sigue una trayectoria diferente, empezando no
enfocandose en las propiedades de los objetos fisicos, sino en las acciones que se realizan sobre esos
objetos las cuales incluyen el contarlos, agruparlos, compartirlos, ordenarlos, sumarlos, restarlos,
multiplicarlos y dividirlos.
Estas acciones se vuelven operaciones matematicas coherentes y se introducen los simbolos que permiten
realizar las operaciones rutinariamente con muy poco esfuerzo consciente. Mas sutilmente, los simbolos
en si mismos pueden verse no sélo como operaciones a realizarse sino también comprimidos en conceptos
numéricos mentales que pueden manipularse en la mente.
Los sistemas de medidas también se desarrollan a partir de acciones®: medir longitudes, areas, volimenes,
pesos y otros. Estas cantidades pueden calcularse en forma practica usando fracciones o usando decimales
si se desea un nivel mayor de precision.*
Para esta investigadora la anterior afirmacion elaborada por el profesor Tall (2013) en su libro no es
acertada, ya que en la investigacion realizada por Pérez (2011)3, se observo que los estudiantes lograban
construir el concepto de medicion (&rea) por medio de las acciones de descomposicidn-recomposicion-

comparacién de algunas figuras geométricas planas abordadas en el contexto de la solucion de

problemas no rutinarios. El analisis de las actividades generadas en la tesis indico que en el transcurso

3 Tall, D. (2013). Este autor define accién como la manipulacion de los objetos geométrico.

4Tall, D. (2013). How Humans Learn to Think Mathematically: Exploring the Three wordlds of Mathematics.

5 Pérez, D. (2011). Disefio, aplicacion y evaluacion de un sistema de actividades para la construccion de significado del
concepto de area, en una comunidad de préctica para sexto grado. Tesis de maestria en Educacion Matematica, Universidad
Antonio Narifio, Bogota, Colombia.



de la solucion de cada problema no rutinario el estudiante complementa y adecua cada vez mas el
significado del concepto de area. Los resultados obtenidos en la poblacién de estudio mostraron que los
estudiantes construyeron de esta manera un significado apropiado del concepto implicado fortalecido y
reforzado por generar diferentes estrategias en la solucion de los problemas planteados, y asimilar la
potencia del concepto revelada en ellas.

Las valoraciones anteriores conducen al siguiente problema de investigacion, para construir significado
robusto® del concepto de area en los estudiantes de grado sexto, ¢ ,cuales son las experiencias que deben
fomentarse y cdmo puede caracterizarse el pensamiento geométrico involucrado?

Se precisa como objeto de estudio el proceso de construccion de significado para el concepto de area.
El objetivo general es contribuir a la caracterizacion del pensamiento geométrico relacionado con la
construccion de significado robusto para el concepto de area.

Se plantean como objetivos especificos:

e Recopilar evidencia pertinente de la historia de la matematica, pues a través de ella se revela el
camino transitado por la comunidad matematica en la generacion y construccion de conceptos y
estrategias de pensamiento.

e Disefiar actividades basadas en problemas no rutinarios y retadores, que hagan que los estudiantes
del grado sexto construyan significado para el concepto de area y desarrollen estrategias para
calcular el area de ciertas figuras planas, mediante la descomposicion y recomposicion de figuras
y regiones geométricas planas.

e Analizar las soluciones de los problemas planteados y a través de éstas caracterizar el
pensamiento geomeétrico de los estudiantes de grado sexto involucrado en la construccion de

significado robusto para el concepto de area.

6 Pérez (2015). Criterio emitido en el examen de calificacion. “Construccion de redes conceptuales que desarrolla el estudiante
para dar solucion a problemas no rutinarios”.



Analizar la solucién de los problemas olimpicos de matematicas realizadas por la Universidad
Antonio Narifio (Primer Nivel — grados sexto y séptimo).

Analizar y sustentar una posicion critica con el fin de establecer si los planteamientos de la teoria
de Tall (2013) son justificables o no frente al pensamiento geométrico cuyo desarrollo se observa

en la construccién de significado robusto para el concepto de area.

El campo de accién de esta investigacion es la caracterizacion del pensamiento geométrico.

Para el cumplimiento del objetivo y la solucion del problema, se presentan las siguientes preguntas

cientificas:

¢ Qué investigaciones se han realizado sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje en la
geometria?

¢ Qué presupuestos tedricos sustentan la caracterizacion del pensamiento geométrico relacionado
con el concepto de area?

¢Como estructurar una secuencia de experiencias para poder caracterizar el pensamiento
geométrico en estudiantes de grado sexto en el proceso de construccién de significado robusto
para el concepto de area?

¢ En qué contextos deben presentarse las experiencias estructuradas?

¢ Como analizar la eficacia y el impacto de la secuencia de experiencias disefiadas para poder
caracterizar el pensamiento geométrico en estudiantes de grado sexto en el proceso de
construccion de significado robusto para el concepto de area?

¢Cual seria una caracterizacion del pensamiento geométrico involucrado en la construccion de

significado robusto del concepto de &rea en nifios de grado sexto?

En aras de dar cumplimiento al objetivo y lograr resolver el problema planteado, se proponen las

siguientes tareas de investigacion:



e Fundamentar tedricamente el problema. Revisar teorias propuestas e investigaciones realizadas
en el disefio de actividades en geometria para caracterizar el pensamiento geométrico con el
proposito de fundamentar la investigacion.

e  Construir el estado del arte de la presente tematica para definir su grado de actualidad.

e Estudiar las soluciones de estudiantes de grado sexto a problemas pertinentes de las olimpiadas
de matematicas y otros similares y estructurar un sistema de actividades disefiadas (teniendo en
cuenta en el disefio problemas retadores como son los problemas olimpicos que provocan el
pensamiento autbnomo) para que, al desarrollarlas, el estudiante pueda construir significado para
el concepto de area coherente con el nivel de la geometria del grado sexto y asi contribuir a
caracterizar el pensamiento geométrico involucrado, empleando del modelo de Wenger y con el
proposito de contrastar las teorias de Tall (2013).

e  Valorar los resultados de la implementacion del sistema de actividades.

e Proponer una caracterizacion del pensamiento geométrico involucrado en la construccion de
significado para el concepto de area en estudiantes de grado sexto.

El aporte préactico de la presente investigacion radica en un conjunto de actividades para la construccion
de significado del concepto de area desde un enfoque netamente geométrico. El aporte tedrico es que se
precisa una caracterizacion del pensamiento geométrico involucrado en tal construccion (areas).

Este estudio permite sugerir los pasos que se cree se deben seguir en el proceso de ensefianza para que
se construya el concepto de area en estudiantes de grado sexto, ademas de proponer la caracterizacion
del pensamiento geométrico con respecto a la medicion (&rea).

Esta tesis esta estructurada en la introduccion, cuatro capitulos, conclusiones, recomendaciones,
bibliografia y anexos. En el Capitulo 1, se describe la situacion actual en la que se encuentran estudios

dirigidos al pensamiento geométrico, identificando los métodos de ensefianza que se utilizan para la



geometria y poniendo en evidencia que no se han hecho suficientes investigaciones que caractericen
este pensamiento. En el Capitulo 2, se presenta el marco tedrico en que se basd este estudio y que se
encuentra dividido en cinco partes, en la primera se expone un marco geométrico, en la segunda se
expone la teoria piagetiana relevante, en la tercera se analiza la teoria de Tall acerca de la forma en que
los seres humanos construyen el concepto de area, en la cuarta se expone la epistemologia de Lakatos,
Hersh y Davis que enriquecen las perspectivas del presente estudio, y en la quinta se describe el modelo
de Wenger. El Capitulo 3 presenta la metodologia en que se desarroll6 esta investigacion y los pasos en
que se disefiaron y aplicaron las actividades. El Capitulo 4 se presenta la implementacidn de la propuesta
metodoldgica y descripcion de algunos episodios en la construccion del significado del concepto de area.
Ademas, se pretende construir un material docente que paute el proceso de ensefianza — aprendizaje y

el estudio del concepto de area.



CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

Diversas son las investigaciones que han trabajado sobre el pensamiento geométrico llegando a una
aproximacion a caracterizar éste, lo cual implica identificar diferentes formas de pensamiento
relacionados con el hacer geomeétrico (resolver problemas, conjeturar, demostrar teoremas). Los puntos
de vista de estas investigaciones no son unificados.

Se presenta a continuacion un conjunto que puede considerarse comun para muchos investigadores y
posteriormente se describen algunas caracterizaciones particulares. Para el andlisis de las
caracterizaciones que se han desarrollado dentro de un marco geomeétrico se tendra en cuenta algunas
de las tendencias del pensamiento geométrico. Esta descripcion se dividira en cinco categorias en las

cuales se puntualizaran investigaciones que se han desarrollado en cada categoria:

1. Pensamiento geométrico como se entiende desde los niveles de Van Hiele.
2. Pensamiento geométrico y su relacion con la visualizacion.

3. Materiales disefiados para desarrollar el pensamiento geometrico.

4. Pensamiento geométrico como se entiende desde la ciencia cognitiva.

5. Referencia de varios autores que intentan caracterizar el pensamiento geométrico.
1.1. Pensamiento geométrico como se entiende desde los niveles de Van Hiele

1.1.1. Disefo y evaluacion de una propuesta curricular de aprendizaje de la geometria en la

ensefianza media basada en el modelo de razonamiento de Van Hiele?

El equipo investigador estuvo conformado por profesores de matematicas de la escuela secundaria y por

miembros del Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Valencia.

"Corberan, R., Gutiérrez, A., Huerta, M., Pastor, A., Margarit, J., Pefias, A., & Ruiz, E. (1994). Disefio y evaluacion de una
propuesta curricular de aprendizaje de la geometria en la ensefianza media basada en el modelo de razonamiento de Van
Hiele. Editorial General Técnica Centro de Publicaciones, Madrid.



Esta investigacion se desarrolld en tres etapas. En la primera etapa se planifico la secuencia de
actividades (compuestas por temas de geometria plana) que debian ser utilizadas; en las otras dos etapas
se realizaron el disefio y aplicacion de pruebas para evaluar el razonamiento de los estudiantes antes y

después de haber estudiado el material.

Los grupos experimentales correspondieron a los colegios donde trabajaba cada uno de los
investigadores. Se les administrd un pretest y un postest con el mismo cuestionario a los grupos, el
primero al iniciar el curso y el segundo al finalizar el experimento, para comparar ambos resultados y
obtener conclusiones sobre el estudio. En el pretest se constatoé que los estudiantes estaban en el nivel

1 de Van Hiele.

En cada sesion se realizé una explicacion sobre las caracteristicas de poligonos; estas sesiones eran
orientadas segun las fases propuestas por el modelo de Van Hiele. Una vez considerado que los
estudiantes cumplian con el trabajo y se ubicaban en el nivel 2 de razonamiento de acuerdo con el modelo,
y teniendo en cuenta las caracteristicas que menciona el modelo y con base a las dificultades y
limitaciones que se observaron, se planteaban ciertas tareas para comenzar el proceso de adquisicion

del siguiente nivel de razonamiento.

Los investigadores resaltan que ningun estudiante llegd al nivel 4, postulando que no hay ningun método
de ensefianza que, en pocos meses, sea capaz de mover a los estudiantes desde los niveles de

razonamiento 1 o0 2 hasta el nivel 4.
Los autores Corberan y otros (1994) llegaron a la siguiente conclusion:

Se observa una mejora generalizada en los niveles de razonamiento 1, 2, y 3 de los estudiantes
después de haber trabajado con las unidades de ensefianza experimentales, siendo esta mejora
menos acusada cuanto mas alto es el nivel de razonamiento. La mayoria de los estudiantes que tenian

una adquisicion parcial del nivel 1 han completado su adquisicion en este nivel, ademas, la mayoria
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de los estudiantes han progresado significativamente en su adquisicion del nivel 2, si bien ninguno ha
llegado a conseguir una adquisicién completa de este nivel, y unos pocos han progresado también en

la adquisicion del nivel 3 (p 126).

Es del criterio de la autora de esta tesis que en esta investigacion se observa que se disefian actividades
de aprendizaje, en las que se tienen en cuenta las fases que plantean los Van Hiele, ademas se realizan
algunas descripciones de acciones hechas por los estudiantes, pero sélo se concentran en ubicarlos en
un nivel y no se aborda la cuestion de caracterizar su pensamiento geométrico y, por lo tanto, no se

aportan elementos valiosos para la presente investigacion.
1.1.2. Perimetro y area a través del modelo de Van Hiele®

Malloy (1999) afirma que histéricamente los profesores manejan dos etapas en el proceso de ensefianza
de la geometria. La primera de ellas es presentar la informacién del tema a estudiar para luego plantear

ejercicios que los estudiantes deben solucionar.

Estd metodologia de ensefianza ha causado problemas de conceptualizacion por parte de los
estudiantes, ademas, del no gusto por el tema. Este autor sugiere que la investigacion de los esposos
Van Hiele se puede utilizar como medio para mejorar los procesos de aprendizaje y buscar el gusto por

la geometria.

El investigador sefiala que el modelo de Van Hiele brinda a los profesores estrategias basados en la
investigacion empirica; este modelo se puede usar para disefiar planes de estudio y realizacion de
actividades pedagdgicas. Malloy (1999), plantea un problema que se puede trabajar con los estudiantes

(ver Figura 1).

8 Malloy, C. (1999). Perimeter and area through the Van Hiele model. Mathetics Teching in the Middle School, Vol 5 No 2, 87
-90.
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Figura 1. Planteamiento del problema.

Se les puede pedir a los estudiantes que agreguen cuadrados hasta que el perimetro de la figura sea 16;
ellos pueden plantear varias estrategias y encontrar la solucién. Este problema fue disefiado para que
observaran la relacion entre el area y el crecimiento del perimetro, ademas el docente debe plantear en
clase conversaciones entre los estudiantes en las cuales pueden encontrar estas relaciones en otros

contextos.

Pugalee y Malloy (1999) plantean que, utilizando unas tareas apropiadas acompafiadas por una
pedagogia también apropiada, los estudiantes y profesores pueden hallar relaciones entre conceptos
matematicos; como resultado adicional, son capaces de hacer y justificar conjeturas acerca de como y

por qué existen estas relaciones.

Malloy (1999) seleccion6 en verano tres estudiantes de grado sexto para que dieran solucion al problema
de la Figura 1. Se les presentd la figura y se les pidié que agregaran cuadrados hasta que el perimetro

de la figura fuera 16.

Se informa que cada uno de los estudiantes se concentrd en aspectos diferentes para abordar el
problema. El primer estudiante se concentrd en solo obtener el perimetro objeto, el segundo estaba
tratando de clasificar el cambio de perimetro cuando manipulaba los cuadrados, y el tercero estaba
pensando en las propiedades y sus relaciones. Cada uno de los resultados obtenidos se socializé con los
comparieros, y en este punto descubrieron que la menor cantidad de cuadrados que podian afiadir para

obtener un perimetro de 16 era dos.

12



Es del criterio de la autora de esta tesis que en esta investigacion se describen los razonamientos a los
que llegaron los estudiantes al resolver el problema propuesto y con base a éstos ubicarlos en un nivel
segun el modelo de Van Hiele, pero se encuentran varias deficiencias en el tratamiento, por lo menos
para tratar de relacionarlo con los objetivos de la presente investigacion. La primera de ellas es que no
consideran, o al menos no mencionan, cdmo pueden avanzar los estudiantes de un nivel a otro, y la
segunda es que no caracterizan el pensamiento que produce los razonamientos observados.

Otras investigaciones consultadas en la elaboracién de la presente investigacion y que se basan en todo

o en parte de los niveles de Van Hiele se describen a continuacion.

o Beltrametti, Esquivel & Ferrari (2005)° realizan su investigacion sobre la evolucion de los niveles
de pensamiento geométrico de estudiantes para formarse como profesores de matematicas a
través del uso del software Cabri.

e Frimel (2004)'0 en su investigacidn tuvo como objetivo comparar la eficacia de realizar procesos
de ensefianza a través de instrucciones dirigidas y las instrucciones con libro texto para lecciones

de geometria.
1.2. Pensamiento geométrico y su relacion con la visualizacion

Para el analisis de esta tendencia se tendran en cuenta las investigaciones y aportes de autores que
hayan trabajado el pensamiento visual del nifio y el pensamiento geométrico con relacion a la

visualizacion.

9 Beltrametti, M., Esquivel, M., & Ferrari, E. E. (2005). Evolucion de los niveles de pensamiento geométrico de estudiantes del
Profesorado en Matematica. Universidad Nacional del Nordeste. Recuperado el 2 de febrero de 2014 en el URL:
http://host140.200-45-54.telecom.net.ar/unnevieja/Web/cyt/com2005/9-Educacion/D-019.pdf

10 Matthews, N. F. (2004). A comparison of Mira phase-based instruction, textbook instruction, and no instruction on the van
Hiele levels of fifth-grade students.
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1.2.1. Pensamiento visual y geométrico del nifio

Las investigaciones en educacion matematica en el area de geometria han mostrado interés en temas
relacionados con la visualizacion, “... donde tratan de evaluar los procesos y capacidades de las personas
para realizar ciertas tareas que requieren “ver’ o ‘imaginar’ mentalmente los objetos geometricos
espaciales, asi como relacionar los objetos y realizar determinadas operaciones o transformaciones
geométricas con los mismos™1.

En la etapa pre-escolar el nifio utiliza en gran parte su pensamiento visual como el instrumento principal
del aprendizaje. Esto parece a simple vista ser un método pobre por cuanto se le quita al nifio la posibilidad
de crear, pero por otra parte, si se observa el desarrollo del conocimiento significativo el cual necesita de
conceptos previos, esto sera enriquecedor para el nifio.

En las estrategias utilizadas para el mejor reconocimiento de las principales figuras geométricas de los
nifios en esta etapa, debe ser de uso obligado el juego.

Hitt (1998) sefial6 que desde 1985, aproximadamente, se le ha dado mayor importancia al proceso de
generacion de imagenes mentales adecuadas para el desarrollo de habilidades como la visualizacion
matematica, en la resolucion de problemas y para el aprendizaje de la matematica en general. Esto ha
impulsado, por un lado, el estudio del papel de las representaciones de los objetos matematicos y, por el
otro, el desarrollo de una matematica en contexto.

El conocimiento geométrico no pretende simplemente que el nifio reconozca visualmente una
determinada figura y pueda asignarle su nombre. En este conocimiento se debe propiciar que se explore
el espacio en que se encuentra la figura, compare los elementos estableciendo relaciones, y de esta
forma, descubrir los elementos y propiedades de determinadas figuras para llegar a resolver problemas

que implican la transformacion y construccion de figuras geométricas.

" Godino, J., Cajaraville, J., Fernandez, T., Gonzato, M. (Octubre 2011). Una aproximacion ontosemiética a la visualizacion
en Educacion Matematica.
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Al comenzar la etapa de la escuela primaria, el nifio comienza a identificar y reconocer las propiedades
de ciertas figuras geométricas y las puede describir pero sin dar una definicién concreta. En este proceso
identifica diferentes figuras geométricas en un dibujo, también identifica figuras contenidas en otras,
reconociendo algunos tipos de angulos, asi como los vértices y lados que los conforman.

En el proceso ensefianza-aprendizaje es importante buscar estrategias en las cuales se desarrollen las
habilidades visuales del estudiante, desarrollo que va a facilitar la adquisicién de la estructura légica para
la solucién de problemas. Estos procesos de visualizacion se asocian con representaciones, habilidades
de interpretacion, transformaciones, desarrollo del pensamiento y la facilidad de comunicar conceptos e
ideas matematicas.

Por medio de la visualizacién se abordan problemas que a través de juegos l6gicos pretenden desarrollar
la capacidad de razonamiento légico, en particular, la clasificacion. Los conocimientos geométricos deben
ser significativos para poder aplicarlos a situaciones nuevas y desconocidas.

A modo de conclusién se puede precisar que es importante explorar desde la infancia cada una de las
habilidades del pensamiento visual para estimular el desarrollo cognoscitivo y perceptual. Por otra parte,
teniendo en cuenta que se vive en un mundo tridimensional, quizés se debe cuestionar el que la mayor
parte de actividades geométricas que se presentan a los estudiantes sean bidimensionales. Finalmente,
a veces hay dificultad en la comprension de algunos conceptos debido a un desarrollo inadecuado de la
percepcion espacial. Estos aspectos limitan la caracterizacion del pensamiento geométrico empleado por

el nifo.
1.3. Aportes de autores que han trabajado la visualizacién

Los investigadores que han estudiado la visualizacién han tratado de evaluar los procesos y capacidades
de los individuos para realizar ciertas actividades que requieran “ver” o “imaginar” mentalmente objetos

geométricos espaciales, asi como relacionar objetos para realizar operaciones o transformaciones con
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los mismos. Hasta donde se pudo constatar, estos autores no han llegado a caracterizar el pensamiento
geomeétrico relacionado con la visualizacion.

La mayor parte de las investigaciones se situan en la descripcion de estrategias cognitivas, asi como el
desenvolvimiento de las capacidades evolutivas de los individuos ante las actividades de visualizacion
que se les presentan.

Clements y Battista (1992) definen las imagenes como “... representaciones holisticas internas de objetos
0 escenas, que son isomorfas a sus referentes y pueden ser inspeccionadas y transformadas”2. Por su
parte Bishop (1993) hace una clasificacion donde discrimina entre la habilidad para codificar informacién
figurativa y la habilidad para producirla.

Bishop hace referencia a dos habilidades del pensamiento espacial, a saber, la habilidad para descifrar
informacién figural (IF1) y la habilidad para el pensamiento visual (VP). La IFl, involucra la comprensién
de la representacion visual y el vocabulario espacial. Estas representaciones son usadas en el trabajo
geomeétrico como diagramas o tablas y la IF| se encarga de interpretarlas. La VP, involucra la visualizacion
y la traslacion de relaciones abstractas e informacién no figural. Las imagenes visuales (fisicas o

mentales) son los objetos que se manipulan cuando se realizan actividades visuales'®.

Del Grande (1990) unio las propuestas de varios autores para proponer una clasificacion mas amplia que
identifica siete habilidades consideradas como basicas, estan son: coordinacion visomotora, percepcion
figura-fondo, perceptual o constancia de forma, tamafio y posicion, percepcion de la posicion en el

espacio, percepcion de relaciones espaciales entre objetos, discriminacién visual, memoria visual.

Presmeg (1986) define la nocién de imagen visual ... como un esquema que representa (depicting)

informacion visual o espacial’4. Afirma que tales imagenes visuales se pueden tener en presencia del

12 Clements, D. H., & Battista, M. T. (1992). Geometry and spatial reasoning.

13 Las actividades visuales se refiere a construcciones mentales que hace un individuo.

14 Cajaraville, J. A., Blanco, T. F., & Godino, J. D. (2006). Configuraciones epistémicas y cognitivas en tareas de visualizacion
y razonamiento espacial. In X SIMPOSIO DE LA SEIEM (p. 7).
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objeto 0 en su ausencia. Presmeg (1986), ha encontrado diversos tipos de imagenes mentales; éstos son:
de formulas, de patrones, cinéticas y dindmicas.

De Guzman (1996), matematico espafiol, comenta en sus experiencias que uno debe aprender cdmo las
ideas pueden ser representadas simbdlica, numérica o graficamente y poder moverse de una a otra forma,
fortaleciendo estas representaciones e interrelacionandolos.

El afirma que la “visualizacion en matematicas no es lo mismo que lo que algunas corrientes de psicologos
llaman visualizaciéon. Con la visualizacion en matematicas se pretende otra cosa, no solo representar
sino actuar sobre las representaciones para analizarlas, transformarlas e identificar representaciones
equivalentes.

Las ideas, conceptos y métodos de las matematicas presentan una gran riqueza de contenidos visuales,
representables intuitiva y geométricamente, cuya utilizacion resulta muy provechosa, tanto en las tareas
de presentacion y manejo de tales conceptos y métodos como en la manipulacion de ellos para la
resolucion de problemas. Las corrientes psicoldgicas, en cambio, llaman a la visualizacion “una técnica”,
usada por ejemplo en el analisis transaccional iniciado por Eric Berne (en la década de los afios 50 del
siglo pasado), con la cual se pretende una reestructuracién de ciertos aspectos del subconsciente. Asi
pensada la visualizacion tiene mucho mas que ver con componentes afectivos que con componentes
propiamente cognitivos.

Una de las importancias del pensamiento visual es lograr mostrar la validez de propiedades y teoremas,
generalizar resultados y ensefiar de una manera simple conceptos matematicos. Pensar visualmente es
una forma de ensefianza-aprendizaje que complementa otros métodos y que facilita el estudio de la

matematica dandole una nueva faceta y asi hacerla una ciencia que atrae el interés de los jovenes. De

15 Guzman, M. (2006). El rincén de la pizarra. Recuperable: 25 de marzo del 2014. Obtenido de
http://www.mat.ucm.es/catedramdeguzman/drupal/migueldeguzman/legado/educacion/visualizacion
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Guzman (1996) establece cuatro categorias de visualizacién: isomorfa, homeomorfa, analoga, y

diagramatica.

A modo de conclusion se analiz6 el desarrollo de cada una de las habilidades del pensamiento visual
donde cada uno de los autores tomados muestra que éstas no sélo sirven para evidenciar conceptos e
imagenes visuales internas, sino que son la base para empezar a estimular los procesos inductivos y
deductivos de razonamiento. Pero ninguno de los autores consultados llega a caracterizar el pensamiento

visual utilizado en la construccién de significado para un concepto geométrico especifico.
1.4. Materiales disefiados para promover el desarrollo del pensamiento geométrico
1.4.1. Hacia una cultura Matematica, para desarrollar las capacidades de los alumnos(as)'®

Tasayco (1998) sefiala que con una clase impartida en la resolucion de problemas se promueve la
capacidad y desarrollo de razonamiento en los estudiantes. En la mayoria de colegios la ensefianza sigue
siendo tradicional, pues se plantea a los estudiantes una serie de ejercicios del mismo tipo y que se
resuelven por el mismo método. Lo que se quiere en la actualidad para la ensefianza, es proponer
actividades retadoras con problemas interesantes que para los alumnos sean significativos, dado que los
puedan explorar y no Unicamente aplicar un método previamente establecido para resolverlos, y ademas
que los puedan aplicar en su contexto social. Considera la resolucién de problemas para promover el
pensamiento geométrico, pero no aborda la cuestion de determinar las caracteristicas de dicho

pensamiento.

16 Tasayco, R. (1998). Revista QUBO Volumen 1, numero 3 Lima. Recuperable: 8 de abril del 2014. Obtenido de
http://pedroosoriorojas.blogspot.com/2012/02/cultura-matematica.html
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1.4.2. El area, recursos didacticos para su ensefianza en la primaria'’

Coberan (1996) proporciona a los docentes informacion sobre el proceso de ensefianza-aprendizaje del
concepto de area en superficies planas con el fin de facilitar el proceso de ensefianza de los docentes y
el proceso de aprendizaje de los estudiantes. El autor menciona que, teniendo en cuenta las
investigaciones consultadas para el desarrollo de su trabajo, comprendié que la ensefianza de area se
limita al estudio del calculo de férmulas, lo que demuestra la gran pobreza con la que los docentes
ensefan este concepto. También critica los textos proporcionados por las distintas editoriales donde se
maneja el concepto de area como el producto de dos dimensiones lineales. Coberan propone una serie
de actividades para desarrollar en el salén de clases para que los estudiantes asimilen e interioricen el

concepto de area de figuras planas.
1.4.3. Pensamiento Geométrico y Tecnologias Computacionales®

Este proyecto pretende implementar la geometria dinamica que tiene como principio el estudio de los
componentes basicos de las figuras geométricas, sus relaciones y propiedades. A partir de estas
construcciones los estudiantes tienen la oportunidad de explorar y manipular directa y dinamicamente
figuras en el plano lo que conduce a la elaboracion de conjeturas; estas experiencias permiten desarrollar
las habilidades mentales que les posibilitaran acceder posteriormente al estudio formal de la geometria.

El programa dinamico escogido por los investigadores fue Cabri Géométre, programa que permite una

exploracion geométrica a fondo, utilizando interaccion directa sin un lenguaje de programacion. El

17 Corberan, R. (1996). El &rea, recursos didacticos para su ensefianza en la geometria. Valencia. Recuperable: 9 de abril del
2014. Obtenido de www.uv.es/gutierre/aprengeom/archivos2/Corberan96.pdf

18 Castiblanco, A. U. (2004). Proyecto: Incorporacién de Nuevas Tecnologias al Curriculo de Matematicas de la Educacion
Basica Secundaria 'y Media de Colombia. Recuperable: 10 de mayo 2014. Obtenido de
http://www.slideshare.net/colsaludcoopnorte/articles-p-g-archivo
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principio fundamental del uso de la geometria dinédmica es dudar de lo que se ve, y ver mas de lo que se

ve. Este estudio se centra en tres aspectos para aumentar el razonamiento de los estudiantes:

Los procesos de visualizacion y su potencial heuristico en la resolucién de problemas;
Los procesos de justificacion propios de la actividad geométrica; y

El papel que juegan las construcciones geométricas en el desarrollo del conocimiento geométrico.

Este proyecto propone describir como se desarrolla el pensamiento geométrico en los estudiantes, y en

consecuencia cdmo debe orientarse el desarrollo de las habilidades desde formas intuitivas iniciales,

hasta niveles formales finales. En el articulo se plantea una serie de problemas para realizar en clase en

los cuales los estudiantes deben llevar a cabo sus construcciones teniendo en cuenta sus conocimientos

previos. Se describen algunas actividades que se implementaron en los colegios objeto de estudio para

determinar la factibilidad del uso de Cabri Géométre en la ensefianza de la geometria. Los investigadores

llegan a las siguientes conclusiones:

La geometria dinamica es visual y abstracta.

Las herramientas tecnoldgicas permiten que el docente cree actividades que transforman su
practica docente.

La exploracion con sistemas dindmicos permite que los estudiantes aumenten su capacidad de
argumentacion.

Cabri Géométre permite visualizar invariantes geométricos al utilizar el arrastre y observar si las
figuras se deforman o no ante el movimiento, visualizando las caracteristicas invariantes de la
figura.

Aunque se tuvieron algunas dificultades cuando los estudiantes estaban haciendo las
construcciones, se encontrd que, con base en éstas, los estudiantes nombraban algunas

propiedades de las construcciones.
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Otras investigaciones consultadas en la elaboracion del estado de arte en cuanto a materiales para
desarrollar el pensamiento geométrico fueron:
e  Stockton (2009)'° propone utilizar el origami como herramienta de ensefianza en la escuela media
para mejorar las habilidades espaciales de los estudiantes.
e Rojas (2009)2 propone un modelo didactico que favorezca el proceso de ensefianza — aprendizaje
desarrollador de la geometria del espacio en el duodécimo grado de preuniversitario en Cuba y de
esta forma dar solucién a los problemas que presentan los estudiantes para el aprendizaje de la

geometria en el espacio.
1.5. Pensamiento geométrico desde la ciencia cognitiva
1.5.1. Neurociencia cognitiva y educacion?'

Este libro propone al lector que se puede lograr la comprension de la neurociencia cognitiva con cierta
facilidad, y en pos de ello comienza relatando la importancia de este campo y las nuevas investigaciones
que han surgido en la denominada “era del cerebro”.
Uno de los estudios que ha realizado la ciencia cognitiva es proponer un contexto donde se valide la
interpretacion de concepciones con respecto al aprendizaje.
Algunos autores sefialan que la adquisicion de conocimiento se rige por la interaccion entre cuatro
variables:

1) Las actividades o estrategias que utiliza el aprendiz para codificar, almacenar y recordar la

informacion.

19 Stockton, R. (2009). Mathematics Teacher, Nueva Jersey. Tomo 32. No. 7, p. 1-12

2 Rojas, O. (2009). Una concepcion Didactica para la ensefianza-aprendizaje de la geometria del espacio con un enfoque
desarrollador en el preuniversitario diversificado. Cuba.

21 Gomez, J. (2004). Neurociencia Cognitiva y educacién. FACHSE.
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2) Las caracteristicas del aprendiz (habilidades) que influyen en los procesos de codificacion,
almacenamiento y recuperacion de informacién.
3) Los materiales de aprendizaje, su estructura y su nivel de dificultad.
4) La tarea criterio o tipo de prueba que se utiliza para evaluar el aprendizaje (Bransford, 1979;
Jenkins, 1979).

Estas variables forman parte del modelo tetrahedral del aprendizaje cuya naturaleza identifica la
interaccidn entre estas variables. En tal sentido, una estrategia especifica utilizada por un aprendiz con
baja habilidad verbal puede promover un tipo de ejecucion mientras que la misma estrategia utilizada por
un sujeto con alta habilidad en el mismo campo puede generar una ejecucion muy diferente.
Con respecto a la soluciéon de problemas, los autores del libro informan que uno de los objetivos
fundamentales de las instituciones educativas, desde el nivel preescolar hasta el universitario, es
desarrollar habilidades cognitivas a través de la solucién de problemas. Las actividades que realizan los
individuos cuando resuelven problemas pueden ser analizadas en funcion de las estrategias cognitivas
involucradas.
Newell y Simon (1982) definen problema como una situacién en la cual un individuo desea hacer algo,
pero desconoce el curso de la accion necesaria para lograr lo que quiere 0 como una situacion en la cual
el individuo actua con el fin de lograr una meta utilizando para ello alguna estrategia en particular (Chi 'y
Glaser, 1983).
Mayer (1983), sefiala que los tipos de conocimiento necesarios para resolver problemas incluyen:

1) Conocimiento linguistico, reconocimiento de palabras, oraciones, etc.

2) Conocimiento semantico, conocimiento del area relevante al problema.

3) Conocimiento esquematico, conocimiento de los tipos de problemas.

4)  Conocimiento procedimental, conocimiento de los algoritmos necesarios para resolver el problema.

5) Conocimiento estratégico, técnicas para utilizar tipos de conocimiento y procesos heuristicos.
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Existen diversos procedimientos que facilitan la adquisicion de habilidades para resolver problemas, y
entre ellas se sefialan ofrecer a los estudiantes representaciones metaféricas (Mayer, 1975, 1976, 1980),
permitir la verbalizacion durante la solucién del problema (Webb, 1983), hacer preguntas (Mackenzie y
Herrington, 1981), ofrecer ejemplos (Simén, 1984), utilizar el aprendizaje por descubrimiento vs el
aprendizaje expositivo (Puente, 1985), ofrecer descripciones verbales (Kersch, 1962), trabajar en grupos
(Webb, 1983).

Esta investigacion realiza una descripcion de los procesos de aprendizaje y tipos de memorizacion que
realiza un individuo, también puntualiza algunos procesos que ejecutan los estudiantes cuando se
afrontan a la solucién de un problema, pero no hay una caracterizacion en la cual se indiquen las etapas
del proceso de razonamiento que puede tener un individuo para la solucion de un problema ni se
encuentra una descripcion de los procesos de construccion de significado de los conceptos que sea

adecuada para la naturaleza particular de los conceptos matematicos.
1.5.2. Steven Pinker y los modulos cognitivos??

Steven Arthur Pinker, es canadiense, psicdlogo experimental, cientifico cognitivo, lingtiista y escritor. Es
profesor en el Harvard Collage y titular del “Johnstone Family Professorship” en el departamento de
psicologia de la Universidad de Harvard. Dentro de sus especialidades académicas se destacan la
percepcion y el desarrollo del lenguaje de los nifios.

Con respecto a la ensefianza de las matematicas y la fisica, Pinker afirma que se pueden facilitar los
procesos de aprendizaje de la matematica por medio de dos de los diecisiete mddulos mentales que él
ha postulado, los de mecanica intuitiva y nimero, trabajando primero la construccidn de conceptos y
reglas, y luego introduciendo los graficos y sistemas simbélicos que representan los nimeros y relaciones

con ecuaciones escritas. Comenta que, equivocadamente, el sistema educativo tradicional inicia con

22 Tomado de los escritos realizados por la Doctora Constance de Losada. Universidad Antonio Narifio
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representaciones simbolicas y escritas utilizando la memorizacién y abstraccion y logrando poco
entendimiento en los estudiantes.

Otra investigacién consultada fue la de Sharma (1979) quién describe el proceso del razonamiento del
ser humano a través del hemisferio derecho y hemisferio izquierdo del cerebro, sefialando que hay dos
perfiles para el aprendizaje de la geometria las cuales las denomina de naturaleza visual y de naturaleza

verbal.
1.6. Referencias de varios autores donde se intenta caracterizar el pensamiento geométrico

A continuacion, se realizara un analisis de autores que desde sus perspectivas han caracterizado el
pensamiento geométrico de un individuo, se tendran en cuenta a Piaget, la teoria de los esposos Van

Hiele y David Tall.
1.6.1. Piaget

Jean Piaget (1896 — 1980), aunque educado como bidlogo, fue el psicdlogo infantil mas eminente del
siglo XX. Entre sus obras se destacan Epistemologia matematica y psicologia (1980), La psicologia de la

inteligencia (1983) y La construccion de lo real en el nifio (1985).

En sus investigaciones de la epistemologia genética, sefiala que el mecanismo basico con que llega a
trabajar la inteligencia son las llamadas “operaciones’, las cuales consisten en acciones interiorizadas y
coordinadas en estructuras. Ademas, indica que la experiencia es un factor de primer orden para explicar
los mecanismos de adquisicion de conocimiento, llegando a la conclusion de que la experiencia es
siempre asimilacion de estructuras.

Piaget junto con otros investigadores aportaron elementos importantes sobre el desarrollo geométrico en
nifios y jovenes. “Las investigaciones de Piaget e Inhelder (1956, 1960), sugieren que los primeros

conceptos espaciales son de naturaleza topoldgica y dan al nifio un conocimiento muy amplio de su
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mundo espacial que puede ser refinado con las percepciones mas detalladas y complejas descritas a
través de las caracteristicas de varios tipos de geometria™.
Las observaciones recogidas por Piaget e Inhelder los llevaron a proponer cuatro etapas de desarrollo en
el pensamiento espacial, la sensorio-motora, la de pre-operaciones, la etapa operacional concreta y la
etapa de las operaciones formales, que estan en correspondencia con la edad de los estudiantes.
Asi las cuatro etapas de desarrollo en el pensamiento espacial segun Piaget son sensorio-motor (0-2
afos), pre-operacionales (2—7 afios), operacional concreta (7-12 afios), operaciones formales (12 -18
anos).
Piaget complementa su teoria global de etapas al formular varios modos en los cuales se construyen
los conceptos nuevos. El primero es la abstraccion empirica por medio del juego con objetos para ser
consciente de sus propiedades (por ejemplo, para reconocer un triangulo como una figura de tres
lados y para distinguirlo de un cuadrado o de un circulo).
El segundo es la abstraccion pseudo-empirica mediante el énfasis en las acciones sobre los objetos.
Esto juega un papel grande en matematicas en donde las operaciones tales como el contar y el partir
conducen a conceptos tales como nimero y fraccion.
El también formula la abstraccion reflexiva donde las operaciones en un nivel se vuelven objetos
mentales de pensamiento en un nivel superior. Esto ha probado ser fructifero al describir como la
adicion se vuelve suma, adiciones repetitivas se vuelven producto y, mas generalmente, una operacion
del tipo “doble un nimero y afiada seis” se convierte en una expresion algebraica (2x+6) que es tanto

un proceso de evaluacion como un objeto algebraico pensable que puede manipularse para resolver

23 Esta descripcion se hace con base en un trabajo de Jenni Way. Recuperable el 5 de diciembre de 2015 de la URL:
http://nrich.maths.org/2483

25



problemas. La abstraccion reflexiva es esencialmente una sucesion de extensiones de alto nivel de la
abstraccion pseudo-empirica.

Por analogia, hay un cuarto tipo de abstraccion que generaliza la abstraccion empirica de las
propiedades de los objetos fisicos, para imaginarse objetos mentales que existen solo en la mente,
tales como los puntos que no tienen tamario y las lineas rectas que tienen un largo pero no tienen
ancho. Esto puede llamarse abstraccion platonica debido a que forma objetos mentales platonicos al

centrarse en las propiedades esenciales de las figuras?* . Observemos la Figura 2.

Platonic Abstraction A Reflective Abstraction
properties of objects 1 operations on objects
conceptualized as 1§ conceptualized as
mental objects ¥ mental objects
e.g., flgures as Platonic objects p e.g., numbers or algebraic expressions
Empirical Abstraction Pseudo-Empirical Abstraction
properties of objects properties of actions
e.g., recognizing shapes e.g., learning to count

Objects
Figura 2. Abstraccion Piagiatiana y Platonica. Tomado de Tall, David How Humans Learn to Think Mathematically.

David Tall, educador matematico inglés, afirma que estos cuatro tipos de abstraccion pertenecen a dos
desarrollos a largo plazo, uno que se construye de las propiedades de los objetos (abstraccion empirica
y platonica) y la segunda de las acciones sobre los objetos (abstraccion pseudo-empirica y reflexiva).
Estos dos desarrollos se relacionan directamente con las dos primeras formas de desarrollo a largo plazo
en el razonamiento matematico formuladas anteriormente. El primero se centra en la estructura de los
objetos, el segundo en las acciones que se vuelven operaciones y se simbolizan como objetos mentales
tales como los nimeros y las expresiones algebraicas. A ellas se refiere como abstraccion estructural y
abstraccion operacional. (Figura 3). Se tratara las propuestas de Tall con mayor detenimiento en el

Capitulo 2 de la presente tesis.

2 Tall, D (2013). How Humans Learn to Think Mathematically. Exploring the three worlds of mathematics
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Structural Abstraction Operational Abstraction
properties of objects operations on objects
conceptualized as conceptualized as
mental objects mental objects

Objects
Figura 3. Abstraccion a largo plazo. Tomado de Tall, David How Humans Learn to Think Mathematically.

1.6.2. Teoria de Van Hiele

A finales de la década de los cincuenta, los esposos Van Hiele hicieron una propuesta frente a la
ensefianza de la geometria que lleva su nombre; desde ese momento ha sido usada por muchos
investigadores y actualmente goza de aceptacion en gran parte de la comunidad de educadores
matematicos. Esta incluida en los estandares norteamericanos y en publicaciones de alto nivel se siguen
publicando nuevas investigaciones basadas en este modelo.

Sin embargo, otros investigadores consideran que es un modelo parcial y no puede tomarse como unico
orientador del proceso de ensefianza de la geometria. Algunos sefialan que no ofrece mayor informacion
sobre aspectos del aprendizaje de la geometria diferentes al razonamiento?. Lo anterior es cierto
especialmente de quienes consideran el trabajo en solucién de problemas como eje dinamizador y
desarrollador del curriculo matematico y quienes le apuestan al desarrollo del pensamiento avanzado
desde los primeros afios. También se cuestiona el nivel jerarquico y discontinuo de los niveles, y se sefiala
que no tiene en cuenta la diversidad en el comportamiento de los estudiantes.26

La premisa fundamental de este modelo es que el aprendizaje de la geometria se hace pasando por unos
determinados niveles de pensamiento y conocimiento, que no estan asociados a la edad (dependen mas

del trabajo y estimulacién del docente), y que solo se puede pasar a un nivel superior si se ha alcanzado

25 Huerta, M.P (1999). Los niveles de Van Hiele y la taxonomia solo: un analisis comparado, una integracién necesaria. En
Ensefianza de las ciencias, 17 (2), 291-309.
% Pegg J. (1997). Broadening the Descriptors of Van Hiele’s Levels 2 and 3. En MERGA 20 Aotearoa.
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el anterior. Otros elementos importantes son, por una parte, el lenguaje utilizado, ya que se considera
que en cada nivel se requiere el uso adecuado de un lenguaje; y por otra parte, la significatividad de los
contenidos, que implica que los estudiantes van a asimilar aquello que les es presentado en cada nivel
de su razonamiento, por lo cual no puede ensefiarse un contenido nuevo hasta que no tengan el dominio
del contenido del nivel anterior.

Sin duda, ésta puede ser una premisa refutable, seria como decir que los nifios no pueden aprender a
leer si no conocen primero todo el alfabeto?’. También se considera que la ubicacion de un estudiante en
un nivel de razonamiento es local, es decir, depende del contenido, puede estar ubicado en nivel tres en
el tema de tridngulos, pero en nivel uno si se trata de rombos, es decir, que este modelo no da una idea
global de nivel de pensamiento geométrico que ha alcanzado un estudiante. Finalmente se sefiala que
no existe una edad determinada en la cual se alcancen todos los niveles, pues depende de la instruccion
recibida.

En este modelo se considera la existencia de cinco niveles jerarquicos que en su orden son visualizacion
o reconocimiento, analisis, ordenacién o clasificacion, deduccién formal y rigor.

Finalmente es importante sefialar que la raiz del modelo Van Hiele es el trabajo realizado por Piaget, y
aunque en ambos se considera la existencia de diferentes niveles de pensamiento, existen diferencias

fundamentales entre las dos posturas como se esclarece a continuacion.

e Para Piaget el paso de un nivel de pensamiento a otro estd dado en funcién del desarrollo, el
modelo de Van Hiele considera que es producto del aprendizaje.
o Para Piaget el uso del lenguaje no es importante para dar el paso de un nivel al otro, en Van Hiele

cada nivel desarrolla un lenguaje propio que lo caracteriza.

27 La descripcion del modelo de Van Hiele se hace tomando como fuente los documentos “Modelo de Van Hiele para la
didactica de la Geometria” de Fernando Fouz, Berritzegune de Donosti y “The Development of Spatial and Geometric Thinking:
the Importance of Instruction” de Jenni Way.
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Se observa que la propuesta de Van Hiele esta directamente relacionada con la organizacion del curriculo;
como la presente investigacion propone divergir del curriculo usual se considera de poca relevancia para

ella.
1.6.3. David Tall

Una de las Ultimas investigaciones que busca caracterizar el pensamiento geométrico es el desarrollado
por Tall (2013), en su libro titulado Como los seres humanos aprenden a pensar matematicamente.

Este libro describe el desarrollo del pensamiento matematico desde el nifio menor hasta el adulto
sofisticado. El profesor Tall (2013) revela las razones de por qué los conceptos y procedimientos
matematicos que tienen sentido en un contexto pueden generar problemas en otro. Por ejemplo, la
experiencia de un nifio en cuanto a la aritmética con numeros naturales, como por ejemplo que la
multiplicacion de dos numeros produce un nimero mayor (o igual cuando uno de ellos es 1) y que la
divisién produce un nimero menor (o igual) sucesivamente puede afectar su posterior comprensién de
fracciones, nimeros negativos, algebra y la introduccion a definiciones y comprobaciones.

Tall (2013) analiza como los nifios y estudiantes mayores intentan hacer sentido de los conceptos
matematicos sucesivos, de tal modo que emerge una imagen total del crecimiento del pensamiento
matematico. Este texto revela la teoria de Tall acerca de como los humanos construimos ideas a través
de la percepcion, la operacion y el razonamiento cada vez mas sutil, usando simbolos matematicos y
desarrollos sutiles en el lenguaje.

Se revela ademas un fundamento profundo que estd basado en lo que puede llamarse el lenguaje
sensoriomotor de las matematicas que sustenta tres formas distintas del desarrollo matematico, uno
basado en la percepcion de los objetos en el mundo que nos conduce a la imagineria visual y a
experimentos de pensamiento, otro basado en las operaciones, como el contar, que nos llevan a los

conceptos de numero y a perfeccionamientos simbélicos mas sofisticados, y un tercero basado en
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razonamientos cada vez mas sofisticados que culminan en la mateméatica formal de la definicion de teorias
y de la demostracion formal.
Con respecto a la geometria Tall (2013) sostiene que
La geometria comienza cuando el nifio juega con los objetos, reconociendo sus propiedades a través
de los sentidos y describiéndolos utilizando el lenguaje. Con el tiempo, las descripciones se hacen
mas precisas y se usan como definiciones verbales para especificar figuras que pueden construirse
con regla y compas y eventualmente las propiedades de las figuras pueden relacionarse en el enfoque
formal de la geometria euclidiana.
Estas acciones se vuelven operaciones matematicas coherentes y se introducen los simbolos que
permiten realizar las operaciones rutinariamente con muy poco esfuerzo consciente. Mas sutilmente,
los simbolos en si mismos pueden verse no solo como operaciones a realizarse sino también
comprimidos en conceptos numéricos mentales que pueden manipularse en la mente.
Los sistemas de medidas también se desarrollan a partir de acciones: medir longitudes, éreas,
volimenes, pesos y otros. Estas cantidades pueden calcularse en forma practica usando fracciones o
usando decimales si se desea un nivel mayor de precision. 28
Tall (2013) afirma entonces que para la medicidn el aprendiz comienza con acciones tales como medir, y
abstrae el concepto de sus acciones por medio de las operaciones rituales sobre los objetos y no sobre
los objetos en si.
Tall (2013) dice especificamente que el area de superficies es simbolica, argumentando que hay un
elemento de simbolismo ya que es necesario introducir una expresion para dichas areas.
Ademas, Tall (2013) asevera que un individuo desarrolla tres formas de pensamiento que se describen a

continuacion.

2 Tall, D (2013). How Humans Learn to Think Mathematically. Exploring the three worlds of mathematics.

30



La primera involucra el estudio de los objetos y sus propiedades, que lleva a una imagineria mental
descrita en el lenguaje que crece paulatinamente mas sutil. La segunda se desarrolla a partir de las
acciones que se simbolizan y desarrollan en operaciones de aritmética y algebra compresas en objetos
mentales tales como numeros y expresiones algebraicas que pueden usarse para formular y resolver
problemas utilizando el simbolismo operacional. Ambas se desarrollan inicialmente a través de
experiencias practicas en el hogary en el colegio se desarrollan por medios que llegan a incluir el uso de
definiciones tedricas y deducciones.

La tercera forma del conocimiento matematico florece en la aproximacion formal a las matematicas puras
que se encuentra en la universidad. Notese como, al igual que el esquema Van Hiele, las consideraciones
de Tall se relacionan estrechamente con los curriculos escolares usuales.

Asi Tall (2013) sostiene que hay unas diferencias fundamentales entre el pensamiento geométrico, por
un lado, y el pensamiento aritmético y métrico por otro. Esté posicion sera evaluada en la presente

investigacion.
Conclusiones Capitulo 1

Investigadores como Corberan y otros (1994), Malloy (1999), Pugalee y Malloy (1999), Beltrametti y otros
(2003), Frimel (2004), entre otros, hacen referencia de como se entiende el pensamiento geométrico
desde los niveles de Van Hiele. Sus propuestas van orientadas al disefio de métodos de ensefianza -
aprendizaje a través de los niveles de Van Hiele. Por otra parte Bower (1983), Godino y otros (2011), Hitt
(1998), entre otros, relacionan el pensamiento geométrico y la visualizacion. En sus trabajos brindan
importancia a la relacion entre los objetos geométricos y el desarrollo de determinadas operaciones o
transformaciones. También consideran significativo el proceso de generacion de imagenes mentales
adecuadas para el desarrollo de las habilidades de visualizacion en la resolucion de problemas en el salon

de clases. Estos trabajos no hacen referencia a la caracterizacion del pensamiento geométrico.
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Concerniente a la visualizacion Clements y Battista (1992), Del Grande (1990), Presmeg (1986), De
Guzman (1996) desarrollan diversos aportes, en particular De Guzman (1996) establece varias categorias
de visualizacion: isomorfa, homeomorfa, analoga y diagramatica. Estos investigadores no llegan a
concretar una caracterizacion del pensamiento geométrico en la construccion de significado de un
concepto geométrico. Por otro lado, Coberan (1996), Tasayco, (1998), Richar (2009), Rojas (2009), entre
otros, proponen en sus investigaciones la utilizacion de diversos materiales disefiados para desarrollar el
pensamiento geométrico, sin precisar una caracterizacion de éste. Sus propuestas las desarrollan a

través de materiales manipulables y elaborados con el apoyo de software de geometria dinamica.

Un intento por caracterizar el pensamiento geométrico lo hacen Piaget e Inhelder, los Van Hiele y Tall.
Los primeros investigan acerca de las relaciones espaciales de los nifios y proponen cuatro etapas de
desarrollo en el pensamiento espacial. Los esposos Pierre M. Van Hiele y Dina Van Hiele-Geldof en el
afio 1957, elaboran un esquema o teoria de cinco niveles de razonamiento en geometria: visualizacion,
analisis, deduccion informal, deduccion formal y rigor, que explican como se produce el desarrollo del
pensamiento geométrico en los estudiantes y proponen las fases de ensefianza-aprendizaje
(interrogacion, orientacion dirigida, explicacion, orientacion libre, integracion), lo cual resume su propuesta
didactica para el aula. Por su parte Tall (2013) propone una clasificacion del pensamiento matematico en
términos de tipos de abstraccion que diferencia entre el pensamiento geométrico, por una parte, y el
pensamiento aritmético-algebraico y métrico, por otra, y explica la construccidn del concepto de érea a

través de acciones fisicas de medir, dandole un caracter esencialmente aritmético.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Este capitulo tiene como objetivo situar al lector de la presente investigacion en la perspectiva conceptual
utilizada en ella concerniente a la construccion de significado del concepto de area de regiones y figuras
planas por parte de estudiantes de sexto grado y la caracterizacion del pensamiento involucrado en tal
construccion.

Se retomara el marco tedrico desarrollado por la misma autora en la tesis de grado de maestria ya que
se contintia con la misma linea de investigacion en la cual, a partir de la aparicion de ciertos problemas
retadores en concursos de solucién de problemas matematicos, se indagd acerca de tratamientos
esencialmente geométricos del concepto de area, en oposicion al tratamiento casi estrictamente numérico
prevaleciente en la matematica escolar, llegando a encontrar en los planteamientos griegos abordados
por Euclides un modelo que se quiso seguir.

El marco tedrico estara dividido en cinco partes.

Primero, se expone un marco geométrico, en el cual se trata elementos de los inicios de la geometria
pertinentes al concepto de area. Se expone el enfoque euclidiano del concepto en algin detalle y se
destacan algunos otros matematicos que aportaron proposiciones generales (teoremas) de area por
medio de argumentos de descomposicion y recomposicion de figuras geométricas.

Segundo, se estudia con precision la parte pertinente de la teoria piagetiana de la construccion de
conceptos geomeétricos en el nifio, en particular, la construccidn del concepto de area.

Tercero, se compara lo anterior con el punto de vista de Tall acerca de la forma en que los seres humanos
aprenden a pensar geométricamente y en particular como construyen el concepto de area.

Cuarto, se enmarca la investigacién en la epistemologia de Lakatos, Hersh y Davis que aprecia el “hacer
matematicas” como una empresa de una comunidad que, en un dialogo que se desarrolla en la historia,
avanza por medio de “pruebas y refutaciones”. Se espera poder detallar los intercambios estudiantiles en
el contexto de la solucidn de una serie de problemas relacionados con la determinacion del area de ciertas
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figuras o regiones planas, operando sobre las figuras o regiones (descomposicién, recomposicion,
comparacion), y produciendo asi soluciones que van construyendo significado para el concepto de area
cada vez mas apropiado en relacidn con el concepto que se maneja en la comunidad matematica.

Por Ultimo, se describira el modelo de Etienne Wenger presentando los aspectos que se tendrén en
cuenta para el desarrollo de esta investigacion. Especificamente, se retoma la teoria Communities of
Practice: learning, meaning and identity (Wenger, 1998, 2007); esta teoria contribuye al proceso de
aprendizaje de los estudiantes elementos que otras teorias no consideran prioritarias. Se dirige a describir
como la practica social propicia y mejora en el estudiante el desarrollo cognitivo. EI modelo se toma en

cuenta en el desarrollo metodolégico de las actividades que se adelantan como parte de la investigacién.
2.1. Pensamiento métrico y geométrico en la historia

2.1.1. La geometria y la métrica en la prehistoria, Mesopotamia y Egipto

2.1.1.1. Prehistoria?

Los origenes de la geometria son mas antiguos que el arte de la escritura. La geometria siempre ha
estado relacionada con el desarrollo de la humanidad, ligada a actividades culturales, sociales,
tecnoldgicas, se encuentra el conocimiento geométrico plasmado en arte, artefactos y arquitectura, entre
otros, lo que ha hecho que se desarrolle tanto en lo visual como en lo conceptual. Desde la prehistoria
existen evidencias de cémo en diferentes culturas se utilizaron representaciones geométricas para
describir su realidad y para adornar sus pertenencias, incluso para pintar sus cuerpos. Los dibujos,
disefios de alfareria y tejidos revelan un interés en las relaciones espaciales, y en ellos se evidencian

congruencias y simetrias que son en esencia partes de la geometria elemental.

2 Recuperable el 11 de febrero de 2015 de la URL:
http://webdelprofesor.ula.ve/humanidades/yrondon/Taller_geo/Historia%20geometria.pdf
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Sin embargo, algunos escritos sefialan que la geometria se habia originado en Egipto, porque alli a partir
de la necesidad préactica de volver a trazar lindes de las tierras después de la inundacion anual del valle
del Nilo se fue desarrollando conocimiento geométrico abstracto y resolviendo problemas no totalmente
practicos.

Al examinar los origenes de la geometria referentes al calculo de area se destacan algunos casos que

son de interés para la presente investigacion y que se informan a continuacién.
2.1.1.2. Mesopotamia y Egipto

En lo que sigue no se pretende utilizar las mismas expresiones ni simbologia que se usaban
histéricamente, pero si resaltar elementos que contribuyen a apreciar la evolucién y las caracteristicas
del pensamiento geométrico en estas culturas.

En esta época se conocia el Teorema de Pitagoras centrado en su contenido aritmético o de longitudes
de los lados del triangulo rectangulo. Por ejemplo, los egipcios conocian el teorema de Pitagoras para
triangulos particulares, como el de lados 3, 4 y 5, y utilizaban el método de los 12 nudos (que todavia se

usa en la construccion en Colombia) para trazar angulos rectos en el terreno (Figura 4).

Figura 4. El Teorema de Pitagoras haciendo 12 nudos3'.

Este conocimiento se empleaba en problemas concretos como: una viga de longitud (...) apoyada en una

pared o similar, se desliza en (...) unidades en el extremo superior... ¢ cuanto se ha alejado el extremo

30 Recuperable el 11 de febrero de 2015 de la URL.: file:///C:/Users/usuario/Downloads/TFG-L2.pdf
31 Recuperable el 20 de Abril de 2015 de la URL: http://naukas.com/2011/11/28/ingenio-egipcio-o-como-adelantarse-a-
pitagoras-atando-12-nudos/
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inferior de la pared? Y se empleaba en problemas de corte teérico como calcular el volumen de una
piramide truncada.

Referente al teorema de Pitagoras, quizas la mas famosa de las tablillas mesopotamicas sea la tablilla
Plimpton 322 (Figura 5) que se conserva en la Universidad de Columbia, en la que aparece la primera

relacidn que se conoce de ternas pitagdricos, es decir, de tres nimeros naturales que cumplen que a%+

Figura 5. Tablilla Plimpton32.
En el museo de Bagdad se conserva una tablilla en la que esta dibujado un tridngulo rectangulo ABC

(Figura 6) de lados a = 60, b = 45 y ¢ = 75, subdividido en cuatro triangulos rectangulos menores ACD,
CDE, DEF y EFB, cuyas areas eran conocidas y a partir de cuyos valores calculaban la longitud de AD
utilizando aparentemente un tipo de “formula de semejanza” que viene a ser equivalente al teorema que
dice que las areas de figuras semejantes son entre si como el cuadrado de la razon entre los lados

correspondientes.

Figura 6. Triangulo rectangulo ABC33,

En Egipto se encuentra uno de los més antiguos manuscritos elaborado en 1700 a.C. El manuscrito

original se conserva en el museo Britanico y se conoce con el nombre de “Papiro de Ahmes” o con el de

32 Gonzalez, P (2008). El teorema llamado Pitdgoras. Recuperable el 20 de Abri de 2015 de la URL:
http://www.hezkuntza.ejgv.euskadi.eus/r43-
573/es/contenidos/informacion/dia6_sigmales_sigma/adjuntos/sigma_32/8_pitagoras.pdf

33 Ariza, L. (2011). Aplicacion de la semejanza al Célculo de distancias inaccesibles. Recuperable el 20 de Abril de 2015 de la
URL: http://fgm193.ugr.es/media/grupos/FQM193/cms/TFM_Laura_Ariza_2011.pdf
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“Papiro de Rhind” (Figura 7). En él se encuentra una coleccidn de reglas y problemas con sus respuestas,

que tratan de cuestiones aritméticas y de la medida de varias figuras geométricas.

Figura 7. Papiro de Rhind**.

Dos de los problemas de medicion que son tratados en el Papiro de Rhind son los siguientes.
1. Calculo del &rea de un triangulo isosceles.

El area del tridngulo isosceles es igual al area del rectdngulo formado por sus dos mitades. (Ver Figura

Figura 8. Calculo del 4rea de un triangulo isésceles3®.

8.)

2. Calculo del &rea del circulo por medio de un octagono a partir de un cuadrado de lado nueve unidades,
dividiendo cada parte en tres partes iguales y suprimiendo los cuatro triangulos isésceles de las

esquinas (Figura 9).

Figura 9. Representacion geométrica del calculo de los egipcios del area del circulo3®.

34 Pulpén, A. (s.f). Historia del Papiro de Rhind y similares. Recuperable el 12 de octubre de 2015 de la URL:
http://matematicas.uclm.esfita-cr/web_matematicas/trabajos/165/el_papiro_de_Rhind.pdf

3 Ariza, L. (2011). Aplicacion de la semejanza al Calculo de distancias inaccesibles. . Recuperable el 20 de Abril de 2015 de
la URL: http://fgm193.ugr.es/media/grupos/FQM193/cms/TFM_Laura_Ariza_2011.pdf

36 Soto E, Alanis J. (2014). Antecedentes y surgimiento de la integral acorde a Leibniz. Recuperable el 20 de abril del 2014 de
la URL: http://www.uaq.mx/ingenieria/publicaciones/eureka/n31/sotoalan.pdf
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Por otra parte, los egipcios usaron la férmula A = (8d/9)? para calcular el area del circulo, donde d es el
diametro. Esto es equivalente a A = (16r/9)% que a su vez es equivalente a A = 256/81r% La fraccion
256/81 produce un valor aproximado de 3.1605 para numero . Es un buen ejercicio relacionar la formula

con el enfoque geométrico de la figura anterior.

Es de destacar que todos los papiros egipcios, asi como las tablillas babilonicas sélo contienen problemas
concretos y casos particulares, sin ningun tipo de formulacion general, pero con la clara intencién de

introducir algoritmos aplicables en otras situaciones similares.

2.1.2. Algunos antecedentes del concepto de area entre los griegos con énfasis en Los Elementos

de Euclides

Con base en los escritos que perduran, se aprecia que los matematicos griegos desde antes de Euclides
desarrollaban sus demostraciones a través de descomposiciones geométricas con el propdésito de mostrar
que dos figuras diferentes tienen areas equivalentes. Toda la gama de problemas relacionados con
cuadraturas trata, en efecto, de problemas de descomposicion y recomposicion de figuras, buscando
construir un cuadrado cuya area sea igual al area de una figura dada.

A continuacion, se estudiaran aspectos del trabajo de los principales autores que trataron el concepto de

area.
2.1.2.1. Tratamiento del concepto de area en la geometria griega

En el desarrollo histérico de la geometria y especialmente el tratamiento del concepto de area se pueden

destacar en forma cronoldgica los siguientes autores.

Hipécrates de Quios 470 - 410 a.C., fue el gedmetra méas importante del siglo VV a.C. y escribi6 una obra
de tipo enciclopédico titulada los “Elementos” para reunir todo el saber matematico de su época. En lo

que se ha conservado de la obra de Hipocrates se aprecia que el problema central del tratamiento de
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area es el de construir un cuadrado cuya area sea igual al area de una figura dada. Notese, entonces,
que el planteamiento central concierne “igualdad de areas” de distintas figuras y no concierne asignar un
valor numérico determinado que represente el area de una figura dada. Es evidente que para la época de
Hipdcrates ya estaba planteado y estudiandose el problema de la cuadratura del circulo y que se contaba
con métodos estrictamente geométricos para la cuadratura de cualquiera de las figuras poligonales. En
este contexto Hipdcrates resolvio problemas sorprendentes relacionados con la cuadratura del circulo,
esto es, problemas de encontrar regiones poligonales con la misma area que ciertas regiones curvilineas

(lunulas), figuras que, por su parentesco con el circulo, estan fuera de lo ordinario®’.

Se presenta a continuacion una cuadratura de lunula atribuida a Hipocrates con el objetivo de mirar el

pensamiento geométrico involucrado en ella. Observe la Figura 10.

Figura 10. Cuadratura de la lunula®,

Hipdcrates demuestra que el area de la linula (sombreada en la figura anterior) es igual al area del
triangulo rectangulo isésceles ABC. Lo demostro apoyandose en lo que ya se habia demostrado de

proporcionalidad: que las areas de los circulos son entre si como el cuadrado de sus diametros.

Sin embargo, dejando a un lado la demostracion como la hizo Hipdcrates, se puede ver que el érea de la
lunula es igual al &rea de un circulo cuyo didmetro es la hipotenusa del tridngulo isdsceles rectangulo
menos el area del segmento del circulo mayor determinado por la cuerda AB. Por otro lado el érea del

triangulo rectangulo es igual al &rea del cuarto de circulo cuyo diametro es el doble del cateto del tridngulo

37 El circulo es una figura ordinaria en la Geometria de la regla y el compaés.
38 Falk, M. (2014). Apuntes sobre los seminarios de la Historia de la Matematica. Antonio Narifio.
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menos el area del mismo segmento. (Un sencillo célculo demuestra que area de la linula es igual al &rea

del tridngulo.)

Como se observa, Hipocrates en su demostracion utilizé descomposicidn de las regiones en partes para

afirmar la igualdad de areas.

Ahora bien, habiendo hecho esto Hipdcrates afirma que ha logrado la cuadratura de la lUnula, aunque
solamente ha mostrado la equivalencia de su area con el area de un triangulo. Ello se hace en razén a
que con anterioridad sabe (pues es autor de “Elementos” que organizan deductivamente el saber
matematico de su época) que ya se ha resuelto el problema de construir un rectdngulo cuya érea sea
igual al &rea del triangulo y también el problema de construir un cuadrado igual en area a un rectangulo
dado. Es decir, la afirmacién de Hipdcrates se habria soportado con construcciones como las siguientes
en las cuales sobresale la descomposicion de una figura y la recomposicion de sus partes en otra figura,
conservando el area, es decir, nuevamente centradas en el concepto de ‘igualdad de areas” y en
argumentos de semejanza y proporcionalidad que permiten establecer relaciones entre las areas de
diferentes figuras. La primera de esas es construir un rectangulo equivalente (cuya area sea igual al area

de) un triangulo dado.

En el espiritu del trabajo que més adelante se plantea en las actividades que se desarrollaron con
estudiantes, se presenta la demostracion en una serie de diagramas sin explicacion ni justificacion, como

se muestra a continuacion en la Figura 11.

B c B c
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Figura 11. Construccion de un rectangulo equivalente (cuya area sea igual al area de) un triangulo dado.

La segunda es construir un cuadrado equivalente en area a un rectangulo dado. Dado el rectangulo ADEC
(Figura 12), se rota el segmento AD y se obtiene el diametro, sobre el cual se trazard una
semicircunferencia. El segmento AC que es la base del rectangulo, tiene como medida “a”, el segmento

obtenido de la rotacion tendra como longitud “b”.

Figura 12. Construir un cuadrado equivalente en area a un triangulo dado.

Se traza una linea perpendicular del vértice A hasta que intersecte la semicircunferencia en un punto,
digamos P. Se une P con los extremos del diametro y se usa el hecho de que el tridngulo formado sea
rectangulo (el triangulo inscrito en una semicircunferencia es rectangulo, un teorema que conocia Tales).
Luego se usa la semejanza de triangulos para ver que la altura trazada desde A hasta la
semicircunferencia (digamos x) es una media proporcional entre a y b (en notacion moderna % = ’Zc) o,lo

que es lo mismo que x?= ab, lo cual significa que el cuadrado construido sobre el segmento de longitud

x tendra érea igual al area del rectangulo original.

41



A elaborar “Elementos”, el trabajo de Hipocrates ya evidencia tanto la construccion de cadenas de
razonamiento y el entrelazar resultados o proposiciones, como un enfoque geométrico del concepto de

area concentrado en la igualdad de areas.

Platon 428 — 347 a.C., miembro o simpatizante de la escuela pitagodrica, establecid con claridad el
caracter abstracto de las matematicas y sus entes y examin6 el razonamiento y certeza matematicos con
el objetivo de determinar si el razonamiento filoséfico podria emplear métodos y estrategias similares. En
el didlogo socrético EI Mendn, Platon, en la boca de Socrates, plantea el problema de la duplicacién del
cuadrado, o sea, el problema de construir un cuadrado cuya érea sea el doble del area de un cuadrado
dado. El problema es tratado como asequible a un publico general. En didlogo con un joven foraneo,

Sécrates, a partir de preguntas conduce a la siguiente construccion.

Se tiene un cuadrado ABCD cualquiera y se pretende hallar otro cuya area sea el doble del area del

cuadrado dado.

Figura 13. Construccién de un cuadrado cuya érea sea el doble del &rea del cuadrado dado

Se toma el cuadrado ABCD y se cuadruplica formando un cuadrado cuyo lado es el doble del lado del
cuadrado ABCD. Se trazan las diagonales en cada cuadrado quedando éstos divididos en dos partes
iguales, y se obtiene un nuevo cuadrado formado por cuatro de los triangulos rectangulos que se muestran
mientras que el cuadrado original es formado por dos de los mismos, de modo que el cuadrado cuyos
lados son las diagonales que se han trazado tiene area igual al doble del &rea del cuadrado original. Se
enfatiza en la razén entre areas, con un enfoque visual y geométrico en diagramas que aparecen tal cual

se presentan aqui en el mismo dialogo platonico.
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Analizando la situacion, es claro que si se toma el cuadrado original como de lado unitario, aplicando el
teorema de Pitagoras se puede hallar la magnitud de la diagonal, a saber, V2 (escrito en notacién
moderna). Pero los griegos habian demostrado que este valor no es conmensurable con la unidad (es
irracional). Si bien lo podian aproximar, porque conocian el trabajo de los babilonios con fracciones
sexagesimales, la mentalidad griega buscaba certeza, verdades universales y necesarias en la

matematica, y la aproximacion no satisface los criterios de tal busqueda.

La matematica griega, entonces, recurre a la exactitud de la geometria. Si bien no se tenia forma de
expresar esa magnitud numéricamente, se podria representar con exactitud por la magnitud de la diagonal
del cuadrado unitario. La existencia de numeros no conmensurables con la unidad (y, por tanto, no
expresables como una razén entre numeros enteros) llevd a la matematica griega a privilegiar la
geometria sobre la aritmética, y a desarrollar un concepto de area basado en igualdad y la comparacion

de areas mas no representado en general por una cantidad numérica.

Con base a esta situacion, surge la siguiente inquietud: ;Como tener certeza en cuanto a los métodos
que se utilizaban para dar solucion a problemas de areas? Los griegos buscaban dar respuesta a estos
problemas iniciando con métodos que les permitieran, dada cualquier figura geomeétrica, hallar un
cuadrado equivalente en area a la figura dada. Para esto realizaban transformaciones, como la
descomposicion, de la figura original y luego buscaban formas de hacer comparaciones. Entonces, es
claro que los griegos no expresaban el &rea con un nimero, sino con comparacion de figuras directamente

o referente a un cuadrado equivalente.

Eudoxo 408 — 355 a.C., fue discipulo de Platén y se convirtid en el matematico y astronomo mas
importante de su época. Defini6 razon de magnitudes y a partir de ella proporcién o igualdad de dos

razones, que cubria los casos de razones conmensurables e inconmensurables, 0 sea magnitudes

43



racionales e irracionales. La respectiva teoria generalizada de la proporcion se encuentra recopilada en

el Libro V de los Elementos de Euclides.

Eudoxo desarrollé el método de exhaucidn o agotamiento para el calculo de areas y volimenes de figuras
curvilineas. Fundamentalmente aproximaba estas figuras por otras poligonales para las que si conocia el

valor del area o volumen, tanto por exceso como por defecto, utilizando una doble reduccién al absurdo,

Mas exactamente, este método griego de agotamiento consistio en inscribir poligonos en la figura y
circunscribir otros poligonos en torno a ella, aumentar el nimero de los lados de los poligonos y asi tratar
de hallar el area buscada, usando aproximaciones sucesivas, por medio del cual se buscaba
equivalencias entre las areas de figuras no rectilineas y las figuras rectilineas asimilables al cuadrado.
Eudoxo consigui6 de esa manera encontrar una aproximacion a la férmula del area de un circulo. Entre

otras cosas pudo demostrar que las areas de dos circulos son entre si como los cuadrados de sus radios.

Euclides (fechas aproximadas son 325 - 265 a.C.). Entre los grandes pensadores preocupados por la
demostracion de proposiciones (teoremas y construcciones) concernientes al area sobresale Euclides,
cuyo tratamiento y métodos de demostracion se han tenido en cuenta como base de las actividades
elaboradas para buscar la construccion de significado del concepto de érea y la caracterizacion del
pensamiento geométrico involucrado, objetivo del desarrollo de esta investigacion.

Al pesar de su intencion, al elaborar los Elementos o recopilacion de la matematica conocida en sus
tiempos, de seguir los lineamientos aristotélicos para las ciencias demostrativas, Euclides no define area
y demuestra sus proposiciones acerca del area de determinada figura por medio de argumentos de
congruencia, con la suposicion implicita que figuras congruentes son iguales en area (énfasis en igualdad
de areas), para luego llegar a compararlas demostrando por medios geométricos que tienen igual area o

estableciendo la razén entre sus areas. Se hace una exposicién pormenorizada de este tratamiento
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netamente geométrico del concepto de area mas adelante en la Seccion 2.1.3 ya que éste ha sido una
de las inspiraciones principales para la presente investigacion.

Arquimedes 287 -212 a.C. utilizo con gran maestria el método de exhaucidn para determinar relaciones
entre las areas de diferentes figuras. Asi Arquimedes mostré que el area de un circulo es equivalente al
area de un triangulo rectangulo cuyos catetos sean uno de magnitud igual al radio del circulo y el otro de
magnitud igual a la longitud (perimetro) de dicho circulo. Si bien esta proposicion continua la tradicion de
centrarse en igualdad de areas, adicionalmente en el trabajo de Arquimedes se nota el comienzo de una
transicion hacia formulas aritméticas para expresar el area de las figuras geométricas, pues él utiliz el
mismo método de exhaucion para dar una aproximacion del valor de la constante que hoy dia se denota
por 11 (310/71 < 11 < 310/70) que a la postre reemplazaria el uso de proporcionalidad entre los cuadrados

de los radios de dos circulos para comparar sus areas.

Herdn vivié en algin lapso entre los afios 100 a.C. y 100 d.C. y fue uno de los matematicos mas
caracteristicos del periodo alejandrino y el ultimo en destacar en este recuento. Se le atribuye la obra
Meétricas. En ella Heron desarrolla teoremas y reglas aritméticas para areas planas, areas de superficies
y volumenes de gran numero de figuras. Se le atribuye la formula para el rea de un tridngulo en términos
de las longitudes de sus tres lados. Herdn utilizé para la demostracion de esa férmula herramientas

puramente geométricas con base en proporciones, equivalencias, semejanzas y comparaciones de areas.

Se quiere con esto enfatizar lo tardio que apareci6 entre los matematicos griegos un tratamiento aritmético
asociado con el concepto de area, y cdmo la generacidn de férmulas de area se logré con base en

propiedades netamente geométricas de las respectivas figuras.

Se puede concluir que los griegos por siglos encontraban el area de las figuras geométricas por medio
de la transformaciéon y comparacion de figuras equivalentes, por lo que en sus resultados no se

encontraron valores numéricos, ni asignaban unidades a las longitudes de los lados correspondientes,
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pues solo utilizaban herramientas de equivalencia y comparacion de figuras geomeétricas. De esta forma
trabajaron con la igualdad de areas sin antes haber dado una definicion formal de area y sélo hacia finales

de la época de oro de la matematica griega aparece el tratamiento aritmético del concepto de area.

Las actividades que forman parte de la presente investigacion se inspiran en esta secuencia de enfoques,
ya que finalizan con la obtencion de férmulas aritméticas para las areas de las figuras, tomando como
dada o conocida la férmula para el area del rectangulo. Como soporte de ello, también se trae a cuenta
el libro reciente titulado Measure Theory y escrito por el Fields medalist Terrence Tao (2010) en el cual

el autor afirma:

One of the most fundamental concepts in Euclidean geometry is that of the measure m(E) of a solid body
E in one or more dimensions. In one, two, and three dimensions, we refer to this measure as the length,
area, or volume of E respectively. In the classical approach to geometry, the measure of a body was often
computed by partitioning that body into finitely many components, moving around each component by a
rigid motion (e.g. a translation or rotation), and then reassembling those components to form a simpler
body which presumably has the same area. One could also obtain lower and upper bounds on the measure
of a body by computing the measure of some inscribed or circumscribed body; this ancient idea goes all
the way back to the work of Archimedes at least. Such arguments can be justified by an appeal to geometric
intuition, or simply by postulating the existence of a measure m(E) that can be assigned to all solid bodies
E, and which obeys a collection of geometrically reasonable axioms.3

Tao (2010) procede a definir la medida de “cajas” de d dimensiones de manera similar a como en la
presente investigacion se define el area del rectangulo, o la caja de dimensién 2, como punto de partida
para definir medida elemental. Luego Tao introduce la nocién de conjunto elemental como sigue: un
conjunto elemental es cualquier subconjunto de R¢, que es la unién de un nimero finito de cajas. Notese,
entonces, como se compone cualquier conjunto elemental, como unién de conjuntos elementales, de

manera algo analogo, pero por supuesto mucho mas sofisticado, del tratamiento que se llevara a cabo en

39 Tao, T. (2010). An Introduction to Measure Theory. Recuperado en: https://terrytao.files.wordpress.com/2012/12/gsm-126-
taob-measure-book.pdf . Pag. 2
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la presente investigacion, cuando se trata la descomposicion y recomposicion de figuras y regiones del

plano.

Asi es claro que una posibilidad para lograr que el estudiante construya significado apropiado para el
concepto de area es a partir de actividades que se centran en la igualdad de areas de distintas figuras
que se establece por medio de las transformaciones de descomposicion y recomposicion, y luego, usando
lo que llamaremos “unidades de referencia”, la comparacion de las areas de distintas figuras y, mas
generalmente, regiones planas. Méas adelante cuando se busca establecer formulas aritméticas para
calcular las areas de ciertas figuras, en las actividades se toma el area del rectangulo como basica, y a
partir de alli por medio de transformaciones se muestra como se puede deducir férmulas para las areas
de otras figuras geométricas (paralelogramo, triangulo, trapecio, hexagono, etc.) a partir de la férmula

para el area del rectangulo.
2.1.3. Los Elementos de Euclides

Los Elementos de Euclides es la obra maestra de Euclides que resume la matematica griega conocida
en el momento de su elaboracion. La obra contiene 465 proposiciones, 93 problemas y 372 teoremas.
En esta obra se presenta la geometria plana como un sistema deductivo, es decir, el interés se centra en
los aspectos conceptuales que se tomaran como marco para el desarrollo de esta investigacion, pues el
enfoque de su presentacion de muchos temas, entre ellos la medicion, puede incentivar a los estudiantes
a lograr una construccion apropiada del significado de los conceptos relacionados y resolver problemas
con métodos ideados por Euclides.

Euclides manifiesta en su pensamiento aspectos fomados de los pitagéricos y de Platon, asi como un
compromiso con las exigencias que impuso Aristoteles sobre las “ciencias demostrativas”, lo que hoy en
dia se denominan sistemas axiomaticos. Se habia dedicado a reflexionar sobre las cuestiones y entes
matematicos, cuya abstraccion e intangibilidad obligaba a garantizar la existencia de todo lo definido y
estudiado a partir de la posibilidad de construirlo con regla y compas (de acuerdo con sus axiomas) y a
ofrecer demostraciones cuidadosamente construidas de las afirmaciones hechas acerca de ellos. Si bien
la obra contiene fallas desde el punto de vista de una axiomatica moderna, su valor y su impacto en el
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desarrollo histérico de la matematica es innegable. En particular su construccion de significado para el
concepto de area, aunque en efecto Euclides no define area explicitamente.0
Las construcciones y demostraciones realizadas por Euclides, permitiran a esta investigacion dar
fundamento para que los estudiantes construyan significado robusto para el concepto de area, ya que a
partir de estos escritos se puede caracterizar el pensamiento geométrico de la escuela griega, y en
particular la forma en que Euclides empleaba ciertos métodos para realizar sus demostraciones.
Aunque Euclides consignd sus reflexiones en una obra escrita, Los Elementos, en esta obra no manifesto
ninguna pretension de originalidad, y esta claro que debid hacer uso de las obras de sus predecesores,
pero se cree que la ordenacion final es suya y presumiblemente algunas de las demostraciones se deben
aél.
Los Elementos tuvo un impacto tal que ha seguido leyéndose durante siglos y se han tomado muchas de
sus construcciones y demostraciones para la ensefianza de la geometria a nivel de la escuela secundaria.

En estos escritos se puede caracterizar el pensamiento geométrico de la escuela griega, y en particular la
forma en que Euclides realizaba sus demostraciones; en los métodos empleados, se reconocié una
capacidad de llegar a la verdad muy superior a la de cualquier tipo de razonamiento empirico.
Las teorias matematicas griegas manifiestan un desarrollo de modelos y demostraciones, y un raciocinio
conceptual no fundamentado exclusivamente en algoritmos matematicos*.
Euclides propone en sus libros las definiciones de conceptos geométricos y a partir de estas definiciones
propone y demuestra propiedades generales y conceptos mas avanzados; Los Elementos son una fuente
que permiten un acercamiento a los origenes los modos de pensar de las matematicas griegas.

Los Elementos estan divididos en trece libros, ocho de estos libros: I, Il, IIl, IV, y VI a la geometria plana,

y los libros XI, XlI'y XIll a la geometria del espacio o0 geometria solida. Tres de ellos estan dedicados a la

40 Falk, M. (2014). Apuntes de los seminarios de la Historia de la Matematica. Universidad Antonio Narifio.
1 lbidem
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aritmética, el Libro V dedicado a la teoria de la proporcion y el Libro X a la clasificacion de las longitudes
irracionales.

El Libro | parte con una lista de 23 definiciones, empezando por las de punto, linea y superficie,
continuando con las de angulos y las de diferentes figuras planas, concluyendo con la definicion de lineas
rectas paralelas. Cada una de éstas se encuentra posteriormente elaborada a partir de la construccion
deductiva de una serie de proposiciones.

Los primeros teoremas y definiciones de Euclides en los libros primero y segundo, se conectan en una
l6gica deductiva una tras otra, formandose una base solida para la geometria, con un concepto de orden
y exactitud en el mundo de nuestro pensamiento en coherencia con el pensamiento aristotélico, con ciertas
excepciones, como el no indicar explicitamente cuales son los términos que deja sin definir (términos
primitivos en la terminologia moderna) y el ofrecer definiciones de punto y linea recta, por ejemplo, que
deberian dejarse precisamente como términos primitivos.

Es importante también mencionar a Hipdcrates de Quios, matematico griego, precursor de Euclides en
diversos temas de la geometria, quien se ocupd especialmente del problema de la cuadratura del circulo
y consiguid, con las llamadas lunulas de Hipdcrates, trazar entre otras una lunula de area igual a la de un
tridngulo que es la mitad de un cuadrado dado. El hecho de que Hipdcrates realiza la equivalencia del
area de la lunula con la del triangulo, y de alli concluye que haya resuelto el problema de la cuadratura de
la linula sin considerar necesario realizar la equivalencia del area del triangulo con la del cuadrado indica
que él ya esta trabajando con la concatenacion de proposiciones que mas adelante formaliza Euclides en
Los Elementos, pues toma por sentado que ya se ha mostrado cémo lograr la equivalencia del area del
triangulo con la del cuadrado*2.
En la ensefianza del concepto de area para figuras geométricas y la construccién de significado para la
medida de cualquier magnitud en la mateméatica escolar se inicia con la utilizacion del concepto de numero
real, probablemente porque se piensa que de esta forma los estudiantes tendran una mejor comprension
de estos conceptos, mientras que los matematicos griegos, y en especial Euclides, pudieron resolver el
problema de area, sin disponer de una comprehensién completa del conjunto de nimeros reales, pero si
con un modelo adecuado para ellos identificandolos con magnitudes de segmentos de recta. Euclides

usd como principales herramientas la proporcién, la comparacion de figuras geométricas y la

descomposicion de éstas.

42Falk, M. (2014).Texto inédito en Seminario Filosofia de La Matematica y Educacion Matematica. Universidad Antonio Narifio.
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Esto puede explicar por qué no se consigue en Los Elementos u otros textos griegos definiciones de
términos como longitud, area y volumen; la definicién de estos conceptos se sustituye entonces por
modelos y teorias alternas a los estrictamente numéricos que dan un marco aceptable para la
comprension de estos conceptos, con la ayuda de la intuicion.

Especificamente, como se ha dicho, Euclides no define area y supone, sin plantearlo como postulado ni
demostrarlo, que figuras congruentes tienen igual area. Su enfoque del concepto, entonces, es desde la
igualdad de areas. Notamos a continuacidén un paralelo importante ya que proviene de la matematica
moderna.

Al respecto se quiere enfatizar que en los tiempos modernos se encuentran matematicos que buscan dar
definiciones a determinados conceptos comenzando con procesos similares a los que realizaron los
griegos y en especial Euclides. Un ejemplo es Gottlob Frege (1848 - 1925), quién se dio a la tarea de
definir nimero como parte fundamental de su derivacién de la matematica a partir de la ldgica pura.
Analicemos la naturaleza del proceso que manejé Frege para llegar a la definicion.

Frege (1884) trabaja la nocién de concepto y a lo largo de su obra llega a asociarla con la nocion de
conjunto. Para Frege la extension de un concepto es el conjunto de todos los objetos que subyacen al
concepto; asi, un conjunto es definido por extension cuando se ‘“listan” sus elementos mientras que es
definido por intension mediante una propiedad o caracteristica comdn a todos los elementos. De hecho,
Frege llega a reemplazar el término de “concepto” por “conjunto” en su desarrollo de la aritmética con

base a la logica pura.

Después de rechazar otros enfoques del concepto de numero diciendo que los numeros no son objetos
espaciales niimagenes mentales, sino objetos l6gicos y de determinar que un nimero no es una coleccién
de cosas, ni una propiedad de tal coleccion, ni tampoco el producto subjetivo de un proceso mental,

concluye que:
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“Los numeros son objetos logicos que subyacen a determinados conceptos.” Para derivar el concepto de
numero de la ldgica pura, Frege primero define correspondencia uno a uno insistiendo que su definicién
es puramente ldgica y no incluye conceptos numéricos (no hay circulo vicioso). Luego, define conceptos
igualmente numerados. Hasta aqui se ve un paralelo con el tratamiento que hace Euclides del concepto
de area, pues Euclides define implicitamente igualdad de areas (dos figuras congruentes tienen igual area

y figuras compuestas por figuras respectivamente congruentes tienen igual area).

Pero luego Frege prosigue definiendo el numero de un concepto como la extension del concepto
‘igualmente numerado con” ese concepto. Su definicion de nimero es, en palabras de Bertrand Russell,
‘cualquier cosa que es el numero de algun concepto”. Finalmente proporciona una definicion de los
numeros individuales. 0 es el nimero del concepto “no ser idéntico consigo mismo; 1 es el numero del
concepto “ser idéntico con 07; 2 es el numero del concepto “ser idéntico con 0 o ser idéntico con 17, y asi

sucesivamente.

Si se realiza la comparacion con el trabajo que hacian los griegos, y en particular Euclides, con el concepto
de area, se observa que se basa su tratamiento en el concepto de igualdad de areas de distintas figuras,
sus criterios iniciales son la congruencia y el uso de la cuadratura, y luego se establecen criterios
generales para cada figura a partir de proposiciones acerca de la igualdad de area entre paralelogramos
(por ejemplo, paralelogramos sobre bases iguales y entre las mismas paralelas son iguales en area) de
manera similar al comienzo del procedimiento que hace Frege, pero a diferencia de Frege, no se llega a
definir area explicitamente. Frege comienza con la definicidn de la expresion igualmente numeradas, su
criterio es de correspondencia uno a uno, pero a partir del concepto de igualmente numerado logra
formular una definicion de nimero. Este paralelo muestra que el enfoque euclidiano estaba encaminado

en una direccion solida.
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Para desarrollar el abordaje y el concepto de area, se describiran algunas de las proposiciones de
Euclides de los Libros I, II, [ll'y VI.

En el Libro | de Los Elementos de Euclides se encuentran las Proposiciones 33 a la 48 que tratan de los
paralelogramos, triangulos y cuadrados, con referencias especiales a las relacionadas de éarea. La
proposicion 1.47 es el teorema de Pitagoras, y la proposicion 1.48 es el reciproco de este teorema.

Las proposiciones 1.35 al 1.41 muestran de qué forma se puede entender las ideas que hoy representamos
las ecuaciones A = bhy A = J4bh para las areas de los paralelogramos y tridngulos, respectivamente.
Proposicion 1.34: Los lados y angulos opuestos de un paralelogramo son iguales uno al otro y la diagonal

divide el &rea en dos partes iguales.

[y o

Figura 14 Figura tomada de Los seis libros primeros de Euclides*.

Sea ACBD una region de un paralelogramo y BC su diagonal (Figura 14). Por ser paralelas las rectas AB
y CD, los angulos ABC y BCD son iguales, por ser alternos; de igual manera, los angulos DBC y ACB.
Entonces, los triangulos BAC y CBD son iguales, por tener un lado comun y los angulos adyacentes
iguales. Se puede concluir que los lados y angulos opuestos son iguales: y luego que la diagonal divide
al paralelogramo en dos triangulos de igual area.

Proposicion 1.35. Los paralelogramos que estén sobre la misma base y entre las mismas paralelas son
iguales entre si.

La siguiente figura ayuda a entender la demostracion de Euclides.

43 Camorano, R (2007). Los seis Primeros Libro de Euclides. Sevilla. Espafia
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e

B
Figura 15. Figura tomada de Los seis libros primeros de Euclides*.

Los paralelogramos ABCD y EBCF, comparten la base BC y tienen paralela AF, podemos observar que
el triangulo BCG es comun a los dos paralelogramos. Para demostrar la igualdad de los trapecios ABGD
y FEGC podemos evidenciar que ambos trapecios provienen de restar el triangulo DEG a los triangulos
EAB y FDC que son iguales (congruentes) por la igualdad de sus tres lados. Esta igualdad de lados la
justifica Euclides citando propiedades de los paralelogramos que ha demostrado con anterioridad.

En la demostracion anterior es evidente que no se emplean numeros en su discurso, se demuestra a
través del reacomodo de las piezas geométricas, casi como un rompecabezas.

De manera similar, la demostracion de la proposicion [-47 conocida como el “Teorema de Pitagoras”
procede mostrando la equivalencia de la suma de las areas de los cuadrados construidos sobre los lados
adyacentes al angulo recto en un triangulo rectangulo, con el area del cuadrado construido sobre lado
opuesto al mismo angulo. Lejos de la formulacion algebraica que cominmente se cita hoy en dia, en
Euclides el Teorema de Pitagoras es netamente geométrico, concierne la igualdad de éareas y se
demuestra haciendo uso de una descomposicion del cuadrado sobre la hipotenusa en dos rectangulos.
Otras proposiciones relacionadas con el concepto de area se encuentran en los libros II, Ill, VI'y XlI de
Los Elementos y culminan con la Proposicion XI1.2: Los circulos son el uno al otro como los cuadrados

de sus diametros.

44 Camorano, R (2007). Los seis Primeros Libro de Euclides. Sevilla. Espafia
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Por otra parte, se tomaron cuatro proposiciones del Libro Il y dos proposiciones del Libro XII para
trabajarlas con los estudiantes que participan en la investigacion, con el propésito de que encuentren el
area de ciertas regiones sefialadas que se encuentran en el circulo.

Si se piensa la definicion de medida de figuras poligonales, ésta se aborda desde dos perspectivas, la
relativa y la numérica. Para el desarrollo de la presente investigacion se iniciara con los estudiantes la
construccion de significado robusto del concepto de area con el uso de la medida relativa, pues asi fue
abordada por Euclides en el contexto de la cuadratura de figuras poligonales. Ademas, para los
estudiantes la nocion de igualdad de areas precede la nocion de &rea como un proceso que consiste en
descomponer una figura en figuras congruentes que se utilizan como patrén y comparar el patron
seleccionado con la figura que se desea medir para ver cuantas veces el patrén esta contenido en ella.
Este es uno de los procesos que debe desarrollar el estudiante y que se estudiara para llegar a una
caracterizacion del pensamiento geométrico; con ello el estudiante debe construir redes conceptuales lo
que se espera le permita llegar a construir significado robusto del concepto de area.

En la presente investigacion se considera que el tratamiento euclidiano es altamente positivo para el
aprendizaje de la geometria, ya que se logra construir significado robusto del concepto de area
geométricamente, permitiendo que los estudiantes actuen en sus propias soluciones por medio de
diferentes estrategias y argumenten su razonamiento de acuerdo al significado que han construido.

Sin dar una definicion, en los Elementos se esta construyendo significado robusto del concepto implicado.
Este enfoque de la nocién de igualdad de areas es utilizado por el estudiante a través de acciones de
descomposicion — recomposicion — comparacion, permitiendo que el estudiante se apropie del concepto
de area y logrando asi un aprendizaje significativo.

Cuando el estudiante logra enfocar este concepto geométricamente, teniendo en cuenta los pasos
descritos anteriormente, puede luego deducir expresiones aritméticas (férmulas) que le permitiran calcular
el area de una figura usando lo que se ha denominado medida numérica. Construido el significado robusto
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para el concepto, deben desaparecer o al menos disminuir errores que cometen los estudiantes. En

particular, no deben presentarse los siguientes.

e  Confundir perimetro y area. Es probable que este error se da porque los dos son presentados como
numeros que se obtienen reemplazando valores que representan largo y ancho o base y altura en
ciertas formulas. En el caso del rectangulo 2(x+y) y xy. El estudiante no ha construido significado
para los conceptos, sino que los asocia con procedimientos y férmulas a memorizar y se confunde
en el sentido de no recordar cual formula corresponde a perimetro y cual a area.

e Elhecho de que dos figuras tengan la misma area, induce a algunos estudiantes a creer que tienen
el mismo perimetro.

o El tratamiento lineal de las medidas de superficie, o cual induce a creer que al duplicar el lado de

una figura se duplicara también su area.

Una de las estrategias de aprendizaje que se introduciran para que los estudiantes logren hacer la
transicion entre la medida relativa y la medida numérica para comenzar a utilizar férmulas es permitirles
buscar equivalencias por medio de la descomposicion y recomposicion. Ademas, esta experiencia va a
permitir, junto al concepto de figuras congruentes, deducir las férmulas para calcular el area de otras
figuras geométricas, y de esta manera, generar un significado mas robusto.

Oliver Byrne. Uno de los autores que realiza este tratamiento es Oliver Byrne (1847) quien explica Los
Elementos de Euclides por medio de diagramas de diferentes colores, manejando un lenguaje sencillo,
con el fin de utilizarlo como medio didactico para facilitar la comprension de las demostraciones de las
proposiciones y construcciones euclidianas, ya que el autor estaba convencido que el aprendizaje de la
geometria no se puede reducir a argumentos verbales sino que solo es posible a través de la construccion

de significado por medio de la visualizacion. Observemos un ejemplo.
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Proposicion 1.37: Triangulos que estan en bases iguales y entre las mismas paralelas son iguales

porque:
...... ” —
W EmmEE —
Entonces:
Pero ‘ =dn5'¢aces‘
¥ I = dos veces .
Entonces =
Figura 16. Proposicion [-3745,
2.2. Piaget

Piaget considera dos propiedades fundamentales de las operaciones pertenecientes de la medicion sobre
las que se sostiene la comprension de medida: la conservacion y la transitividad. La conservacion se
refiere a identificar los aspectos que permanecen invariantes en los objetos a pesar de operar sobre ellos.
Por ejemplo, el nimero de fichas no cambia si se tienen en una caja o se esparcen en el suelo. Por otra
parte, la transitividad hace referencia a

La utilizaciéon de un instrumento en una situacion de medida se sustenta en la idea de

transitividad, asi por ejemplo el hecho de comprobar que dos nifios tienen la misma estatura
utilizando un liston o una marca sobre la pared se basa en el hecho siguiente: conociendo que el

45 Byrne, O. (1847). Los dos primeros libros de Euclides.
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nifio X es tan alto como el listén y el nifio Y también es tan alto como el liston, luego los nifios X
e Y tienen la misma estatura“s.
No es sorprendente observar que Euclides usé esta clase de razonamientos en las proposiciones que
demostré para la igualdad de areas de poligonos, donde se desarrollan la nocion principal de “figuras que
se pueden descomponer en partes dos a dos congruentes tienen igual area™’, sin mencionar el valor
para cada una de sus partes.
Piaget enunci6 su teoria de como los nifios llegaban a comprender la longitud y la medida dando las

siguientes conclusiones:

e Hastalos 4 afios y medio el nifio solo tiene una comprension visual, donde utiliza su cuerpo como
referencia de medida hasta alrededor de los siete afios.

e Desde los siete afios utiliza objetos que se encuentren a su alrededor para realizar medidas.

Cuando el nifio comienza a emplear el pensamiento 6gico es cuando obtiene el concepto de medida,
pues, como Piaget sefiala, para poder construir en el nifio el concepto de area se necesita haber
construido la nocién de conservacién4s, este concepto de conservacion se alcanza hasta la etapa légica
concreta que comprende edades de 6 a 12 afios.
Ademas, otro de los resultados de los estudios de Piaget y sus seguidores manifiesta estadios de
desarrollo en la comprension del proceso de medida los cuéles, siguiendo la exposicion que hace Dickson
y otros (1991), son:

e  Estadios iniciales: El nifio se apoya en estimaciones visuales. Es incapaz de aplicar con significado

ningun instrumento de medida. No dispone de las nociones de conservacion ni de la transitividad
del término intermediario movil.

46 Castro E., Olmo M. y Castro E. (2002). Desarrollo del pensamiento matematico. Departamento de Didactica de la
Matematica. Universidad de Granada.

47 Dieulefait, L. (2003). Medida de Jordan. Miscelanea Matematica. 37. 29-63.

48 Definida como un proceso operacional de la mente que produce la comprension de ciertos aspectos de una condicién
cambiante.
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e  Estadios en que comienza a emerger la conservacion y la transitividad: hacia los 6 o 7 afios el nifio
empieza a apreciar, por experimentacion basada en tanteos, que si hacen falta mas unidades para
cubrir A que B (por ejemplo, pasos) entonces A es mayor que B, pero no es capaz de coordinar
medida en diferentes direcciones ni comprende la necesidad de que las unidades de medida sean
del mismo tamafio.

e  Estadio caracterizado por el inicio de la conservacion operacional y de la transitividad: El nifio sabe
por ejemplo medir la altura de una torre con una vara que sea al menos tan alta como la torre
haciendo una marca y usarla como guia para construir otra torre de la misma altura. Pero no sabe
utilizar como instrumento de medida algo que sea mas corto que la torre. Esto ultimo se suele
alcanzar hacia los 7 u 8 afios.

e Estadio en el que se capta la idea de la unidad de medida menor que el objeto a medir: Segun
Piaget hasta este momento el desarrollo de los conceptos de medida lineal, superficial, y de
capacidad han progresado conjuntamente, pero la del volumen va rezagada.

e FEtapa final del desarrollo de las nociones de medida: Hacia los 11 o 12 afios se alcanza el
pensamiento operacional formal segun Piaget. El nifio en este estadio es capaz de medir areas y
volumenes mediante calculos basados en las dimensiones lineales.

Piaget presenta un cuadro resumen respecto al concepto de area segun diferentes actividades que se

presentaron a grupos de individuos.

Tabla 1. Estadios de Piaget, adaptado de Del Olmo M; y Gil F., 1993

Estadio

Objetivo

Conclusiones

1
(hasta los 5 afios)

Conservacion de la superficie de perimetro
cerrado frente a estructuraciones

Los nifios creen que la superficie cambia
con la forma

Medicion de superficies por iteracién

Los nifios manifiestan sélo consideraciones perceptuales

23
(hasta los 6 afios)

Conservacion de la superficie de perimetro
cerrado frente a estructuraciones

Los nifios creen que la superficie cambia
con la forma

Medicién de superficies por iteracion

Los nifios manifiestan sélo consideraciones perceptuales

2b
(hasta los 7 afios)

Conservacion de la superficie de perimetro
cerrado frente a estructuraciones

Efectuan juicios verdaderos, pero son incapaces de
Generalizar

Medicién de superficies por interaccién

Cuando dos figuras planas tienen un borde en comdn, el
nifo afirma que son equivalentes

3 Conservacion de superficies Comprende la conservacion de la superficie cuando se
(7 afios en redistribuyen las partes o se altera la forma. Sin embargo,
adelante) no comprende el concepto de unidad de medida
. . . g Deja de considerar que dos figuras planas con un borde
Medicién de superficies por iteracion d . a g P
comun son equivalentes cuando se les sefiala el error
Conservacion de superficies Igual que la 3?
3b

Medicién de superficies por iteracion

Entre varias opciones de unidad de medida, selecciona
una como patrén
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Medicién de superficies por iteracion Pasan de la longitud a la superficie por multiplicacién

Aritmética

2.3. Tall

Tall ha interactuado con la ensefianza y aprendizaje de las matematicas en cada uno de los niveles desde
pre-escolar hasta investigaciones de postgrado. Con estas experiencias ha reflexionado acerca de lo que
ocurre en cada etapa del aprendizaje y afirma que éste es consecuencia de los conocimientos previos y
tiene un efecto significativo en el desarrollo de cada individuo en etapas posteriores.

En la misma direccion, es criterio de la autora de esta tesis que se puede construir un significado robusto
de determinado concepto a partir de la evolucion de los significados previamente construidos por el
estudiante, lo que lo lleva a la construccion de significado cada vez méas apropiado para el concepto, 0
sea, la construccion de lo que algunos autores llaman la imagen del concepto como algo que va
perfeccionandose.

Ademas, Tall (2013) sefala que la maduracién del pensamiento matematico en individuos diferentes
depende de sus composiciones genéticas y de las sucesivas experiencias en su aprendizaje de
matematicas, 0 mas simplemente, en términos de la naturaleza y la educacién. Al analizar cémo los nifios
y estudiantes mayores intentan hacer sentido de los conceptos matematicos sucesivos, emerge una
imagen total del crecimiento del pensamiento matematico. Los humanos construyen ideas a través de la
percepcion, la accion (operacion) y el razonamiento cada vez mas sutil, donde se usan simbolos
matematicos y desarrollos hacia una mayor exactitud en el lenguaje.

Lo antes planteado tiene eco y contraste en la investigacion desarrollada por Pérez (2011)49 en la cual se

demostrd que los estudiantes construyeron significados del concepto de érea a través de la solucién de

49 Pérez, D. (2011). Disefio, aplicacion y evaluacion de un sistema de actividades para la construccion de significado del
concepto de area, en una comunidad de préctica para sexto grado. Tesis de maestria en Educacion Matematica, Universidad
Antonio Narifio, Bogota, Colombia
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problemas que involucra acciones de descomposicion, recomposicion y comparacion sin la utilizacion de
simbolos matematicos y el analisis, el *hacer sentido de” los resultados que se arrojan en consecuencia
de acciones como éstas.

Para Tall, el pensamiento matematico comienza en la percepcion y accidn sensorio motora y se desarrolla
a través del lenguaje y del simbolismo. Lakoff y NUfiez, citados por Tall (2013), formulan los origenes del
pensamiento matematico en el subtitulo “como la mente a través de conceptos materializados en objetos
(en inglés embodied concepts) da origen a las matematicas”0. Esta clasificacion del pensamiento basada
en lo “embodied™! puede ser realzada utilitariamente por la subdivisién de la representacion en
subcategorias que operan en formas claramente diferentes. El término “sensoriomotor” ya se refiere a
dos aspectos diferentes del cerebro: la parte sensorial esta relacionada con como percibimos el mundo a
través de los sentidos, mientras que la parte motora esta relacionada con como operamos en el mundo
por medio de las acciones.

Aunque Tall (2013) intenta hacer una clasificacion del pensamiento humano basada por un lado en la
percepcidn y por otro en las acciones u operaciones del sujeto, asevera que el pensamiento matematico
comienza con los objetos fisicos y las operaciones sobre los objetos. En la geometria los objetos son
categorizados por medio de la experiencia visual y tactil. El lenguaje permite que esta categorizacion se
vuelva mas refinada por medio de una sucesion de abstracciones estructurales ya que las propiedades
son reconocidas, descritas, definidas y luego usadas para deducir propiedades en la geometria que usa
la demostracion euclidiana.

Tall (2013) categoriza el pensamiento geométrico como visual y el proceso que desarrolla dicho

pensamiento como abstraccion a partir de los objetos, pero no tiene en cuenta otras acciones que puede

50 Where Mathematics Comes From, Capitulo 13.
51 Tall, D. (2013). How Humans Learn to Think Mathematically.
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realizar, y de hecho realiza, la persona como la transformacion de los entes geométricos por medio de su
descomposicion o su modificacion por medio del trazo de lineas auxiliares.

El pensamiento simbdlico en aritmética y algebra comienza cuando a partir de operaciones como reunir
objetos, ordenarlos y reordenarlos, se genera el concepto de nimero para posteriormente usar los
numeros para contar objetos, las fracciones para medir cantidades, y representaciones mas sofisticadas
que usan numeros con signos, decimales finitos e infinitos. En cada etapa la abstraccidn operacional de
conceptos numéricos ocurre a partir de operaciones y se sintetiza por medio de la encapsulacion.

Las operaciones en aritmética tienen propiedades que pueden reconocerse, describirse y luego definirse
como ‘reglas de aritmética”. De este modo la aritmética y su generalizacién al algebra involucran tanto la
abstraccion operacional para construir conceptos numéricos y algebraicos como la abstraccion estructural
de las propiedades aritméticas y del algebra.

En un nivel superior, ocurre una nueva forma de abstraccion que lleva al pensamiento matematico a un
nuevo nivel. La abstraccion formal se construye desde las definiciones enunciadas verbalmente (teorias
fijas) y se deduce las propiedades de los objetos definidos matematicamente por medio de la justificacién

formal. (Ver Figura 17.)

formal deductions from set-theoretic
Formal Abstraction definitions to deduce the properties
of formal mental objects

Structural Abstraction Operational Abstraction
properties of objects operations on objects
that are recognized, described, that are conceprualized as
defined and deduced encapsulated mental objects
Objects

Figura 17. Tres formas de abstraccion. Tomado de Tall, David How Humans Learn to Think Mathematically.

Como se ha observado con respecto a la abstraccion estructural y la abstraccion operacional, Tall (2013)
las define y las divide como dos tipos de pensamiento diferentes separando la geometria de la aritmética
y el algebra. Pero es la posicion de la autora de esta tesis que hay que tener en cuenta que éstas van

articuladas en la geometria, pues se promueve la abstraccion a partir o0 bien de los objetos o bien de
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acciones que realiza la persona para ejecutar transformaciones y asi construir significado robusto para

los conceptos pertinentes a las figuras geométricas.
2.4. Lakatos, Hersh y Davis

Para esta investigacion se tendra en cuenta el texto Experiencia Matematica de Philip Davis y Reuben
Hersh, en el cual los autores exponen sus puntos de vista sobre lo que son las matemaéticas, la
construccion del conocimiento matematico y la forma en que éstas se ensefian. Ademas, Davis y Hersh
sostienen que la clase magistral no tiene ninguna incidencia en el aprendizaje de los contenidos de los
alumnos y que el verdadero aprendizaje se consigue cuando cada individuo se enfrenta a problemas para
los que ve la necesidad de encontrar una solucion.

A partir de la obra de Lakatos y su apreciacion acerca de la naturaleza del conocimiento matematico, se
puede aseverar que la ensefianza, para ser consecuente con esta vision epistemoldgica frente a la
matematica, no se debe limitar al proceso formal de encadenar axiomas, definiciones y teoremas. Para
Lakatos, mas alla de eso existe la historia de la construccion o descubrimiento del conocimiento
matematico, una matematica informal creada por un proceso cuasiempirico, proceso ineludible para llegar
al conocimiento aceptado como tal por la comunidad matematica. Siguiendo la linea de investigacion de
Lakatos (1978), se adopta el cambio de un enfoque formalista o deductivo de las matematicas hacia otro
més inductivo y heuristico.

Similarmente, se puede caracterizar la concepcidn y ensefianza de la geometria por tres aspectos
fundamentales, la geometria como razonamiento, la geometria como resolucién de problemas, la
geometria como establecer conexiones matematicas. EI NCTM (National Council of Teachers of
Mathematics, USA), siguiendo una epistemologia influenciada por Lakatos y la psicologia constructivista,
promueve la utilizacion de una metodologia de aula mas activa y participativa que permita al estudiante

construir su propio conocimiento. La premisa que se maneja es que este tipo de metodologia favorece el
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aprendizaje geométrico y que, en adicion, contribuye al aprendizaje la aplicacion de la geometria por
medio de la solucién de problemas que se encuentran en el entorno, de esta forma logrando la autonomia

del estudiante en su aprendizaje.
2.4.1. Hersh y Davis

El texto Experiencia Matematica tiene como proposito mostrar la sustancia de la matematica, su historia,
su filosofia y el modo en que se construye el conocimiento matematico. Esto se origina en varias
inquietudes que plantean Hersh y Davis para dar respuesta a las preguntas: ;Cual es la naturaleza de
las matemaéticas?, ; Qué significado tienen?, ; De qué se ocupan?, ; Cual es su metodologia?, ;,Cémo se
utilizan?, entre otras.

Hersh y Davis, comienzan abordando dentro de su analisis las siguientes preguntas, ;Qué son las
matematicas? y ;Donde se puede encontrar el conocimiento matematico? El libro se centra en las
diversas formas en las que se adquiere la experiencia matematica, aseverando que en cada momento el
estado de los conocimientos es el resultado de una compleja red de motivaciones e intereses personales
y sociales, asi como de las interpretaciones y posibilidades de las matematicas disponibles. Los autores
sefialan ademas que al adquirir una experiencia matematica se podria llegar a una “matematica ideal”,
cuestionandose si puede adquirirse a través de una comunidad donde exista intercambio de ideas en el
que se podria crear un aprendizaje mas productivo, o por lo contrario se trata de una persona que se
especializa en un campo del que tan solo unos pocos especialistas saben y al que dedica toda su
atencion, a quien en ocasiones le resulta dificil hacer comprender su conocimiento e investigaciones, y
quien también tiene dificultades para convencer a los demas de lo que él llama, por ejemplo, demostracién
o lo que él puede afirmar de una demostracion que es “un razonamiento que convence a quienes conocen

bien la cuestion”.
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Los autores comentan que en la mayoria de instituciones educativas se concibe el aprendizaje como un
proceso individual, donde cada estudiante de manera individual realiza actividades propuestas por el
docente. La gran mayoria de estas acciones consta de ejercicios rutinarios que se presentan para que el
estudiante practique, pero en ellas no se esta construyendo un significado robusto de los conceptos y los
estudiantes se limitan a memorizar, como si la matematica fuera igual a las fechas historicas o los
nombres de los continentes. Algunos docentes piensan que sus estudiantes no podrian construir
significado a un concepto por medio de la solucién de problemas no rutinarios por qué los consideran
inexpertos. Por otra parte, algunos docentes no se acostumbran a trabajar en una practica social donde
los estudiantes puedan socializar e intercambiar ideas para llegar a un entendimiento en comun y de esta
forma poder encontrar estrategias de solucion a determinado problema no rutinario que se les presente.
En la presente investigacion se comparte los criterios de Hersh y Davis en los cuales se considera que la
construccion de conocimiento matematico se realiza cuando cada individuo se enfrenta a problemas e
idea las soluciones no necesariamente trabajando aisladamente pero si participando activamente.
Ademas, el desarrollo de la matematica por comunidades de personas dedicadas a su estudio, permite

que se llegue a un entendimiento mas profundo.
2.4.2. Lakatos

Lakatos en su libro Proofs and Refutations presenta una concepcion del conocimiento matematico distinta
a las corrientes formalistas que prevalecian en la primera mitad del siglo XXy en la cual se considera que
el conocimiento matematico se origina, se genera de manera informal con una metodologia cuasi-
empirica.

Para Lakatos, la naturaleza del conocimiento matematico en su desarrollo es conjetural e informal
basandose en la formulacién de hipétesis con “una gran potencia explicativa y heuristica’, en la que la

demostracion pierde su antiguo significado.
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Es incorrecto afirmar que el objetivo de un "problema (en matematica) a demostrar" es o bien mostrar
concluyentemente que es verdadera determinada afirmacion claramente enunciada, o bien mostrar que es
falsa. El objetivo real de un "problema a demostrar" deberia ser el de mejorar la conjetura ingenua original
para hacerla un teorema®2.
La idea de Lakatos de mejorar la conjetura matematica ingenua hace parte de la heuristica lakatosiana
envuelta en toda actividad cientifica®3, en la que se incluyen construcciones de demostraciones para
establecer la correccion de una conjetura, la posibilidad de la presentacion de contraejemplos que falseen
las pruebas o a la conjetura mismad4. Lakatos sefiala que las teorias y demostraciones matematicas no
son siempre teorias y demostraciones perfectamente formalizadas (sistemas axiomaticos claramente
definidos con unas reglas de transformaciéon y formacién establecidas y unos falseadores logicos
delimitados), sino que a menudo los matematicos trabajan sobre teorias y demostraciones informales,
conjeturas y refutaciones intuitivas sujetas a continuos cambios, problemas a resolver en la linea
investigadora de la disciplina matematica.
En la investigacion realizada por Pérez (2011)%, se trabajé cada una de las actividades propuestas con
una matematica informal como plantea Lakatos en su teoria expuesta en Pruebas y Refutaciones; 10s
estudiantes construian significado para el concepto y descubrian diferentes estrategias de solucion a un
problema determinado utilizando su creatividad, realizaban conjeturas y entre ellos las aceptaban o
rechazaban, exponiendo sus razones y llegando a un significado en comun.
En la presente tesis, se propone continuar con este trabajo que se inspira en las ideas de Lakatos, pues

los resultados obtenidos en la investigacion anterior fueron positivos ya que los estudiantes lograron

construir un significado robusto para el concepto de area por medio de argumentos sélidos pero

52 L akatos, |. (1986). Pruebas y Refutaciones. La logica del descubrimiento matematico, edicion de J. Worral p.58

53 Lakatos da una excelente explicacion de lo que él entiende por heuristica (heuristica negativa, heuristica positiva) en la parte
tercera de su articulo "La critica y la metodologia de los programas cientificos de investigacion” (Lakatos, 1981).

54 | akatos ejemplifica todas estas estrategias heuristicas de manera insuperable en su Pruebas y Refutaciones.

5 Pérez, D. (2011). Disefio, aplicacion y evaluacion de un sistema de actividades para la construccion de significado del
concepto de area, en una comunidad de préctica para sexto grado. Tesis de maestria en Educacion Matematica, Universidad
Antonio Narifio, Bogota, Colombia.
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informales, permitiéndoles ademas idear formulas para una serie de figuras especiales por medio de
acciones de descomposicion, recomposicion y comparacién. De esta manera se busca llegar a
caracterizar el pensamiento involucrado en este proceso bajo ciertas condiciones iniciales, a saber, los
estudiantes no estaran expuestos a reglas ni presupuestos logicos, sino podran actuar sobre la situacion

planteada y analizar cada uno de los procedimientos realizados autbnomamente por ellos mismos.
2.5. Comunidades de practica

La teoria denominada “Préctica Social de Wenger” afirma que el conocimiento se origina en la interaccion
social, en diferentes roles culturales, y en diferentes ciencias.

La contribucion de una persona mas experimentada, como guia durante el aprendizaje es fundamental;
esta persona debe brindar apoyo gradual segtn se van desarrollando las competencias del aprendiz. La
interaccion entre el individuo que esta aprendiendo y la persona mas experimentada activa funciones
mentales que no han madurado en el aprendiz, pero que yacen en una region intermedia entre los niveles
potencial y real de su desarrollo. (Lerman, 1996; Blanton y Stylianou, 2003).
Dentro del marco educativo, este principio es importante, pues el docente, como miembro experto de la
clase, introduce al estudiante al conocimiento, a través de actividades que éste es capaz de desarrollar,
llegando a convertirse en un individuo experto a través de su participacion social.
En la introduccidn de su libro, Communities of Practice: learning, meaning, and identity Wenger (1998;
2007) comienza invitando a la reflexion sobre los problemas de aprendizaje que pueden surgir a través
de la vida estudiantil. El menciona que la mayoria de las instituciones educativas fundamentan su practica
principalmente a partir de la premisa que el aprendizaje es un proceso individual, donde cada estudiante
de manera individual realiza actividades propuestas por el docente y las concepciones que asi construye
se toman como el resultado del proceso de aprendizaje.
Como resultado, gran parte de la ensefianza es percibida por los estudiantes como algo irrelevante y

dificil; y al no sentirse involucrados y motivados en ocasiones los estudiantes piensan que no estan

hechos para las matematicas.
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La participacion no se refiere solo a la socializacion y discusion de determinadas actividades con ciertas
personas, sino a un proceso de ser participantes activos en las practicas con comunidades sociales y la
construccion de identidades en relacion con estas comunidades. Wenger (1998) menciona cuatro
aspectos que considera parte importante de la naturaleza del conocimiento y el aprendizaje:

i) “Somos seres sociales y éste es un aspecto esencial del aprendizaje”.

ii) “El conocimiento es un asunto de competencia en relacion con ciertas actividades valoradas
socialmente”.

iii) “Conocer es cuestion de participar de manera activa en la consecucion de estas empresas (actividades
intencionadas)”.

iv) “El producto del aprendizaje es el significado, visto como nuestra posibilidad de experimentar el mundo
en que vivimos y nuestro compromiso con él”. (Wenger, 1998)

Estos aspectos llevan al eje central de esta teoria: el aprendizaje es logrado por la persona como
participante en comunidades sociales y por medio de la construccion de la identidad con relacidn a dichas
comunidades en las que se desenvuelve.

Con este enfoque, en el presente estudio se intenta mostrar el proceso de participacion social de los
estudiantes de grado sexto, para construir significado apropiado para el concepto de area en geometria
y aporta a la caracterizacion del pensamiento involucrado, buscando generar actividades oportunas para
que los estudiantes participen en una comunidad, en este caso la clase de matematicas y subgrupos de
ella, donde los alumnos con ayuda mutua busquen su propias estrategias de solucion a problemas
planteados. Esta teoria social del aprendizaje integra todos los componentes necesarios que caracterizan
una participacién social como proceso de estudio y de saber. Los componentes se muestran en la

siguiente Figura 18.
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Figura 18. Componentes que caracterizan una participacion social®®.

En la figura se aprecia que Wenger parte de los siguientes cuatro componentes que considera necesarios
para poder caracterizar el aprendizaje como un proceso de participacién y que se describen a
continuacion.

1) Significado. Una forma de hablar sobre nuestra (cambiante) habilidad de experimentar - individual y
colectivamente — nuestra vida y el mundo exterior en tanto comportan significado.

2) Practica. Una forma de hablar sobre los recursos, marcos y perspectivas compartidas, histoéricas y
sociales, que puedan sostener el compromiso mutuo en la accién.

3) Comunidad. Una forma de hablar sobre las configuraciones sociales en las cuales lo que emprendemos
se define en términos del mérito que tiene para seguir desarrollandose y nuestra participacion se reconoce
como competente.

4) |dentidad. Una forma de hablar sobre como el aprender cambia quiénes somos y crea historias
personales al interior de las comunidades a las que pertenecemos.

Para el desarrollo de esta investigacion se definira cada componente segun las exigencias de la misma.
Dentro del primer componente, el significado no se adquiere s6lo con la absorcion de conocimientos por

medio de la realizacion de actividades mecanicas, sino que se tendra en cuenta que en el proceso de

% Wenger, 2007. Communities of Practice: learning, meaning, and identity.
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ensefianza — aprendizaje la contribucion de los estudiantes en un grupo de trabajo crea la construccion
del conocimiento en forma colectiva, por medio del intercambio de ideas e informacion de los integrantes
de la comunidad de clase.

Para el segundo componente, al promover la participacion de los estudiantes en el desarrollo de las
diferentes actividades para la construccion colectiva de significado para el concepto de area, se generara
en cada grupo un compromiso mutuo para cumplir con su objetivo. El compromiso mutuo que se genera
y que caracteriza una comunidad de practica, no va a ser homogéneo en todos los participantes del grupo
ya que cada miembro de la comunidad se encuentra en un lugar propio, donde asume una tarea, genera
cierto tipo de situacién y aporta ideas para resolver un problema, adquiriendo una identidad dentro de su
comunidad de practica y demostrando su grado de competitividad. Estos componentes estan
interrelacionados y se definen mutuamente. Este modelo se basa en el aprendizaje significativo, en el
cual el maestro se convierte en un mediador entre los conocimientos y los alumnos. Para que esto suceda
los alumnos deben participar en lo que estan aprendiendo y para lograr que ellos participen se deben
crear estrategias que permitan que el alumno se sienta motivado por aprender.

‘Para Wenger, la participacién, la imaginacion y la alineacién son tres modos de pertenencia a una
comunidad de préactica por la cual los estudiantes pueden construir su identidad™¥”. Aqui se define la
participacion como la interaccion que puede surgir al debatir un tema determinado, la imaginacion que
permite comprender més facilmente el mundo que rodea al que aprende permitiendo llegar a soluciones
propias, y la alineacion es la coordinacion de programas y actividades que permiten que los estudiantes

se apropien del problema que tienen que resolver.
Conclusiones Capitulo 2

El marco tedrico de la presente investigacion se construy sobre cinco pilares.

57 |ICME11 Grupo tematico de estudio 37.
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Un estudio historico que sustenta cada uno de los componentes de las actividades, asi como la
metodologia empleada. Se aprecia la gran importancia del pensamiento y los planteamientos de
Euclides para demostrar proposiciones y dar solucién a problemas que involucran areas.

Una apreciacion de la teoria de Piaget, en especial en cuanto que los nifios construyen su mundo
al interactuar con él. Este autor pone énfasis en el rol de la accion y la coordinacién de acciones
en el proceso de aprendizaje.

La consideracion y cuestionamiento de la propuesta de Tall en la cual realiza una caracterizacion
del pensamiento matematico del ser humano, resalta diferentes formas para el desarrollo del
pensamiento matematico, y plantea una diferenciacién fundamental en la naturaleza del
pensamiento geométrico y la del pensamiento aritmético - algebraico.

La teoria de la comunidad de practica de Wenger para la organizacion del ambiente en la cual se
buscara la construccion de significado del concepto de area por parte de los estudiantes.

La importancia de construir significado de un concepto a través de la solucién de problemas no
rutinarios por medio de un enfoque cuasiempirico de la creacion de la matematica y de la recreacion

de la misma por la comunidad de estudiantes, y la participacion de todos en esa empresa.
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CAPITULO 3. DISENO METODOLOGICO Y DE ACTIVIDADES
En este capitulo se presenta la metodologia utilizada en el desarrollo de esta investigacion.
3.1. Disefio metodoldgico

La investigacion es de tipo teorico-descriptivo y es un estudio evolutivo y transversal, ya que en ella se
produce una fotografia instantdnea de una poblacion en un momento determinado y se evaluan los
cambios que se producen comparando las mismas personas en diferentes etapas de desarrollo de las
actividades y demas componentes.

Adicionalmente, se trabaja con un andlisis tematico para interpretar el significado de la realidad del sujeto
0 autor de una situacién estudiando sus representaciones, estrategias de solucién y actitudes, y de esta
forma indagar sobre las diferentes etapas y procesos del pensamiento geométrico que desarrolla el
individuo para construir significado robusto del concepto a estudiar y lograr categorizarlos.

Se disefaron actividades didacticas para ser desarrolladas en forma grupal e individual, observando tanto
su desarrollo como sus resultados.

Esta investigacion se desarrollo en cuatro colegios distintos, de diferentes perfiles en cuanto a su
estudiantado, y esta dividida en dos etapas. En la primera fase se aplico cada una de las actividades
propuestas a un grupo de estudiantes de grado sexto pertenecientes a los colegios seleccionados.

Se grabaron videos para analizar las estrategias que utilizaron los equipos de estudiantes cuando estaban
ejecutando sus respectivas actividades lo cual sirvid para el mejoramiento continuo de las mismas,
perfeccionando los materiales para luego ser implementados con un segundo grupo de estudiantes.

Se disefid y elabord la serie final de actividades didacticas que se realizaron con la participacion de

estudiantes de grado sexto pertenecientes a los colegios seleccionados.
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Al finalizar el estudio se realiz6 una prueba - entrevista de forma individual, el cual se llevo a cabo con el
segundo grupo de los cuatro colegios escogidos, para de este modo analizar cada una de las fases por
las cuales el estudiante progresa en la construccion de significado del concepto de area.

Antes de comenzar con la implementacién de las actividades se realizd una prueba de entrada, para
indagar acerca del pensamiento geométrico que han desarrollado previamente en relacién con la
medicion de areas.

Las actividades estan divididas en dos etapas, en una primera se trabaja en forma grupal para construir
el concepto de area y en una segunda etapa se presentan nuevas actividades para trabajarlas en forma
individual. Cada uno de los puntos esta conformado por preguntas abiertas para indagar, precisar y
describir cada uno de los procedimientos desarrollados por los estudiantes.

Para las actividades que corresponden a la primera etapa, se ha seguido la siguiente estructura:

o Actividades de descomposicion y recomposicion con rompecabezas (figuras geométricas
especificas). Se presentan 12 rompecabezas que contienen una muestra de figuras geométricas
comunes y una guia de preguntas que acompafa a cada uno. Esta actividad estimula la creatividad
de los estudiantes utilizando la descomposicion y recomposicion (armar el rompecabezas de varias
maneras) y la posibilidad de manipulacién y apreciacion de las figuras y sus componentes desde
diferentes perspectivas. Se armaron grupos para esta actividad, y con base en la guia de trabajo,
se realizaron preguntas respecto a las figuras que observaron en el rompecabezas y las que
pudieron construir autbnomamente con las piezas que lo componen.

o Realizacion de talleres especialmente disefiados de acuerdo con los significados a construir
empleando el modelo de Wenger. Como parte del sistema de actividades en la solucion de
problemas, se buscé conformar equipos de trabajo; de esta forma se espera que los estudiantes
realicen aportes a sus comparieros de equipo en cuanto a experiencias, comentarios, sugerencias

y reflexiones sobre el trabajo que estan desarrollando (correspondiente al tema de éareas), para

72



después transformar el trabajo individual en un producto mas rico donde se tienen en cuenta las
observaciones hechas por todos los compafieros de equipo.
El disefio de estas actividades se desarrolld con problemas nuevos, algunos de los cuales requieren una
simple respuesta, tomados de los libros de Olimpiadas de Matematicas de Primer Nivel afio 2002, 2005
y 2009, y otros que requieren una solucion completa del estudiante con su respectiva justificacion para
determinar la manera en que ha construido significado del concepto de area.
A continuacion, se da una explicacién de cada una de las categorias que compone las actividades
escritas.

e Descomposicion y recomposicion: Se le presentaron a cada grupo de trabajo 16 problemas
interesantes, en los cuales los estudiantes debian realizar descomposicion y recomposicion de
figuras, planteados en relacién con experiencias cotidianas y matematicas.

e Comparacién: Dentro de estas actividades se presentaron 15 problemas compuestos con
diferentes figuras geométricas planas con el objetivo de que los estudiantes hallaran el area de una
conociendo la de la otra.

e Actividades de razdn entre areas (comparacion aritmética). Se presentaron 22 problemas, y para
cada pregunta se present6 una serie de figuras geométricas, divididas en componentes iguales o
no, donde se buscd que, de manera individual y grupal, se determinara cuél es la razon entre las
respectivas areas.

o Deduccién de formulas aritméticas: Se plantearon situaciones en las cuales el estudiante debi6
analizar la relacion rectangulo-paralelogramo, triangulo—paralelogramo, paralelogramo - trapecio,
triangulo — trapecio, entre otras, y de esta forma comenzar a usar los resultados y las actividades

anteriores para generar él mismo férmulas para calcular el area de esas figuras a través de la
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descomposicion y recomposicion de una figura base para la cual se conoce de antemano una tal
formula.
Al finalizar este proceso se realizd una prueba - entrevista con diez estudiantes de cada colegio elegidos
al azar y quienes participaron en las etapas anteriores de la investigacion, con el propdsito de observar
el caracter conceptual y procedimental del conocimiento que ponen en juego los estudiantes.
Esta prueba - entrevista esta dividida en dos fases; en la primera se comienza con un ambiente para
generar confianza con el estudiante, en el cual se entablé una conversacion realizando preguntas
informales hechas al nifio por el entrevistador. Luego se colocaron sobre la mesa una serie de tarjetas,
para que el estudiante tuviera la posibilidad de escoger dos de ellas y, a partir del contenido de cada
tarjeta, se le pidi6 que inventara y formulara un problema relacionado con él, consignarlo en el lugar
correspondiente del cuestionario, y continuar respondiendo a las preguntas revelando y justificando la
forma en que lo penso, hasta terminar.
Se disefid como modelo de formato a diligenciar por cada estudiante, una vez escogidas las fichas, la

siguiente estructura, que se presenta en la Tabla 2.

Tabla 2. Formato a diligenciar por cada estudiante.

Clave Produccion del estudiante
(ntimero que se le asigne al estudiante)

Problema (NUMERO DEL PROBLEMA ESCOGIDO POR EL ESTUDIANTE)

(PROBLEMA INVENTADO POR EL ESTUDIANTE Y SOLUCION)
Repuesta del estudiante

Repuesta alternativa del estudiante si la tiene

(EL ENTREVISTADOR DILIGENCIARA EN ESTE CAMPO SUS
Conclusiones por parte del entrevistador OBSERVACIONES)

Para esta primera fase, se analizd las etapas en la que consta el problema inventado, interpretacion,

significado del concepto de area, dominio de los procedimientos empleados para resolver los problemas,
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posibles errores cometidos, clase de descomposiciones, recomposiciones 0 comparaciones u otras
estrategias utilizadas.

En la segunda fase de la prueba - entrevista, se le entreg6 al estudiante una serie de problemas para de
esta forma analizar las acciones (fisicas o0 imaginarias) y estrategias que utilizd para dar solucion al
problema planteado. Al menos uno de estos problemas fue tal que su solucion pudo hacerse por
descomposicidn, recomposicion y comparacién con figuras cuya area es conocida, incluyendo el
establecer igualdad de areas, comparacion via fracciones, o el uso creativo de las férmulas entrelazadas
con las acciones anteriores. Igualmente, en la solucion de los problemas planteados existio la posibilidad
de aplicar formulas. Se disefiaron estos problemas de tal modo que el estudiante tuviera que explicar y
justificar su solucion por escrito complementado por explicaciones verbales en caso de ser necesarias
para los fines de la investigacion.

Adicionalmente, cada una de las actividades fue videograbada.

Para el analisis de las actividades desarrolladas por los estudiantes, incluyendo la prueba - entrevista, se
realizé una descripcion de cada una de las acciones que lleva a cabo el estudiante, clasificandolas de
acuerdo a las estrategias utilizadas. Por ejemplo, se buscd determinar si usd6 métodos clasicos y
conocidos o creativos, si utilizd argumentos geométricos, si “reagrup¢” para formar figuras mas féciles
(cudles figuras tratdé de acomodar o comparar: rectangulos, cuadrados, etc.), si se basé en las formulas
0 tratd de buscar una unidad de referencia para medir, si trazd otras rectas para formar figuras
geométricas conocidas, con la finalidad de, fundamentado en estos andlisis, llegar a caracterizar el
pensamiento desplegado por el estudiante.

Para finalizar, en cada etapa de la construccion del concepto se realiz6 una comparacion con la teoria
propuesta por Tall (2013) y de esta forma determinar si los postulados dados por este autor se cumplen
0 no, y asi poderlos refrendar o, de lo contrario, refutar y reemplazar con una explicacién alternativa,
constituyéndose en el aporte teorico de esta investigacion.
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3.2. Disefio y aplicacion de las actividades

En lo que sigue se describen los objetivos que se pretenden en cada una de las actividades y la aplicacion
de éstas para el desarrollo de la presente investigacion, con el propésito de caracterizar el pensamiento

geométrico con respecto a la medicion.

Antes de disefiar las diferentes actividades que ayudaran a los estudiantes a construir el significado de
area de ciertas figuras geométricas planas y caracterizar el pensamiento involucrado, se pensé en
actividades que no fueran de tipo rutinario - memoristico, pues no se pretende desarrollar la habilidad
solo para responder una prueba, se busca ver si el estudiante construye este concepto por medio de la
descomposicion — recomposicién — comparacion, de esta forma analizar cuales son los procesos de
pensamiento que desarrolla el estudiante para construir el significado de este concepto.

Estas actividades presentan una estructura en la cual se tienen en cuenta el concepto de area y las
estrategias utilizadas en las demostraciones euclidianas.

El propdsito de estas actividades es que el estudiante construya el significado del concepto de area por
medio de la descomposicién y recomposicion de algunas figuras geométricas planas, y la posterior
comparacion, presentando en cada actividad una serie de problemas con el objetivo que el estudiante a
medida que vaya solucionando cada problema, comience a construir el significado del concepto que se
estéa trabajando.

Para el desarrollo de las actividades de descomposicion — recomposicion se plantean dos etapas, una de
manipulacion fisica que tiene como objetivo apreciar en cuantas formas se puede descomponer una
figura. La segunda etapa es de manipulacion mental; se proyectaron actividades en el papel donde el
estudiante tiene la necesidad de utilizar su imaginacion para determinar como poder comparar las figuras

planas y hacer correctamente esta representacion en su dibujo.
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El disefio contempla luego que los estudiantes realizaran esa comparacion, que tiene como objetivo que
lleguen a la conclusion que una misma area puede estar representada por diferentes formas geométricas.
Esta etapa se realizara de dos maneras, en la primera no se utiliza una unidad de referencia, y en la
segunda se descompone en unidades de comparacion, representados en triangulos, rectangulos,
rombos, cuadrados, entre otros.

En la proxima actividad se pretende los estudiantes efectuen actividades de deduccion de procedimientos
aritméticos para encontrar el drea de las figuras geométricas propuestas, y en la Ultima actividad se
aborda el circulo donde el estudiante debe encontrar el area del circulo por métodos de aproximacion.
Al finalizar este proceso se realizd una prueba - entrevista para la cual se tomd una muestra de los
estudiantes que participaron en las etapas anteriores de la investigacion para observar el caracter
conceptual y procedimental del conocimiento que ponen en juego los estudiantes.

Para el desarrollo de cada una de las actividades se tuvo en cuenta en su disefio los componentes de la
teoria social del aprendizaje propuestos por E. Wenger(1998), Lakatos, Hersh y Davis, enfatizando
aspectos como los siguientes: Contextualizar el problema de una manera que se conecte con los alumnos
y sus intereses; ofrecer una situacion que sale de las actividades habituales; poner a los alumnos en
condiciones de apropiarse de la situacion, para que puedan desarrollar por si mismos la comprension de
su participacion; colocar a los estudiantes en interacciones, invitandoles a trabajar en equipo 0 como un
grupo; animar a los estudiantes a crear sus propias estrategias de uso de sus conocimientos matematicos
estableciendo vinculos entre los conceptos; animar al debate y a la adopcion de variadas estrategias para

las diferentes soluciones que presentan.
3.2.1. Disefio de las actividades

A continuacion, se presenta la descripcion de cada una de las actividades. Las actividades completas se

encuentran en anexos.
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3.2.1.1. Actividad 1: Rompecabezas

Para el inicio de la actividad se toma una accidn ludica para comenzar a introducir el tema de area, donde
el estudiante comience a sentirse motivado y curioso sobre este tema.

Objetivo: Potenciar el pensamiento geométrico a través de la descomposicion — recomposicion,
manipulacion y apreciacion de figuras geométricas planas desde diferentes posiciones y perspectivas.
Estructura: Los rompecabezas fueron disefiados por la autora de la presente tesis teniendo en cuenta el
abordaje de problemas de area en las proposiciones de Euclides, en el cual el estudiante puede realizar
la descomposicion y recomposicion de las figuras geométricas planteadas.

Metodologia: Para el desarrollo de esta actividad se tuvo en cuenta la comunidad de practica a la manera
de Wenger adaptado a un contexto sencillo, y segun el nimero de estudiantes que conforman la muestra
a investigar se conformaran grupos de tres y dos estudiantes. A cada grupo de trabajo se le entregara
una guia con una serie de preguntas las cuales, deben dar solucién, se espera que se realice la
descomposicion, recomposicion y relacion de las figuras geométricas que se observan en el
rompecabezas.

Para lograr el objetivo de la actividad se plantean una serie de preguntas estructuradas. (Ver Anexo 2.)
Finalidad de la actividad: Los estudiantes observan de cuantas formas se puede descomponer algunas

figuras geométricas planas y de qué figuras se puede componer otra.
3.2.1.2. Actividad 2: Descomposicion y recomposicion

Objetivo: Construccion inicial del significado del concepto de area por medio de la descomposicion y
recomposicion planteadas en relacion con experiencias cotidianas y matematicas.
Estructura: Para esta actividad se tiene en cuenta el enfoque de Euclides en su libro Elementos, donde,

sin hacer una definicién de area, se comparan areas de figuras geomeétricas (paralelogramos, triangulos,
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cuadrados) a través de la descomposicion y recomposicion de figuras, de acuerdo con lo expuesto en el
Capitulo 2.

Las preguntas 1 a 4 tienen como objetivo que el estudiante realice mentalmente la descomposicion de
las figuras respectivas y concluya si tienen la misma &rea (aunque no se introduce el término area
todavia), y de esta forma comenzar a enriquecer la construccion del significado de este concepto.

La pregunta 5 tiene como objetivo que los estudiantes descompongan el trapecio en un rectangulo y dos
triangulos, visualizando cuéles figuras geométricas pueden recomponer un trapecio.

De la pregunta 6 a la 10 se desarrolla como objetivo que el estudiante establezca equivalencias entre la
extension de regiones planas a través del recubrimiento.

Las preguntas 11, 12 'y 13 tienen como objetivo descomponer la zona sombreada para obtener una figura
geomeétrica.

En las preguntas 14, 15 y 16 el estudiante debe utilizar su imaginacion para encontrar la figura teniendo
en cuenta las caracteristicas dadas.

Metodologia: A cada grupo de trabajo se le entregara las guias para la actividad para que entre ellos
encuentren la solucion a cada problema planteado; luego cada grupo expondra sus soluciones ante la
clase para verificar su respuesta. Esta correccion la realizaran sus compafieros de clase, y, teniendo en

cuenta las respuestas, si es necesario, podra intervenir el docente.

Finalidad de la actividad: Determinacion de igualdad de area de ciertas figuras geomeétricas por medio

de descomposiciones.
3.2.1.3. Actividad 3: Comparacion

Objetivo: Medir el area mediante el recubrimiento total de una figura, utilizando, sin nombrarla, una

unidad de comparacion o referencia (triangulos, cuadrados, rectangulos, rombos).
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Estructura: Para esta actividad se disefiaron los puntos teniendo en cuenta el enfoque de Euclides, en
las proposiciones donde se comparan diferentes figuras para determinar el area de un rectangulo a través
del &rea de dos triangulos.

Algunas de las preguntas se hacen en el contexto de la cuadricula ya que es una primera etapa por la
cual deben pasar los estudiantes, para luego realizar construcciones mentales sin la ayuda de la
cuadricula, asi logrando un mejor desarrollo de su pensamiento geométrico.

Las preguntas de la 1 hasta la 6 permiten que los estudiantes establezcan equivalencias entre regiones
a través de la comparacion y el recubrimiento.

Las preguntas 7 hasta la 9, tienen como objetivo descomponer la figura en unidades de referencia.

En las preguntas 10 hasta 14 se pretende que los estudiantes demuestren de cuantas de estas unidades
esta compuesta la figura.

La pregunta 15 permite que los estudiantes descompongan el trapecio en cuatro partes de igual tamafio.
Metodologia: A cada grupo de trabajo se le entregara las guias para la actividad para que entre ellos
encuentren la solucion a cada problema planteado; luego cada grupo expondra sus soluciones ante la
clase para verificar su respuesta. Esta correccion la realizaran sus comparieros de clase, y, teniendo en
cuenta las respuestas, si es necesario, podra intervenir el docente.

Finalidad de la actividad: Los estudiantes tomaradn una unidad como patron de comparacion
determinando cuantas veces cabe en la figura sefialada; se pretende que de esta manera los estudiantes

se van adelantando en la construccion de significado del concepto de area.
3.2.1.4. Actividad 4: Razén entre areas

Objetivo: Dividir las diferentes figuras geométricas para hallar el area de una regién sombreada.
Estructura: En las preguntas 1 hasta la 6, los estudiantes tienen la necesidad de descomponer cada

figura geométrica obteniendo partes iguales para compararlas encontrando la fraccién de area solicitada.
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Las preguntas 7 hasta la 21 plantean problemas interesantes en los cuales los estudiantes deben
encontrar el area de la region sombreada por medio de la division en partes iguales.

En la pregunta 22, los estudiantes deben calcular la fraccion del total que representa cada figura.
Metodologia: A cada grupo de trabajo se le entregara las guias para la actividad para que entre ellos
encuentren la solucién a cada problema planteado; luego cada grupo expondré sus soluciones ante la
clase para verificar su respuesta. Esta correccion la realizaran sus comparieros de clase, y, teniendo en
cuenta las respuestas, si es necesario, podra intervenir el docente.

Finalidad de la esta actividad: Los estudiantes empiezan a realizar subdivisiones de igual tamafio a
diferentes figuras geométricas, de esta forma comienzan a comparar identificando qué es una razon y

como pueden encontrarla y asi progresar en la construccidn de significado del concepto de area.
3.2.1.5. Actividad 5: Deduccion de procedimientos aritméticos para el calculo de areas

Esta actividad esta dividida en tres etapas que tienen el mismo objetivo y metodologia.

Objetivo: Establecer la relacidn de figuras geométricas por medio de la descomposicion y recomposicion
formando nuevas figuras geométricas, teniendo en cuenta el enfoque euclidiano, proceso en el cual el
estudiante puede realizar la descomposicion, recomposicion y comparacion de las figuras geométricas
para hallar su area e inducirle a encontrar nuevos procedimientos de tipo aritmético para hallar el area de
ciertas figuras geométricas.

Metodologia: A cada grupo de trabajo se le entregara las guias para que entre ellos encuentren la
solucién a cada problema planteado; luego cada grupo expondra sus soluciones ante la clase para
verificar su respuesta. Esta correccion la realizaran sus comparieros de clase, y, teniendo en cuenta las

respuestas, si es necesario, podra intervenir el docente.
3.2.1.5.1. Actividad 5: Explorando el cuadrado y el rectangulo

Estructura: Las preguntas 1y 2 se disefiaron para permitir al estudiante encontrar el area del rectangulo.
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En las preguntas 3, 4 y 5 teniendo los estudiantes claro el procedimiento aritmético para encontrar el area
de un rectangulo, se dan las dimensiones de la longitud de la base y de la altura de varios rectangulos y
cuadrados para que se encuentre el numero de unidades cuadradas que recubre la figura.

En la pregunta 6 los estudiantes deben ordenar los rectdngulos de mayor area a menor area.

En las preguntas 6, 7 y 8 se presentan rectangulos y cuadrados para que los estudiantes, conociendo en
area total, encuentren sus dimensiones.

Frente a las preguntas 9 y 10 los estudiantes explicardn qué procedimientos aritmético-algebraicos
encontraron para hallar el area del cuadrado y el rectangulo. En las preguntas 11y 12 los estudiantes
daran solucién a los problemas planteados teniendo en cuenta las estrategias y el entendimiento que

construyeron.
3.2.1.5.2. Actividad 6: Explorando el rectangulo y el paralelogramo

Estructura: Las preguntas 1 y 2 se disefiaron para inducir al estudiante a encontrar el area del
paralelogramo. Las preguntas 3 y 4, teniendo los estudiantes claro el procedimiento aritmético —
algebraico para encontrar el area de un rectangulo y paralelogramo, se dan dimensiones de la longitud
de la base y la longitud de la altura de varios rectangulos y paralelogramos para que comparen sus areas.
El objetivo de las preguntas 5 hasta la 7 es que los estudiantes construyan rectangulos y paralelogramos
de igual area pero con diferentes dimensiones. En cuanto a las preguntas 8 hasta la 11, el objetivo de
estas preguntas es encontrar la relacion del rectangulo y paralelogramo proporcionandoles datos
numéricos para que concluyan los procedimientos aritméticos que permiten calcular el &rea de cualquier

paralelogramo es la misma que la del rectangulo.
3.2.1.5.3. Actividad 7: Explorando el triangulo

Estructura: En la pregunta 1 se busca que el estudiante observe que al trazar una linea diagonal en el

paralelogramo la figura queda conformada en dos triangulos congruentes, de esta forma inducirles a
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buscar estrategias para encontrar el area de uno de los triangulos encontrando procedimientos
aritméticos.

En las preguntas 2 hasta la 4 se les presentan varios triangulos para que los estudiantes los representen
en un paralelogramo y un rectangulo.

Las preguntas 5y 6 se disefiaron para dar herramientas al estudiante para encontrar el &rea del triangulo.
En las preguntas 8 y 9 se dan unas dimensiones para que se encuentre el area de los triangulos.

En la pregunta 10 se presenta dos tridngulos para que los estudiantes relacionen el érea de estas dos
figuras.

Las preguntas 11y 12 son problemas de olimpiadas para que los estudiantes realicen descomposiciones

y comparaciones para dar solucién al problema.
3.2.1.5.4. Actividad 8: Explorando el trapecio y el hexagono

Estructura: En la pregunta 1 se presentan dos trapecios para que los estudiantes armen un
paralelogramo y de esta forma ver la relacidén que se puede establecer entre estas dos figuras.

La pregunta 2 presenta un trapecio para que se encuentre el area a través de la descomposicion en un
cuadrado y un triangulo.

Las preguntas 3 y 4 buscan la descomposicidn de un trapecio no rectangulo en dos triangulos para
calcular su area.

En la pregunta 5 se busca que el estudiante manipule el trapecio para que se formen dos rectangulos y
a partir de esto encontrar su area.

En las preguntas 6 a la 8 se plantean problemas para que los estudiantes descompongan el hexagono y
puedan observar las diferentes regiones en que se puede descomponer para de esta forma sacar

conclusiones con respecto al area de las mismas.
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Las preguntas 9 hasta la 12 presentan problemas en los cuales los estudiantes realizan

descomposiciones y recomposiciones de las figuras geométricas para hallar su area.
3.2.1.6. Actividad 9: El circulo

Objetivo: Encontrar la constante de proporcionalidad entre el lado y el perimetro de algunas figuras como
el cuadrado, triangulo equilatero, hexagono regular, pentagono regular y la circunferencia (en este caso
entre el radio o didmetro y el perimetro).

Determinar inductivamente la férmula del &rea de la circunferencia.

Metodologia: A cada grupo de trabajo se le entregara cuatro cuadrados de lados 1cm, 2cm, 3cm y 4cm,
triangulos equilateros de lados 1cm, 2cm, 3cm y 4cm, hexagonos regulares de lados 1cm, 2cm y 3cm,
pentadgonos regulares de 1cm, 2cmy 3cm, circulos de diametro 1cm, 2cm, 3cm y 4cm. Luego se le hara
entrega de un rollo de cinta de enmascarar, tijeras y graficas del plano cartesiano para cada figura
geomeétrica.

Se les pedira que tomen cada figura desde la mas pequefia a la mas grande, con la cinta enrollen la
figura, corten y la peguen en el plano entregado en el punto del eje horizontal correspondiente a la longitud
de su lado. Este mismo procedimiento lo deben realizar en diferente plano cartesiano con cada figura
geométrica entregada. Luego se les sefialara que con una regla midan el largo de la cinta pegada en
cada plano cartesiano aclarandoles que éste sera el perimetro de cada figura geométrica, que para el
circulo se llama también la longitud. Al tener estos datos se les pedira que, dependiendo de cada lado de
la figura geométrica con su respectivo perimetro, hallen la razon entre el area y la longitud del lado para
cada figura. Para el circulo tendrén en cuenta el didmetro y su longitud. Al realizar los calculos se darén
cuenta, por ejemplo, para el cuadrado, que la razén de area se llega a un mismo nimero que es cuatro,
para el triangulo 3, para el hexagono 6, pentdgono 5 y para el circulo aproximadamente 3,1 encontrando

un valor aproximado del numero 1. También se les indicara que si tomamos cada numero encontrado y
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lo multiplicamos por el numero de lados encontramos su perimetro y para el circulo si tomamos 3,1y lo
multiplicamos por su diametro encontramos una aproximacion de la longitud de la circunferencia. El
docente luego preguntara ;como se encuentra el area del cuadrado? Con las respuestas de los
estudiantes se reconstruira el camino de lo que se realizé con las primeras actividades y luego se buscara

por induccién que se encuentre el area del circulo.
3.2.2. Prueba - entrevista

Como se ha informado, la entrevista esta dividida en dos fases; en la primera se comienza con un
ambiente de confianza con el estudiante, en el cual se entablara una conversacion realizando preguntas
informales hechas al nifio por el entrevistador. Luego se colocarén sobre la mesa una serie de tarjetas
(ver Anexo 1), para que el estudiante tenga la posibilidad de escoger dos de ellas y a partir del contenido
de cada tarjeta se le pedira que invente y formule un problema relacionado con cada una de ellas,
consignarlo en el lugar correspondiente del cuestionario, y continuar respondiendo a las preguntas
revelando y justificando la forma en que la penso, hasta terminar.

Para esta primera fase, se analizara la interpretacion, significado del concepto de area, dominio de los
procedimientos empleados para resolver los problemas, posibles errores cometidos, clase de
descomposiciones, recomposiciones 0 comparaciones u otras estrategias utilizadas.

En la segunda fase de la prueba — entrevista, se le entregara al estudiante una serie de problemas para
de esta forma analizar las acciones (fisicas o imaginarias) y estrategias que utiliza para dar solucion a
cada problema planteado. Se disefiaran estos problemas de tal modo que el estudiante tenga que explicar
y justificar su solucién por escrito complementado por explicaciones verbales en caso de ser necesario

para los fines de la investigacion.
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3.2.3. Correccion de actividades: Colegio Tibabuyes Universal I.E.D. y Liceo Fesan

Se inicio la investigacion en el Colegio Tibabuyes Universal |.E.D. y Liceo Fesan con los estudiantes de
grado sexto, el primer colegio conformado por 45 estudiantes y el segundo por 39. Con estos estudiantes
se quiso observar las dificultades que se pudieran presentar en el desarrollo de cada una de las
actividades para perfeccionarlos y luego aplicarlos a los estudiantes del Colegio Antonio Narifio sede
Usme, Colegio Bilingue el Bosque y Liceo Fesan donde esta centrada la investigacion. EI numero de
estudiantes que participaron en esta actividad fueron: Colegio Antonio Narifio sede Usme 35 estudiantes,
Colegio Bilingtie el Bosque 18 estudiantes, Liceo Fesan 39 estudiantes.

Para desarrollar el modelo de Wenger, se conformaron grupos de tres y dos integrantes, a cada grupo se
les entreg0 las respectivas actividades, y se observé el trabajo en equipo para hallar la solucién de los
problemas planteados. (Esto qued6 grabado en el Video 1.) Se debatieron algunas de las respuestas
encontradas por los estudiantes, y en adicion entre ellos mismos discutian sus resultados.

Con base a lo observado se concluyé:

Prueba de entrada

Se observo que los estudiantes de ambos colegios entendieron las preguntas, pero no sabian como

abordar algunos problemas por falta de conocimiento, por lo que se opta por no hacerle cambios.

1. Actividad con rompecabezas

No se encontrd ninguna dificultad con el rompecabezas, los estudiantes dieron respuesta rapidamente a las
preguntas planteadas, sefialaban que estaba muy facil.

La pregunta comun que realizaron los estudiantes en ambos colegios fue: ;,como se llama la figura de color
amarillo?, no tuvieron inconvenientes en dar solucién a las preguntas planteadas.
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El grupo de trabajo al cual le correspondio éste rompecabezas no se acordaban del nombre de la figura que
componia el rompecabezas por lo que lo llamaban pentagono, se aclaré el nombre de la figura geométrica.
No hubo problemas con la solucion de las preguntas propuestas.

No se encontrd ninguna dificultad con la solucién de las preguntas planteadas de este rompecabezas.

No se encontré ninguna dificultad con el rompecabezas, los estudiantes dieron respuesta rapidamente a las
preguntas planteadas.

El equipo de trabajo que le correspondié este rompecabezas tuvo dificultad en la solucién de los items ¢ y
d, pero esta dificultad no fue por el planteamiento del problema, sino que no sabian cémo era un tridngulo
rectangulo.

El grupo al que le correspondié este rompecabezas no tuvo inconvenientes para dar solucion a las preguntas
planteadas.

Los estudiantes encontraron varias formas de armar el rompecabezas y argumentaron cada una de las
preguntas planteadas.

Los grupos de trabajo sefialaron con facilidad de cuéntas formas pueden descomponer el rompecabezas.

Los grupos de trabajo identificaron con facilidad que la unién de las piezas compone el rompecabezas, con
las fichas del rompecabezas encontraron varias otras figuras geométricas.

Se interactud con cada grupo luego de que exploraran los rompecabezas, para apreciar qué conclusiones

percibieron en la descomposicion de cada figura y las explicaciones que realizaban para dar respuesta a

las preguntas planteadas; al finalizar la actividad se pregunté a nivel grupal de cuantas formas se podria

descomponer un hexagono y un trapecio, entre otros, en regiones iguales.

Terminada esta sesion se presentd la Actividad 1; seccién 2: Descomposicion y Recomposicion.
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Para el punto 6 se mejora la figura ya que los estudiantes observaban la figura sombreada dividida en
dos triangulos. En la pregunta 4, se especifica que se quiere criar gallinas en la zona sombreada ya que
tuvieron problemas en la comprension del problema. En los puntos 15 y 16 algunos grupos tuvieron
dificultad para su desarrollo, pero se tomd la decisién de dejarlos sin modificaciones para analizar la
reaccion de los estudiantes que pertenecen a la investigacion.

Actividad 2: Comparacion

Se observo dificultad por parte de los estudiantes en la solucion del punto 5, pues no sabian como recubrir
la figura. Se decide dejarlo sin modificaciones ya que la dificultad por parte de los estudiantes no tiene
que ver con la estructura del ejercicio. Para la pregunta 8, los estudiantes no sabian a qué se refiere
cuando se habla de cuadrados parciales y enteros; se realiza la explicacion al grupo por lo que los
estudiantes pudieron continuar con el desarrollo de la actividad. Se decide dejar la estructura de la
actividad ya que la mayoria de estudiantes termina antes del tiempo programado.

Actividad 3: Razon entre areas

Se observo dificultad para el desarrollo de esta actividad con los estudiantes del Liceo Fesan ya que no
tenian un conocimiento previo sobre fraccién; ademas tuvieron inconvenientes en dividir una figura en
partes iguales para encontrar la razén de area. Esta ultima dificultad también lo tuvieron algunos de los
estudiantes del Colegio Tibabuyes Universal |.E.D.

Se decide dejar la totalidad de la estructura de la actividad y para la implementacidn con los estudiantes
del estudio se opta por hacer una introduccion de fraccién antes de comenzar a trabajar la actividad.
Actividad 4: Seccion 1: Explorando el cuadrado y el rectangulo

Se observo dificultad en la solucion del punto 2 porque los estudiantes no sabian como dibujar dos
rectangulos de igual area con diferentes dimensiones. Se hizo la explicacion del concepto “dimensién”.

En el punto 12 la mayoria de grupos tuvo dificultad en la solucién del problema; comprendieron la
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pregunta, pero no sabian como dar solucion. Se decide dejar este punto para observar en el grupo de
investigacion la reaccion para dar respuesta a esta pregunta.

Actividad 4: Seccion 2: Explorando el rectangulo y el paralelogramo

Al igual que la actividad anterior los estudiantes tuvieron dificultad en dar solucidn en el punto 5, y en el
punto 11 algunos de los grupos de trabajo no supieron como abordar el problema. Se decide dejar la
totalidad de la estructura de la actividad.

Actividad 4: Seccioén 3: Explorando el triangulo

Se observa dificultad en el punto 4 por la forma del tridngulo, en el punto 7 la mayoria de los grupos de
trabajo encuentra el &rea del rectangulo y lo dividen en dos para encontrar el area de la region sombreada.
No tienen en cuenta la pregunta que se formuld. Ademas, se evidencia en el Colegio Tibabuyes Universal
l.E.D. la falta de comprension lectora para dar solucién a esta actividad. Se decide dejar los problemas
planteados en esta actividad ya que las dificultades evidenciadas no fueron por la estructura de los
problemas.

Actividad 4: Seccion 4: Explorando el trapecio

Se observé la dificultad en los grupos de estudiantes para formar un paralelogramo con dos trapecios. En
el punto 4 se decide que los estudiantes construyan solo dos trapecios ya que es la continuacion del
punto 2. Para las preguntas 10y 11 los estudiantes tuvieron dificultad en encontrar las dimensiones de la
figura descompuesta.

Actividad 5: El Circulo

Para el desarrollo de esta actividad no se evidenci6 ninguna dificultad por parte de los grupos de trabajo
ya que, por ser una actividad diferente a las actividades que se venian trabajando, demostraron buena

motivacion por realizarla.
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Conclusiones Capitulo 3

Teniendo en cuenta cada una de las observaciones realizadas en la implementacion de las actividades

se corrigen y se implementan al grupo de estudiantes donde va dirigida la investigacion.
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CAPITULO 4. IMPLEMENTACION DE LA PROPUESTA METODOLOGICA Y DESCRIPCION DE

ALGUNOS EPISODIOS EN LA CONSTRUCCION DEL SIGNIFICADO DEL CONCEPTO DE AREA

En el presente capitulo se da un breve reporte de la ejecucion de la investigacion sefialando algunas

condiciones particulares de ésta, alcances y dificultades.
4.1. Implementacion de la propuesta

La investigacion se desarrollé en el Colegio Antonio Narifio sede Usme, Liceo Feséan, y Colegio del
Bosque Bilinglie de la ciudad de Bogota. Para iniciar con el modelo de la teoria social de aprendizaje
propuesto por Wenger (1998), Lakatos (1978), Hersh y Davis (1988), se conformaron equipos de trabajo
de dos y tres estudiantes, por afinidad. En cada grupo de trabajo, el liderazgo es compartido en
correspondencia a la actividad.

En las sesiones, se analizé la manera en que cada equipo de trabajo busca las estrategias de solucion
para los problemas propuestos de forma grupal dentro del salén de clases, problemas que estan
disefiados para que se logre la construccion del concepto de area de ciertas figuras geométricas planas.
Los problemas que se proponen en cada una de las actividades estan centrados en la descomposicion,
recomposicion y comparacion de figuras planas.

La caracterizacion del pensamiento geométrico que se va desarrollando se haré por medio del analisis
de las estrategias de solucion y los aportes que realizan los estudiantes a su grupo y al grupo en conjunto,
demostrando las formas en que van construyendo significado cada vez mas robusto del concepto de area.
Para determinar si los objetivos propuestos por la metodologia para la construccion de significado robusto
del concepto de area y caracterizacion del pensamiento involucrado se cumplieron, se aplicd una prueba
— entrevista dividida en dos etapas.

Las interacciones que se desarrollan en cada grupo de trabajo se refieren a las discusiones que los

estudiantes tienen entre ellos cuando resuelven un problema. Se motiva a los estudiantes a socializar las
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respuestas de las diferentes actividades en la clase contando con una mediacion permanente por parte
del docente como interlocutor reaccionando a las intervenciones de los estudiantes y estimulando al
dialogo.

La presentacion de los talleres se caracteriza por involucrar a los estudiantes en la construccion de su
propio conocimiento geométrico desde el momento que se presenta la primera actividad. En este proceso,
cuando los estudiantes estén desarrollando las diferentes etapas que conforman la investigacion, se les
pide que presenten la solucion a la que llegaron para compartir los diferentes métodos y procedimientos
de solucion ante la comunidad de clase. Los estudiantes describen sus estrategias y dan sus puntos de
vista frente a la solucién expuesta por sus compafieros, y asi se comparan las respuestas aclarando
dudas y llegando a un consenso a nivel grupal.

Para realizar un andlisis a profundidad, cada una de las actividades fue videograbada, de modo que se
pudo constatar las ideas, generalizaciones y conclusiones a las que llegaron los estudiantes, como se

muestra en el CD que se anexa a la tesis.
4.2. Descripcion de algunos episodios en la construccion de significado del concepto de area

En esta seccion se da un breve reporte de la ejecucion de la investigacion, donde se mencionan algunas

condiciones particulares de ésta, sus alcances y dificultades que se presentaron.
4.2.1. Prueba de entrada

Al realizar el analisis de la prueba de entrada en cada uno de los colegios, se observd que los estudiantes
buscaban procedimientos aritméticos para dar solucion a los problemas planteados; la gran mayoria de
estudiantes no buscaba otro tipo de estrategia, por ejemplo, lo relacionado a los métodos de
descomposicion y recomposicién. A continuacién, se analiza algunas respuestas dadas por los

estudiantes.
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Figua 19. Resolucion del problema 1.

En el punto 1 (ver Figura 19), los estudiantes verificaron la cantidad de baldosas que estan puestas en
cada cocina y de esta forma justifican quién ha puesto mas baldosas. Otros estudiantes lo que realizan
contando la cantidad de baldosas que caben en la pared y cuantas llevan puestas, obteniendo estos

datos, justifican su respuesta.

Figura 20. Resolucion del problema 4.

En el punto 4, la mayoria de los estudiantes justificaba su respuesta por medio de la observacion,
sefialando que “... gastan menos pintura porque hay menos espacio”®.

En la pregunta 6, algunos estudiantes no dieron respuesta al problema planteado; aunque entendian lo
que se les pedia, no sabian cdmo abordarlo. Algunas respuestas dadas por los estudiantes que trabajaron
este punto fueron: “... un centimetro por un centimetro; pues es el mas pequerfio, la baldosa de 2 cm,
puede utilizar las 3 baldosas de 1 cm por 1cm porque las otras se tenian que cortar, y de uno y dos

centimetros por qué entre mas grande termina mas rapido”®°.

%8 QOpiniones de los estudiantes.
59 Opiniones de los estudiantes.
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Es de precisar que los estudiantes anotaron estas respuestas, pero no las justificaban, también se
observa que no realizaron ningin trazo en la figura dada. Ademas, no tuvieron presente que podian
combinar las baldosas. Un solo estudiante por colegio trabajo de forma correcta la respuesta. Uno de
ellos plantea la siguiente solucion: ... 4 baldosas de 1 cm, 3 baldosas de 2 cm y una baldosa de 3 cm”®.
También ofrecen una justificacion a través de los trazos respectivos en la figura dada.

Dificultades. A continuacion, se indican el porcentaje de respuestas correctas que obtuvieron los

estudiantes en la presentacion de la prueba- entrada.

PREGUNTAS CORRECTAS EN %
COLEGIOS 1 2 3 4 5 6
Colegio 1% 6A 94% 0% 72% 0% 50% 1%
Colegio 12 6B 100% | 20% | 93% % 60% 0%
Colegio 26 75% 0% 50% 0% 25% 8%
Colegio 3¢ 90% 0% 44% 3% 3% 5%

Con base a estos resultados se concluye:

PREGUNTAS CORRECTAS EN %

1 2 3 4 5 6

Poblacion participante en la investigacion 89% 4% 59% 2% 26% 6%

Conclusiones. Los estudiantes no han construido significado apropiado del concepto de area, lo cual se

evidencia en las respuestas dadas, no consideran la descomposicion y recomposicion de figuras.

60 Opinion del estudiante FP, del colegio del Bosque
61 Colegio Antonio Narifio sede Usme

62 Colegio Antonio Narifio sede Usme

&3 Colegio Bilinglie el Bosque

64 Liceo Fesan
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4.2.2. Actividad rompecabezas

Antes de comenzar la implementacion de la investigacion, los estudiantes estaban curiosos sobre el tema
a trabajar, se les indic6 la metodologia de trabajo y se les sefialo que a medida que se le diera solucién
a cada actividad, ellos iban a descubrir el concepto a trabajar.

Se conformaron equipos de trabajo y se les entregd tres rompecabezas por grupo, luego se les indico
que no desarmaran los rompecabezas, sin antes leer y analizar cada una de las preguntas formuladas en
la guia de trabajo. Los estudiantes al ver los rompecabezas se emocionaron y sefialaron “... el concepto
que vamos a trabajar es de geometria™®.

Descripcion de algunos episodios.

El docente pasa por cada equipo de trabajo y realiza algunas preguntas respecto a la descomposicion y
recomposicion del rompecabezas, ademas pide que se le explique algunas preguntas formuladas en la
guia de trabajo, como se evidencia en el CD que se anexa a la tesis.

Se observa que algunos grupos de trabajo no recuerdan el nombre de ciertas figuras geométricas, como
son el hexagono, trapecio y rombo; para dar respuesta a esta inquietud, se decide preguntar a nivel grupal
los nombres para evitar que se identifiquen a los estudiantes que tienen dudas.

Los estudiantes siguieron explorando cada uno de los rompecabezas asignados y visualizaron con qué
figuras geométricas se puede componer otra. A continuacion, a nivel del grupo total se dio la solucion a
algunas preguntas formuladas en cada guia de trabajo.

Dificultades. La mayoria de estudiantes no recordaba los nombres de los poligonos, aunque distinguian
perfectamente entre ellos. Por otra parte, no tenian claro cdmo ubicar la altura de los triangulos y
paralelogramos.

Logros. En el andlisis de los resultados de esta actividad, se constatan los siguientes aspectos positivos.

65 Opiniones de los estudiantes.
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e |dentifican las figuras geométricas involucradas.
¢ Logran descomponer los rompecabezas en otras figuras.
o Argumentan las respuestas de las preguntas correspondientes a cada guia de trabajo.
o Justifican por qué dos figuras geométricas tienen igual tamafio
o Descubren por cuantos triangulos equilateros esta compuesto el trapecio isdsceles que es una de
las piezas de los rompecabezas y comparan la base de un triangulo con la base mayor del trapecio.
e Manifiestan de cuéntas formas se puede descomponer un hexdgono en las fichas del
rompecabezas.
e Desarrollan la creatividad para formar nuevas figuras geométricas con las fichas del
rompecabezas.
e Comparan la altura y la base del cuadrado y el triangulo.
¢ La manipulacién posibilita vivencias y experiencias significativas.
Conclusiones. Los estudiantes utilizan los procesos de visualizacion para descubrir figuras dentro de
una figura compuesta, invierten y rotan las fichas para obtener otras figuras geométricas, comparan
tamarios de las diferentes figuras obtenidas.
Esta actividad de los rompecabezas propicia la manipulacién geométrica, facilitando la descomposicion y
recomposicion a través de estos objetos concretos, proceso que es basico para el desarrollo del
pensamiento geométrico.
Los rompecabezas geométricos ayudaron a los estudiantes a estimular y potenciar su pensamiento
geométrico, pues permiten identificar las figuras geométricas y reconocer diferentes maneras de
descomponer y recomponer éstas. Ademas, los estudiantes comienzan a realizar descripciones cortas
de las formas y de algunas propiedades de las diferentes figuras. De esta manera, los estudiantes van

incrementando su vocabulario geométrico conforme estén pensando geométricamente.
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4.2.3. Actividad: Descomposicion y recomposicion

Al iniciar esta actividad se indicé que se conformaran grupos de trabajo, y se sugirié que podrian ser los
mismos grupos de la actividad anterior, pero se permitié algunas reorganizaciones de los grupos.

Una vez organizados, se hizo entrega de la guia de trabajo correspondiente a esta sesion. Al comenzar
a trabajar se observé que los integrantes del grupo daban su punto de vista para dar solucion a los
problemas planteados. Entre ellos mismos aceptaban o rechazaban la opinion de sus compafieros,
explicandoles el por qué no aceptaban su respuesta. Algunos grupos expresaban sus inquietudes y
consultaron al docente para aclarar sus dudas, inquietudes que se manejaban mediante el dialogo.

Al igual que en el trabajo con los rompecabezas, se pasé por cada equipo de trabajo a pedir explicaciones
de cémo llegaron a la respuesta de algunos problemas planteados, de esta manera se fueron anotando
sus procesos de argumentacion y pensamiento para llegar a sus soluciones.

Descripcion de algunos episodios.

En la pregunta 1, aunque la gran mayoria de los grupos llego a la respuesta correcta, algunos equipos de
trabajo sefialaron que les era dificil escribir su método de solucién, que les era mas facil explicarlo en
forma verbal. A continuacion, se observa algunas respuestas, las cuales son incorrectas (ver Figura 21),

que fueron comunes en todos los colegios.

Figura 21. Respuestas de algunos equipos de trabajo. -

Los estudiantes no fueron rigurosos para analizar la situacion presentada, sélo se fijaron en la forma de
la figura o se pusieron a medir con regla. En la Figura 22 se puede observar una solucién correcta a esta

pregunta.
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Figura 22. Respuestas de algunos equipos de trabajo.

Los estudiantes dividieron la Figura B en dos rectangulos, tomaron el rectangulo formado al lado derecho
y sefialaban que, si la colocaban encima del cuadrado de la Figura B, se tendria la misma cantidad de
pasto de la Figura A.

Como una evidencia del trabajo realizado, se presentan algunas respuestas dadas por los equipos de
trabajo en los diferentes colegios participantes de la investigacion. Los estudiantes plantean: “... lo
podemos averiguar poniendo el A en B y ocupan el mismo espacio; ... Si, colocamos la parte dividida de
la figura B arriba queda igual a la A; ... si, lo averiguamos descomponiendo la figura B y asi vimos que
era la misma figura A; ...si, tiene la misma cantidad de pasto que la A, pues si le cortamos la parte
sobrante de la figura B y la ubicamos encima, da igual; ...si, porque la figura B esta separado por un
rectangulo al lado; ...si reconstruyéndola”, entre otros®.

En la pregunta 2, se les presenta dos parques, se les pregunta si el parque A, tiene la misma cantidad de
pasto que el parque B. Las respuestas por parte de los estudiantes a nivel general, fue que no, porque al
descomponer la Figura B, no se obtiene la Figura A.

En la pregunta 3, los estudiantes comienzan con el proceso de descomposicion de las figuras dadas, para
argumentar si tienen igual area o diferente; estos procesos los siguen realizando para toda la guia de
trabajo.

Dificultades. Los estudiantes utilizaban un lenguaje inadecuado para dar explicaciones a sus respuestas.

En el desarrollo de esta actividad los estudiantes querian dar solucién a los problemas con la utilizacién

8 Respuestas de algunos equipos de trabajo pertenecientes a los colegios de la investigacion.
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de la regla para realizar las respectivas medidas a las figuras, pero se les indicé que guardaran las reglas
y solo usaran lapiz y borrador. De esta manera los estudiantes comienzan a construir el significado de
area por medio de la descomposicion y recomposicion.

Logros. A partir del punto tres, todos los grupos de trabajo comenzaron a realizar las descomposiciones
y recomposiciones necesarias para dar solucion a los problemas. Los estudiantes terminaron antes de
tiempo con el desarrollo de la actividad.

Conclusiones. Como se indica en la Grafica 1, un gran porcentaje de los estudiantes empezaron a
construir el significado de area por medio de la descomposicién y recomposicion. Algunos estudiantes
realizaban estas descomposiciones mentalmente, luego en forma verbal se las explicaban a sus
compafieros. Algunos miembros del grupo no les entendian, por lo que el estudiante comenzaba a realizar
los trazos en la figura para hacerse entender.

Los estudiantes comienzan a operar con los objetos realizandoles la descomposicidn y recomposicion

necesarias por medio de trazos sobre la figura.
Seccion 2: Descomposicion y Recomposicion

100 100 100 100 100 o7 100 100 a7

94 3T 95 9 a1
2 85

&4

Porcentaje
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Preguntas

Correctas No sabel No responde

Grafica 1. Actividad Seccién 2: Descomposicion y Recomposicion

4.2.4. Actividad: Comparacion

Los estudiantes se organizan en grupos de trabajo y esperan que se comience la introduccion del tema
que se va a trabajar en esa sesion. Al igual que en la actividad anterior, se observa la curiosidad y

entusiasmo por saber qué actividad se va a trabajar.
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Descripcion de algunos episodios.
En la pregunta 1, se observa que la mayoria de equipos de trabajo realizan trazos apropiados para cubrir
la figura, algunos equipos trazan una linea que no pertenece a la figura conllevandolos a obtener una

unidad de més. En la Figura 23, se puede observar este tipo de respuesta.

Figura 23. Respuesta incorrecta por parte de algunos equipos de trabajo.

En la Figura 24 se observa, algunas soluciones correctas dadas por la mayoria de equipos de trabajo.

Figura 24. Respuesta correctas de algunos equipos de trabajo.

Los estudiantes no tuvieron inconvenientes para dar solucion a los problemas 2, 3y 4 (ver Anexo 4).
En la pregunta 6, los estudiantes encuentran varias estrategias de solucion. Algunas respuestas
destacadas por parte de algunos equipos de trabajo son:

¢ Contaron la cantidad de cuadros que contiene cada una de las partes del terreno.

e Para el terreno ACDE trazaron una diagonal de AD, observaron que obtenian un tridngulo
rectangulo ACD igual al triangulo ABC que corresponde a la otra parte del terreno, concluyen que
el terreno ACDE tiene mas area porque este terreno contiene un triangulo rectangulo mas otra
figura adicional.

o Compararon las regiones externas de cada figura, y determinaron que la figura ACDE tiene mayor

area, porque la region externa a esta figura es menor que la region externa de la figura ABC.
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En la pregunta 10, los estudiantes formulan preguntas y dan su respectiva respuesta, se evidencia que
comienzan a involucrar el término de “area”. Algunas preguntas realizas por ellos son:

“... ¢cuantos cuadrados tiene la figura 1?;... ;con la figura 1, se puede formar la figura 2?;... ; las dos
figuras tienen la misma area?;... ; se puede hacer otra figura, con la misma area de la figura 1?;... ;las
dos figuras qué tienen en comun?;...;cuantos cuadrados se necesitan para formar la figura 1?;...;cuéal
de las dos figuras es mas grande?;... sen la figura 1y 2 cuantos triangulos hay?;... ;cuantos rectangulos
Se necesitan para hacer la figura1?;...; por cuantos cuadrados esta conformada la figura 1?;...;al mover
los cuadrados de la figura 2, puede ser la figura 1? , entre otros™7.

En el punto 12, los estudiantes cuentan la cantidad de cuadros que conforman la figura sombreada; se
evidencia como los estudiantes comienzan a unir partes de la region sombreada para formar cuadrados.
En el pregunta 13, los estudiantes observan las figuras y concluyen que tienen la misma area ya que
poseen la misma cantidad de cuadrados.

Dificultades. Los estudiantes no presentaron dificultad para el desarrollo de esta actividad.

Logros. Los estudiantes construyeron el concepto de medir area mediante el recubrimiento total de la
figura utilizando una unidad de referencia.

Conclusiones. Los estudiantes para encontrar la unidad de referencia, toman las partes sombreadas de
una figura y realizan las respectivas recomposiciones para obtener figuras geométricas conocidas.

En el Gréfico 2, se presenta los resultados obtenidos tras la aplicacion de la actividad 2.

67 Respuestas de algunos equipos de trabajo pertenecientes a los colegios de la investigacion.
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Actividad 2: Comparacion

Porcentaje
I

Preguntas

Cormrectas No sabe No responde

Grafica 2. Actividad 2: Comparacién

4.2.5 Actividad: Razon entre areas

Antes de comenzar esta actividad y teniendo en cuenta las observaciones escritas en el capitulo anterior,
se realiz6 una induccion con respecto a este tema para que los estudiantes no tuvieran inconvenientes
para el desarrollo de esta sesion.

Al terminar la explicacion se les indicd que se organizaran en grupos para hacerles entrega de la
respectiva guia; cada equipo de trabajo comenzo a interactuar para dar respuesta a cada problema,
realizando la respectiva descomposicion de la figura para encontrar la razén buscada.

Descripcion de algunos episodios.

Enlas preguntas 1y 2, los estudiantes realizaron descomposiciones apropiadas para encontrar la fraccion
de cada figura correspondiente a la region sombreada. Se les pregunté si se podria simplificar la fraccién
encontrada, el grupo en general respondié que si, y se les pidio que lo realizaran para cada fraccion
encontrada para los siguientes problemas de la guia.

En las preguntas 3 y 4, los equipos de trabajo dividieron la figura en partes iguales para encontrar la
fraccion de area que representa la zona sombreada. En la Figura 25, se observa la solucién a nivel

general.
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Figura 25. Respuesta correcta de algunos equipos de trabajo.
En uno de los colegios, hubo un equipo de trabajo que para el punto 3, no busco la fraccion de area, sino

planted comparar el area de la region sombreada y la region que no estéd sombreada, dando la siguiente

conclusion (ver Figura 26).

Figura 26. Respuesta dada por un'equipo de trabajo en uno de los colegios.

En la pregunta 7, se observé que los estudiantes comienzan a ubicar en el denominador el total de
triangulos que contiene la figura, y para encontrar el numerador comienzan a buscar un nimero que al
simplificarlo con el denominador les dé %.

Para las preguntas 8, 9y 10, los estudiantes observan cada una de las figuras y comienzan a realizar la
recomposicion de las partes sombreadas para obtener una figura geométrica y tomarla como patrén, para
de esta manera, obtener la fraccion del area de la figura correspondiente al drea sombreada.

A continuacion, se presentan algunas estrategias de solucion que plantearon los estudiantes en los

diferentes colegios, para el problema 9. Ver Figura 27.

Figura 27. Diferentes estrategias de solucion.
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Con base en estas respuestas, los estudiantes siguieron proponiendo diferentes descomposiciones y
recomposiciones para encontrar la fraccion del area en el resto de los problemas de la actividad.
Dificultades. Se evidencié que algunos de los estudiantes no distinguen las partes de una fraccion, lo
que los conllevaba a confundir los términos de los valores que iban en el denominador y numerador.
Logros. Los estudiantes encontraron diferentes formas de dividir las figuras geométricas para hallar la
fraccion de la figura total correspondiente a la region sombreada.

Conclusiones. Los estudiantes para encontrar la fraccion representada por la regién sombreada de
ciertas figuras planteadas, observan y emprenden diferentes acciones, como el trazar lineas y
descomponer la figura. De esta manera, actlan sobre sus soluciones para dar sus argumentos sobre
como determinar la fraccion correspondiente a las regiones sombreadas que se presentaron en los
diferentes problemas. En el Grafico 3, se indica el porcentaje de respuestas correctas en cada una de las

preguntas realizadas en esta actividad.

Actividad 3: Razon entre areas
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Gréfica 3. Actividad 3: Razén entre areas

4.2.6 Actividad: Explorando las figuras geométricas

Esta actividad estuvo dividida en cuatro sesiones cuyo objetivo fue que los estudiantes comenzaran a
establecer como una figura geométrica se podia descomponer y recomponer en otra ya conocida, para

determinar su area por medio de procedimientos aritméticos. Asimismo que cuando se les planteara
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encontrar el area de cierta figura, pudieran descomponer y recomponerla en una ya conocida y utilizar los
procedimientos aritméticos encontrados.

Descripcion de algunos episodios.

En la primera sesion, se trabajo la actividad denominada “explorando el cuadrado y el rectangulo”.

En la pregunta 3, los estudiantes debieron completar la tabla identificando las unidades de longitud de la
base y las unidades de longitud de la altura de cada uno de los rectangulos. Para encontrar el area de los
rectangulos en unidades cuadradas, lo que hicieron algunos grupos fue contar por cuantos cuadrados
estaban compuesto cada uno de los rectangulos, mientras que otros equipos de trabajo sefialaban que
para obtener este resultado multiplicaban el numero de las unidades en la base y altura y de esta manera
acortaban el trabajo de contar cuadro por cuadro. (N6tese que, aunque en esencia multiplican base por
altura, su objetivo es mas geométrico que aritmético, fijandose en la composicién de la figura. )

En la pregunta 4, se pide a los estudiantes que construyan cuadrados de area 4, 9 y 16 unidades
cuadradas, el grupo en general construy6 cuadrados 2x2, 3x3 y 4x4. (Se encontré un equipo de trabajo
que construyd “un cuadrado” de area 16 con dimensiones de 8x2.) Luego los estudiantes completaron
una tabla donde se les solicitaba que para cada cuadrado construido anotaran la longitud de la base y
encontraran su area. Cuando los grupos tenian estos datos, se les preguntd, ;qué relacion existe entre
el area del cuadrado y la longitud de sus lados? Las respuestas dadas por algunos de los equipos de
trabajo en los diferentes colegios muestran claramente dificultades para expresar la relacion aritmética
observada, a pesar de haber determinado correctamente el valor del area a partir del significado de este
concepto que han venido construyendo:

“...la longitud del lado es la mitad del area del cuadrado;...si elevamos raiz cuadrada a la respuesta®, se

encuentra la longitud del lado de cada cuadrado;...si se multiplican 2 veces las longitudes da su area; ...

88 El equipo de trabajo se refiere al area para cada cuadrado construido.
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la longitud del lado son divisores de las areas de los cuadrados;... son los mismos cuadrados y son la
mitad;... el area del cuadrado es el doble de uno de sus lados;... 4 es el doble de 2, 9 es el doble de 3,
16 es el doble de 4;... el area es el doble del lado; ... que los mltiplos son la mitad del resultado; ... el
area es la longitud elevado al cuadrado; ... 4 es mdltiplo de 2, 9 es multiplo de 3, 16 es mdltiplo de 476,
Sin embargo, en general los estudiantes comienzan a afianzar los procedimientos aritméticos para
encontrar el area de un cuadrado y un rectangulo en términos de sus lados; esto se evidencia al dar
solucion a los problemas propuestos a partir del punto 5.

En la pregunta 6, los estudiantes calcularon el &rea de cada rectangulo y luego los ordenaron de mayor
a menor area. Para el problema 7, los estudiantes comenzaron a determinar la longitud BC al azar
buscando dos nimeros que al multiplicarlos les diera 441cms2. Observemos en la Figura 28, una de las

soluciones de un equipo de trabajo.

Figura 28. Respuestas de“uno de los equipos de trabajo.

Los puntos de esta actividad son suficientemente similares a sus experiencias anteriores que algunos
estudiantes hacen referencia a éstas. Un equipo de trabajo en uno de los colegios propone otra estrategia
de solucion. Ellos sefialaron que para encontrar el area de un cuadrado se hace la multiplicacion de las
longitudes de sus lados. Afirman que area es igual a lado por lado, por lo tanto, el area es igual a lado al
cuadrado y recuerdan que su profesora titular en clases anteriores les habia indicado que la operacion
inversa a la potenciacion es la radicacion. Luego utilizan este procedimiento aritmético y de esta forma

encuentran la longitud de los lados del cuadrado.

69 Respuestas de algunos equipos de trabajo pertenecientes a los colegios de la investigacion
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A continuacion, se evidencia la solucién de este equipo de trabajo (ver Figura 29).

Figura 29. Estrategia_de solucion de un equipo de trabajo.

En la pregunta 8, para dar solucién al problema, el grupo en general tomé el area total del rectangulo y lo
dividié por el la longitud del lado PQ, para determinar la longitud del lado PS del rectangulo. Sefialaron
que el problema estaba facil de resolver.

En la pregunta 11, a muchos de los equipos de trabajo que participaron en la investigacion se les dificulto
encontrar la respuesta correcta. Se decidio que los equipos de trabajo que tenian la solucion correcta la
explicaran en el tablero para que sus compafieros aclararan sus inquietudes, como se evidencia en el CD
que se anexa a la tesis.

A continuacion, se evidencia algunas estrategias de solucion por parte de los equipos de trabajo de los

colegios participantes en la investigacion. Ver Figura 30.

Figura 30. Estrategias de solucion de algunos equipos de trabajo.

A continuacién, se muestra el porcentaje de respuestas correctas obtenidas en el desarrollo de la

actividad.
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Explorando el cuadrado y el rectangulo

Porcentaje
2

Correctas No sabe/ No responde

Grafica 4. Actividad 4: Explorando el Cuadrado y el Rectangulo

En la segunda sesion, se trabajé la actividad denominada “explorando el rectangulo y paralelogramo”.
En la pregunta 1, se presentan un rectdngulo y un paralelogramo en una cuadricula. Luego que los
estudiantes observan las dos figuras geométricas, se les pregunta sobre las longitudes de la altura 'y la
base de las respectivas figuras. Las respuestas mas comunes que los estudiantes ofrecen con respecto
a si tienen igual o diferente altura, son las siguientes:

“... tienen la misma altura; ...iqual altura 3 cuadrados; ... la altura del rectangulo y paralelogramo son
exactamente igual; ...el rectangulo y paralelogramo por su forma son iguales’; ... la altura del rectangulo
y el paralelogramo son exactamente iguales”.

Con respecto a si tiene igual o diferente longitud de base, se transcriben a continuacién algunas de las
respuestas dadas.

“... igual porque si cortas la esquina te va a quedar un rectangulo; ...tienen la misma base porque al
contar los cuadrados da lo mismo; ...tienen la misma porque si juntamos la que esta incompleto queda
igual al rectangulo; ...la misma porque al quitar una parte del paralelogramo, lo mueve y da igual al
rectangulo; ...las dos figuras tienen igual base; ...son iguales por lo tanto sus areas son iguales”, entre

otros.

70 El equipo afirma que son iguales al convertir el paralelogramo en un rectangulo
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Figura 31. Estwr;iégvi‘éé de solucion de algunos equipos de trabajo.

Los estudiantes, a medida que van dando solucion a esta actividad comienzan transformando el
paralelogramo en un rectangulo de igual &rea, de esta forma, cuando se les pregunta, ;qué procedimiento
aritmético podriamos utilizar para calcular el area del paralelogramo y el rectangulo?, los estudiantes
llegan a la siguiente conclusion:

“... multiplicar sus lados; ... multiplicar la base y la altura” 7' .

Aunque los estudiantes encuentran el procedimiento aritmético para encontrar el area del paralelogramo
y el rectangulo, algunos equipos de trabajo sefialan que para calcular el area de estas figuras, lo que
cambia es el nombre de sus lados’?, es decir, lo que para el paralelogramo puede ser base por altura,
para el rectangulo es lado por lado o largo por ancho. Esta proliferacion de nombres no afecta el
significado claro que han construido para el concepto de area de las dos figuras.

En la Grafica 5, se muestran los resultados obtenidos tras la aplicacion de la actividad.
Explorando el rectangulo y el paralelogramo
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Grafica 5. Actividad 4 — Seccién 2: Explorando el Rectangulo y Paralelogramo
Para la tercera sesion, se trabajo6 la actividad denominada “explorando el triangulo”.

" Respuestas de los equipos de trabajo pertenecientes a los colegios de la investigacion.
2 os estudiantes se refieren a las longitudes.
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En la pregunta 1, los estudiantes observaron las dos figuras geométricas frente a las cuales se pretende
que comenzaran a buscar procedimientos aritméticos para encontrar el area del triangulo.

Al dar respuesta a las preguntas planteadas, para la pregunta “a” (ver Anexo 6), afirman que cuando se
traza una diagonal en el paralelogramo, esta figura queda dividida en dos triangulos.

Para el item “b” (ver Anexo 6), se les indica que el &rea del paralelogramo es de 50 cuadrados (unidades
cuadradas de referencia). Luego se pregunta, ¢cdmo se puede averiguar la cantidad de cuadrados en
uno de los triangulos que compone el paralelogramo? Obteniendo como respuesta “... 25 porque es la
mitad de 50; ... 25 se divide 50 en 2; ... hay 25 cuadrados en cada triangulo; ... 25 cuadrados; ... parto a
la mitad la primera figura; ... contando los cuadrados; ... 25 porque esta dividido en 2..."73,

Con andlisis como éste llegaron a plantear cada una de las formulas aritmético-algebraicas que
permitirian hallar el area de las figuras. El porcentaje de respuestas correctas esta consignado en la

Grafica 6 que se muestran a continuacion.

Explorando el triangulo
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Gréfica 6. Actividad 4 — Seccion 3: Explorando el Triangulo

Para la cuarta sesion, se trabajé la actividad denominada “explorando el trapecio y el hexadgono”, en la
cual se pretendia que los estudiantes utilizaran procedimientos como los vistos hasta el momento que
incluyen actividades de descomposicion, recomposicién y comparacion referidas a las formulas halladas

para figuras ya analizadas.

3 Respuestas de los equipos de trabajo pertenecientes a los colegios de la investigacion.
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Se observd que los estudiantes habian adquirido agilidad en la solucion de problemas ya que
descomponian figuras, respetando sus propiedades y asi determinaban el valor del area solicitada. Esto
se puede observar en las soluciones que se presentan a continuacion.

En la pregunta 1, para encontrar el area del trapecio construyen un paralelogramo.

Figura 32. Estrategias de solucion de los equipos de trabajo participantes de la investigacion.

En la pregunta 2, se les pide que calculen el area del trapecio por descomposicidn en un cuadrado y un

triangulo.

Figura 33. Estrategias de solucién de los equipos de trabajo participantes de la investigacion.

En la pregunta 3, los estudiantes construyen un trapecio no rectangulo y calculan su area por

descomposicion de dos triangulos.

Figura 34. Estrategias de solucion de los equipos de trabajo participantes de la investigacion.

En la pregunta 5, encuentran el &rea del trapecio por descomposicion en dos rectangulos.
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Figura 35. Estrategias de solucion de los equipos de trabajo participantes de la investigacion.

En la pregunta 9, transforman el trapecio en un rectangulo y calculan el area del rectangulo.

Figura 36. Estrategias de solucion de un equipos de trabajo.

En la pregunta 11, para encontrar el &rea del rombo, buscan el area de uno de los tridngulos que
conforman la figura geométrica y luego este valor lo multiplican por dos.
En la pregunta 12, encuentran el area de la Figura 2 y sefialan que es la misma area para la Figura 3.

A continuacion, se muestra el porcentaje de los resultados obtenidos tras la aplicacion de la actividad.
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Grafica 7. Actividad 4 — Seccién 4: Explorando el Trapecio y el Hexagono

Dificultades. Se evidenciaron las siguientes dificultades:

No poder construir un rectdngulo cuya area sea el doble del area del paralelogramo dado.

|dentificar la altura de un tridngulo.

Dado un triangulo dibujar un paralelogramo cuya area sea el doble.

Reconocer un trapecio no rectangulo.
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Logros. En el analisis de los resultados de esta actividad, se constatan los siguientes aspectos positivos
que lograron los estudiantes.
o Establecen la relacién de figuras geométricas por medio de la descomposicion y recomposicion
para construir nuevas figuras geométricas.
e Al obtener una nueva figura geométrica la comparan con una ya conocida para encontrar
procedimientos aritméticos y hallar su area.
Conclusiones. Los estudiantes construyeron significado robusto del concepto de area a partir de

acciones de descomposicion, recomposicion y comparacion.
4.2.7. Actividad: El circulo

Teniendo en cuenta el objetivo y la metodologia descrita en el Capitulo 4, los estudiantes desarrollaron la
actividad donde encontraron las relaciones planteadas.

En el cuadrado, la razén del perimetro a la longitud del lado es 4, para el triangulo equilatero 3, para el
hexagono regular 6 y para el circulo aproximadamente 3.1; se les indicd que este Ultimo numero
encontrado se llama 1. Los estudiantes mostraron su asombro de como hallaron este valor, pues
sefialaban que ellos habian escuchado este nimero, pero no sabian de donde se originaba.

Luego con estos valores por inspeccion, es decir, determinada la razén y dada la longitud del lado
correspondiente a cada figura, dedujeron que al multiplicar estos dos valores hallaban el perimetro, el
mismo valor que ellos habian encontrado con la regla. Para el circulo al tomar 3.1y al multiplicarlo por su
diametro encontraban una aproximacion de la longitud de la circunferencia.

En la Figura 37, se observa algunas actividades realizadas por los estudiantes.

113



Figura 37. Soluciones de los equipos de trabajo.

Al terminar esta actividad, se introduce los nombres de algunas partes de la circunferencia, luego se les
pregunta cuales fueron los procedimientos que encontraron para hallar el area del cuadrado. Al escuchar
sus respuestas, se explica que para la circunferencia por no tener lados se tiene en cuenta el cuadrado
de su radio. Por induccion encontraron el area del circulo.
Se les presentd una serie de problemas para que realizaran descomposiciones y recomposiciones y
encontraran el area de las regiones sombreadas, correspondientes a las circunferencias.
Dificultades. No se presentd ninguna dificultad para el desarrollo de esta actividad.
Logros. Se constatan los siguientes aspectos positivos:
¢ Los estudiantes se sintieron motivados para desarrollar la actividad, pues el trabajo era diferente a
las actividades anteriormente desarrolladas.
¢ Encontraron con facilidad la razén entre el area y la longitud del lado correspondiente a cada figura
geométrica regular, asi como entre el perimetro y esa longitud.
o Justificaban la relacion entre la medida correspondiente a cada figura geométrica y la razén hallada.
¢ Argumentaban como encontrar la longitud aproximada de la circunferencia haciendo uso de los
datos obtenidos.
e Porinduccién propusieron cdmo encontrar el area del circulo.
e Realizaban descomposiciones y recomposiciones para encontrar el area de algunas regiones y
subdivisiones de un circulo.
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Conclusiones. Los estudiantes determinaron el area del circulo a partir de acciones sobre los objetos,
explorando y analizando las situaciones presentadas concernientes a cada figura geométrica. Ademas,

dieron soluciones a problemas a través de descomposiciones y recomposiciones.
Conclusiones Seccion 4.2.

A continuacion, se realiza una caracterizacion de las acciones y estrategias usadas por los estudiantes
mientras desarrollaban cada una de las actividades en la etapa practica de esta investigacion, ademas
se indica que el trabajo autonomo de los estudiantes resulta un factor motivacional muy fuerte.
Caracterizacion de las acciones y estrategias usadas por los estudiantes

La caracterizacion progresiva se refleja en el Gréfico 7, en la que se muestra cdmo los estudiantes
avanzan en sus procesos para la construccién de significado robusto del concepto de area, iniciando en
una fase que se ha denominado Fase A hasta llegar a una fase culminante de la construccién que se ha

nombrado Fase F.

Fase F Relacién entre la medida correspondiente a cada figura geométrica 'y
su razdén de area, descomposiciones y recomposiciones para
T encontrar el drea, agilidad para la solucion de problemas...
Fase E
Identifican las unidades de longitud de la base y las unidades de
T longitud de la altura, construccién de figuras geométricas, calculan
) area por medio de acciones de descomposicién - recomposicién y
CONSTRUCCION comparacion...
DEL CONCEPTO DE Fase D
AREA A TRAVES T Divisién de figuras en partes iguales, fracciones equivalentes, métodos
DEL PENSAMIENTO creativos, acttan sobre sus soluciones...
EUCLIDIANO Fase C
T Lenguaje mas formal, recubrimientos, unidad de referencia, obtencion
de figuras conocidas...
Fase B
Utilizan procesos de visualizacion, manipulacion de objetos, Identifican
T algunas figuras geométricas, utilizan acciones de descomposicién y
:IAFase A recomposicion...
D Comparan, agrupan figuras geométricas, Escaso desarrollo de los

Objetos procesos de visualizacion...

Grafica 7. Avances de los estudiantes en cada Fase
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Se disefaron cinco actividades que contribuyeron a caracterizar el pensamiento en cada fase y se
identificaron las caracteristicas del pensamiento que evidencian los estudiantes en cada una de éstas.
En la Fase A, se inicia con una prueba de entrada donde el desempefio estudiantil se caracteriza en

general por los siguientes aspectos.

e Falta de claridad en los procesos a realizar para dar solucién a los problemas que involucran
medicion.

e Comparacion de figuras geométricas midiendo a través de una regla.

e Agrupacion de figuras geométricas y comparacion visual para observar si son congruentes.

o Falta de dominio de un lenguaje geométrico.

¢ Dificultad en la comprension lectora.

e Escaso desarrollo de los procesos de visualizacion.

¢ Dificultad en la identificaciéon de algunas figuras geométricas, como por ejemplo hexagono y

trapecio.

No utilizacién de una unidad de referencia a emplear para realizar recubrimientos.

Con base en el analisis de procesos histéricos y la generacién de propuestas propias en una tesis de
maestria anterior, asi como en estas caracteristicas, se propuso desarrollar procesos de pensamiento en
los estudiantes por medio de experiencias retadoras y enriquecedoras. De esta manera, los estudiantes
comenzaron a desarrollar una serie de acciones sobre las figuras geométricas, y asi llevar a cabo la
medicion de area. Con base en estas acciones los estudiantes comienzan a construir significado del
concepto de area. En este proceso se toma como marco la teoria euclidiana, que tiene como caracteristica

el uso de herramientas de proporcidn, descomposicion y comparacion de figuras geométricas.

Para la Fase B, se propuso una actividad de descomposicion y recomposicion de figuras geométricas, en
la cual se observd que los estudiantes aumentaron sus capacidades en los siguientes aspectos:
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e |dentifican algunas figuras geométricas como los cuadrados, rectangulos y triangulos.
o Comienzan a realizar descripciones cortas de algunas figuras geométricas.

o Utilizan procesos de visualizacion.

e Manifiestan de cuantas formas se puede descomponer una figura geométrica.

o Justifican por qué dos figuras geométricas tienen igual tamafio.

¢ Realizan descripciones cortas de algunas propiedades de las figuras geométricas.

Ejecutan descomposiciones de las figuras geométricas mentalmente.

Esta caracterizacion se logra por medio de la manipulacion de objetos geométricos, que es una primera
etapa que desarrolla la teoria euclidiana en la cual se realizan demostraciones de los teoremas acerca
del area de figuras geométricas a través del reacomodo de las “piezas” geométricas y sustentada en sus
propiedades. Estas caracteristicas fueron evidenciadas en la actividad uno, seccién uno y dos.

Durante la Fase C, se desarroll6 una actividad de comparacion de figuras geométricas en la cual los
estudiantes comenzaron a medir variadas figuras geométricas mediante recubrimientos. Los avances

significativos que se lograron identificar fueron los siguientes:

o Utilizan una unidad de referencia.

¢ Realizan las respectivas recomposiciones para obtener figuras geométricas conocidas teniendo en
cuenta sus propiedades.

e Utilizan un lenguaje mas formal para sustentar sus respuestas.

¢ Continuan utilizando procesos de visualizacion de una forma mas rigurosa.

Los estudiantes utilizaron algunas estrategias manifestadas por Byrne (1847) en su libro Los primeros
seis libros de Euclides, en el cual las demostraciones se construyen a través de diferentes métodos, como
la descomposicion, recomposicion y comparacién, ademas de los procesos de visualizacion. Esto se
evidencié cuando los estudiantes realizaron las respectivas recomposiciones, para obtener figuras
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geométricas conocidas y de esta manera, ubicar una unidad de referencia y comenzar a realizar el
recubrimiento total de la figura, segun los resultados arrojados en la Actividad 2.

Cabe resaltar que los estudiantes al encontrar la unidad de referencia hacian uso de las propiedades de
las figuras geométricas, como lados opuestos de un paralelogramo son iguales, las diagonales de un
paralelogramo se cortan mutuamente en partes iguales, lados opuestos de un paralelogramo son
paralelos, las diagonales de un rectangulo son iguales, el cuadrado es a su vez paralelogramo, rectangulo
y rombo, entre otras. De esta forma identificaron cuadrados, rectangulos y paralelogramos, concluyendo
cuantas de estas unidades recubrian la figura en cuestion.

En la Fase D, se propuso determinar la razon entre areas de figuras geométricas. En ella los estudiantes
comenzaron a utilizar herramientas de proporcién, descomposicion y comparacion de figuras

geomeétricas. El trabajo realizado por los estudiantes en esta Fase se caracteriza por:

e  Subdividen las figuras en partes iguales.

e Comparan las partes constituidas respecto a cada division realizada.

e  Sefialan por qué el poligono quedé dividido en partes iguales.

e  Encuentran fracciones equivalentes.

e  Observan y comparan si las partes divididas de una figura geométrica tienen igual area.

e Utilizan diferentes acciones para dividir una figura geométrica en partes iguales.

Actlan sobre sus soluciones para comenzar a dar justificaciones.

Los estudiantes utilizaron muchas de las herramientas principales que utilizé Euclides para resolver
problemas de areas, llegaron a manejar el término de igualdad a través de acciones de descomposicion,
recomposicion y comparacion, aspectos que se evidenciaron en la Actividad 3.

Para la Fase E, se propusieron varias actividades para que los estudiantes dedujeran férmulas para

calcular el area de figuras geométricas especificas evidenciando que los estudiantes poseian la habilidad
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de desarrollar procedimientos aritméticos para encontrar el area de las principales figuras geométricas

planas. En ella se encuentran los siguientes avances en su pensamiento.

|dentifican las unidades de longitud de la base y la altura de rectangulos y tridngulos.

Construyen diferentes figuras geométricas, donde tienen en cuenta los datos indicados y
encuentran la relacion de proporcionalidad que puede existir entre una figura y otra.

Argumentan por qué se usa un tratamiento similar que involucra las longitudes de la base y altura
en un rectangulo y en un paralelogramo.

Calculan el area de figuras geométricas por medio de descomposiciones y recomposiciones
obteniendo una figura geométrica conocida para el cual ya se conoce una férmula de area.

Adquieren habilidades para la solucion de problemas.

Las caracteristicas logradas en esta fase se pudieron constatar a través de los resultados de la Actividad

9, sesiones uno, dos, tres y cuatro.

Por ultimo, durante la Fase F se estudiaron las formulas para la longitud y el area del circulo, actividades

en las cuales se confirma que los estudiantes utilizaron estrategias plenamente consolidadas para hallar

el area por medio de descomposiciones y recomposiciones. Con base en lo anterior se logro identificar

los siguientes progresos en el desarrollo de su pensamiento.

Encuentran con facilidad la razon entre lado y perimetro y entre lado y area correspondiente a cada
figura geomeétrica regular.
Justifican dichas razones.
Argumentan como encontrar la longitud aproximada para la circunferencia haciendo uso de los

datos obtenidos.
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e Realizan descomposiciones y recomposiciones para encontrar el area de diferentes regiones
relacionadas con el circulo.

Se demostré que a medida en que el estudiante va utilizando las propiedades de los objetos para llevar

a cabo la descomposicion, recomposicion y comparacion, interioriza y obtiene un mejor entendimiento’

de las propiedades de las figuras geométricas y sus implicaciones.

Factor motivacional

Actualmente los estudiantes esperan que los profesores formulen las preguntas para luego ser
contestadas en un proceso de mecanizacion. Se ha evidenciado en multiples estudios que el estudiante
en el transcurso de su vida estudiantil va perdiendo el interés por aprender autbnomamente, dado que no
se valoran sus acciones, ideas y aportes. Esto es, a todas luces, el primer paso para el fracaso escolar.
Sin motivacion para aprender es dificil obtener buenos resultados.

En el desarrollo de esta investigacion se evidencio que los estudiantes responden positivamente a cada
uno de los problemas planteados, pues se sienten motivados por cada una de las situaciones
presentadas, se sienten retados para buscar estrategias de solucién, adquiriendo un conjunto de
conceptos e ideas que van a ser interiorizados con base en experiencias propias convirtiéndose en un
aprendizaje mas significativo.

Los estudiantes desarrollan cada una de las actividades de una forma intrinseca (parte del mismo sujeto
y el disfrute por lo que esta haciendo), y esto se evidencia en el momento que se socializan algunas
preguntas de las actividades, donde la mayoria de estudiantes indicaban que querian participar.

En uno de los colegios se encontré a un estudiante que dijo no tener afinidad con sus compafieros para
trabajar en grupo y manifestd que no era bueno para las matematicas. En el transcurso de la investigacion

se notd su avance; se convirtié en un individuo mas activo y creativo para dar solucién a los problemas y

74 Construccién de conexiones robustas entre los nuevos conocimientos y aquellos que se conocen de forma previa, donde
son capaces de elaborar sus propios procedimientos o herramientas para resolver problemas.
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fue uno de los estudiantes que mas participo cuando se socializaban las actividades. Ademas, este grupo
de estudiantes revelaron que les gustaba la idea que los profesores de matematicas disefiaran actividades
con esta estructura porque se aprendian de una manera divertida, y, por otra parte, afirmaron que el
trabajar en grupo les facilitaba aclarar sus dudas, pues en el colegio no es comun trabajar en grupo.
También en el colegio oficial que tomo parte en el presente estudio los estudiantes trabajaron con
entusiasmo cada una de las actividades. En cada encuentro esperaban en la puerta del colegio la llegada
del docente investigador o lo buscaban para que se empezara a trabajar. Ademas, fue uno de los colegios
donde los estudiantes entendian muy rapido el objetivo de las actividades y terminaban de desarrollarlas
antes de tiempo.

En este colegio se encontraron dos casos en particular que vale la pena relatar. El primero trata de tres
estudiantes que tenian problemas en convivencia, ausencias y retardos. Estos estudiantes en la primera
sesion llegaron tarde, pero en el transcurso de cada una de las sesiones observaron cémo era la
metodologia de las actividades y comenzaron a trabajar activamente, sefialando que les gustaban las
matematicas. A partir de este momento se convirtieron en estudiantes mas activos y comparieristas, hasta
el punto que en ocasiones cuando algun grupo queria solucionar alguna inquietud, los tres colaboraban
para aclarar sus dudas. Estos tres estudiantes dijeron que ellos se sintieron como si fueran monitores, y
hasta colaboraban con la entrega y recibimiento de las guias en cada sesion.

Otro de los estudiantes perteneciente a este colegio comunico al docente investigador que se iba a
ausentar en una sesion, pidiendo el favor de hacerle llegar la actividad correspondiente a ese dia para
trabajarla en casa y no atrasarse, evidenciando el gusto por la solucion de los problemas planteados y la
continuacién con el proceso de la construccion del concepto que se estaba llevando a cabo.

En otros de los colegios los estudiantes manifestaron que habian mejorado su rendimiento en

matematicas.
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Teniendo en cuenta este aspecto de motivacién, se concluye la importancia del disefio de cada una de
las actividades planteadas y la formulacion de cada uno de los problemas, para que los estudiantes
desarrollen capacidades interpretativas y propositivas y de esta manera desarrollar su pensamiento
geométrico. Ademas, las formas de razonamiento euclidianas permiten construir significado coherente y
apropiado para el concepto de area en un nivel de abstraccion apropiado, pues los conceptos se
construyen partiendo de situaciones concretas y llegando a métodos generalizables. Ni la observacion.,
ni siquiera la abstraccion estructural, es suficiente para la abstraccion de los conceptos, sino es necesario
operar sobre los objetos, realizando transformaciones y explorando a través de las operaciones de

descomposicidn, recomposicién y comparacion.
4.3. Analisis de la prueba-entrevista

Teniendo en cuenta la metodologia descrita en el Capitulo 3, en la cual se planted que, para realizar un
correcto analisis de los resultados de las actividades, se entrevistara a varios estudiantes (por lo general,
10) por curso, los cuales fueron escogidos de forma aleatoria. Cada una de las respuestas dadas por los
estudiantes respondia a determinadas caracteristicas especificas, como mas adelante se detallan. Las

entrevistas tuvieron como objetivos:

e  Caracterizar el pensamiento del estudiante en la solucién de problemas no rutinarios en los cuales

interviene el concepto de area.

e Analizar las acciones (fisicas o imaginarias) y estrategias que utiliza el estudiante para dar solucion
a los problemas planteados para caracterizar su pensamiento al desarrollar un enfoque

predominantemente geométrico de la medicion.

Para la primera fase, se utilizaron nueve tarjetas en cada una de las cuales aparece una figura geométrica

(ver Anexo 10). El estudiante debid escoger dos de las tarjetas, inventar un problema relacionado con la
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figura dada y escribirlo en los respectivos formatos. Ademas, para cada tarjeta se disefié una serie de
preguntas que se podian realizar al estudiante si no llegara a dar solucién al problema que planted o no

lograra plantear un problema.

Enla segunda fase, se le entregd al estudiante siete problemas para que explicara y justificara su solucion

por escrito complementado por explicaciones verbales.

Las entrevistas se llevaron a cabo en distintos momentos y de forma individual para cada uno de los
sujetos elegidos, y en todos los casos se usé un cuestionario preparado. Dentro del desarrollo de las
entrevistas, el docente investigador se vio en la necesidad de hacerse participe en este proceso, pues los
estudiantes por si solos no expresaban faciimente las heuristicas que realizaban para dar solucién al
problema, probablemente debido a que no estan acostumbrados a expresar libremente sus ideas y porque

en su formacion es usual que se espera que el docente realice las preguntas para luego ser contestadas.

Todas las sesiones comenzaban con preguntas informales hechas a los nifios por el entrevistador sobre
temas sin relacion con el contenido de la entrevista, planteadas con la intencién de establecer un ambiente

de confianza entre los nifios y el entrevistador.

A continuacion, se presentan algunas respuestas dadas por los estudiantes en cada colegio a la pregunta;

¢ Te gustaron las actividades que desarrollamos en clase?
Colegio 1.

“...Si, porque aprendimos cosas nuevas de matematicas y cada vez ibamos avanzando mas y nuestra
capacidad mental iban aumentando; ... Si, porque aprendi cosas que no sabia, me diverti trabajar en
grupo; ... Si, porque a mi desde pequefio siempre me han gustado las mateméticas y las actividades
fueron un complemento mas, por ejemplo, lo del circulo me ayudo a reforzar; ... Si, porque me parecieron

divertidas y nos ayud6 a mejorar nuestro rendimiento; ... Si, mas que todo la del circulo; ... Si, porque
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trabajamos varias figuras geométricas y aprendi a encontrar el area; ... Si, porque fueron unas actividades
que nos estimularon bastante en nuestra forma de ver las figuras y aprendimos bastante de lo que nos
enseriaron; ... Si, porque aprendi de una forma divertida; ... Si, porque son interesantes y nos ayudan a
solucionar problemas; ... Si, porque nos ponian a pensar; ... Si, porque nos ayuda a reforzar en
matematicas y las actividades cada vez nos hacian mas fuertes; ... Si, porque eran divertidas y en el
colegio nunca nos presentan actividades asi; ... Si, porque eran en grupo y algunas cosas que no

entendia me las explicaban...”7%
Colegio 2.

“...Si porque aprendimos mas matematicas y nos reforzaron en temas que no entendiamos; ... Si, porque
hacian que uno pensara demasiado y uno a veces formulaba varias respuestas; ... Si, porque hicieron
que nosotros aprendiéramos mucho con cada una de las actividades; ... Si, porque nos pusieron a
funcionar la mente; ... Si, porque me gusto trabajar en equipo; ... Si, porque aprendi mas sobre
matematicas; ... Si, porque eran divertidas algunas como la del rompecabezas y la de sacar la fraccion,
... Si, porque eran muy entretenidas, me gustaron todas, algunas se me dificultaron, pero las pude
Superar; ... Si, porque aprendimos mas matematicas, y por ejemplo, yo el periodo pasado perdi
matematicas y en este periodo me esta yendo bien en matematicas; ... Si, porque en cada actividad nos

divertimos con las matematicas...”76
Colegio 3.

“... Si, porque eran divertidas, aprendi nuevas cosas; ... Si, porque nos ensefiaron como podemos
averiguar las fracciones y las areas; ... Si, porque haciamos la matematica mas diferente que en clases;

... SI, porque fueron dinamicas, me gusto trabajar en grupo porque no lo hacemos muy seguido; ... Si,

75 Respuestas por parte de los estudiantes.
6 Respuestas por parte de los estudiantes.
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porque eran ludicas, me gusta trabajar en matematicas y en grupo porque lo que no entendia me lo
explicaban los compafieros; ... Si, porque aprendi mucho aparte que eran divertidas; ... Si, porque eran

dinamicas y no son simplemente teoria...”””
Colegio 4.

“...Si, porque aprendimos para nuestro futuro a solucionar problemas; ... Si, porque se aprendié mas; ...
Si, porque me gusta las matematicas y me gusta resolver problemas; ... Si, porque se pasé bien y
aprendimos; ... Si, porque eran faciles, chéveres y aprendiamos; ... Si, porque aprendimos sobre area,

aprendimos sobre geometria y como descomponer figuras...” 78
4.3.1. Prueba-entrevista Fase 1

Se obtuvieron un total de 41 producciones, las cuales fueron transcritas en un formato semejante al de la

Tabla 3.

En la primera fila de la tabla, la clave recoge la inicial del colegio y el nimero de la produccion (del 1 al
10). Por ejemplo, B7, implica que se trata del nifio nimero siete del Colegio del Bosque Bilingle. En la
segunda fila se ubica el nimero de la ficha que el estudiante escogié. En la tercera fila se ubica el
problema inventado y la respuesta dada a la solucion del problema. En la cuarta fila una solucidn

alternativa. En la quinta, observaciones por parte del entrevistador.

Tabla 3 Recogida de la producién de uno de los estudiantes.

Produccion del estudiante
Clave: B7

Problema 1

7 Respuestas por parte de los estudiantes.
8 Respuestas por parte de los estudiantes.
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Repuesta del estudiante ¢Cudl es el rea de la figura?

.....

Repuesta alternativa del estudiante si la tiene

El estudiante realizé correctamente las descomposiciones de la figura para dar
Conclusiones por parte del entrevistador solucién al problema que planted, ademas, contesté apropiadamente las
inquietudes realizadas por el entrevistador. Se evidencia que el estudiante

construyé un significado robusto del concepto de area.

De acuerdo con lo descrito en el Capitulo 3, en las producciones de los estudiantes se quiere observar si
los estudiantes construyeron significado robusto para el concepto de &area de figuras y regiones
geométricas planas, ademas, de analizar el caracter conceptual y creativo del conocimiento que ponen

en juego los estudiantes para asi poder caracterizar este pensamiento geométrico.

Con respecto, el numero asignado a cada ficha se indica a continuacion:
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Posteriormente, se indica el nimero de estudiantes que escogieron cada ficha.

Numero de Ficha

No. de estudiantes 7 19 3 18 2 9 9 2 11

En general, los estudiantes ante la tarea de escoger una tarjeta y formular una pregunta, se detuvieron
por varios minutos a pensar cual ficha escoger, esto probablemente por ir explorando y buscando el
camino para dar solucion a la pregunta que iban a formular. Al respecto se destacan los siguientes
aspectos.

Plantearon cuestiones sobre los objetos, por ejemplo, “;cual es el area de la figura?... ¢la figura A tiene
la misma area que la figura B?; ... ;cual es la razon de la parte sombreada a la figura?, si el area del
rectangulo es de 16cm?, ;cuanto equivale el area sombreada?; ...;cuanto equivale en fraccion el rea
que esta sombreada?”’®, entre otros. Los estudiantes enunciaron verbalmente o dieron por escrito la
formulacion de la pregunta; algunos de ellos construyeron el enunciado pero no lo cerraron mediante una
pregunta.

Para la ficha numero uno, se encuentran las siguientes soluciones:

Los estudiantes calcularon el area de la figura por medio de acciones de descomposicion, una de las
soluciones que surgio fue descomponiendo la figura en un rectangulo y un cuadrado, asignando luego la
longitud de cada lado a las figuras obtenidas, determinando su area, y tomando estos resultados, los

sumaron y asi encontraron el area total de la figura. Ver Figura 38.

9 Respuestas por parte de algunos estudiantes participantes en la prueba-entrevista.
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Figura 38. Solucion del estudiante B7.

Otra de las soluciones proporcionadas por los estudiantes, es la descomposicion en tres cuadrados, como

se puede observar en la siguiente figura.

Figura 39. Solucion del estudiante U2.

Para la ficha numero dos se encontraron las siguientes soluciones:

R\

Determinaron la razén de &rea de la region sombreada con respecto a la figura, indicando que es %, la

observaron en su totalidad y sefialaron que todos los tridngulos que componen el tridngulo equilatero son
iguales. Para los estudiantes que no lograron inventar el problema se les pregunto: ;de cuantas maneras
crees que es posible dividir la figura en regiones iguales? Para responder a esta pregunta comenzaron a
hacer trazos a la figura y concluyeron que, si hacian los trazos en el centro de cada triangulo, dividian la
figura en ocho triangulos iguales. Un estudiante lo que realiz6 fue descomponer la figura y componer

rombos.
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El estudiante U3, formula la siguiente pregunta, ¢ si se sombrea otro triangulo qué otra figura se podria
formar? El mismo contesta: con los cuatro triangulos se pueden formar rombos.

El estudiante F6 del grado 603, descompone la figura y sefiala que con los triangulos puede formar dos
paralelogramos.

Para la ficha tres se encuentran los siguientes resultados.

ABCD es un cuzdrado de lado 14cm

U?/ - ;E“
% |

Esta ficha fue escogida por los estudiantes T1, T4 y F1-602, las preguntas que plantearon fueron:

“i Cual es el area de la parte sombreada de la figura?”0

“¢ A cuanto equivale el area sombreada de la circunferencia?”8!

“Las letras ABCD forman un cuadrado de 14cm, pero necesitamos hallar el area de la parte sombreada”.
Los estudiantes sefialaron que, si se toman las partes sombreadas y se unen, se forma una
circunferencia. Comenzaron encontrando el area del cuadrado; al tener este dato, se detuvieron a
observar la figura original para determinar el radio. Luego, recordaron el valor de 1y hallaron el area de
la circunferencia. Finalmente, indicaron que tenian que realizar una resta entre las areas encontradas
para obtener el valor de la region sombreada.

Para la ficha cuatro se evidencian los siguientes resultados.

80 Pregunta formulada por el estudiante T4
81 Pregunta formulada por el estudiante F1-602
82 Pregunta formulada por el estudiante T1
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Algunos estudiantes encontraron la razon entre el area recubierta por los cuadrados grises y el area total,
indicando que es %. Otros estudiantes hallaron el area del rectangulo, pero no tuvieron en cuenta los
cuadrados que se encuentran sombreados dentro del rectangulo, viendo la figura como un todo. Al
indicarles que argumentaran qué procedimientos utilizaron para hallar el &rea de la figura, comenzaron a
sefialar que en la base del rectangulo se encuentran 4 cuadrados y en su altura 2, luego indicaron que al
multiplicar estos dos valores se obtiene el area del rectangulo.

Se evidencia que los estudiantes tomaron como unidad de referencia la unidad de cada uno de los lados

de los cuadrados que componen el rectangulo.

Para la ficha cinco se encuentran los desarrollos que se muestran a continuacion.

Los estudiantes hallaron la razon entre el area recubierta por los triangulos grises y el area total. Se
observo que los estudiantes realizaron la recomposicion de las partes sombreadas para obtener una
figura geométrica y tomarla como patron, y, de esta forma, obtener la fraccion de la figura correspondiente
al area sombreada.

La ficha seis se muestra a continuacion.

Los estudiantes propusieron el problema de comparar el area de las dos figuras. Para ello se encontraron
tres estrategias de solucion.

En la primera solucion, tomaron la Figura A y la dividieron en tres partes iguales, luego realizaron este
mismo procedimiento para la Figura B. Para este ultimo, lo descompusieron y recompusieron para formar
la Figura A, y de esta manera compararon las dos figuras y llegaron a la conclusidn que tienen igual &rea.
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En la segunda solucién, dividieron las figuras en tres partes iguales, y determinaron por descomposicion
y recomposicion si tenian igual area.

En la tercera solucién, los estudiantes observaron que la parte inferior de la Figura A esta compuesta por
tres rectangulos, lo tomaron como referencia para seguir construyendo estos rectangulos en toda la figura.
Este mismo procedimiento lo realizaron para la Figura B. Luego, contaron la cantidad de rectangulos que
hay en cada una de las figuras y concluyeron que cada una de las figuras tiene la misma cantidad de
rectangulos por lo que las figuras A y B tienen igual area.

A continuacién, se observan las estrategias de solucion utilizadas por los estudiantes F4-602, U4 y B7.

-

P
|
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Figu‘r§40. Estrategias de solucion por parte de los estudiantes participantes de la investigacion.

Para la ficha siete se observan los siguientes desarrollos.

ra
£ x’\

Los estudiantes encontraron la razén de area recubierta por los triangulos azules y el area total, sefialando

quees ¢ . Se encontro sélo un estudiante que formul otra pregunta que se indica a continuacion:

¢ Cuantos triangulos estan conformando la figura?, contestando: ‘la figura esta compuesta por nueve
triangulos de los cuales seis de ellos estan sombreados y forman un hexagono”.

Para la ficha ocho se tuvieron los siguientes planteamientos.
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Esta ficha fue escogida por los estudiantes B4 y B8, quienes encontraron la cantidad de triangulos
sombreados y no sombreados que se hallan dentro de la figura.

Para la ficha nueve, se destacan las siguientes soluciones.

Los estudiantes comparan y justifican que las dos regiones en que esta dividida la figura tienen igual érea.

A continuacién, se muestra una de las soluciones en la Figura 41.

Figura 41. Solucién del estudiante U5.

Determinaron la razon del area de la region sombreada de la figura con respecto al area de la region total,
descompusieron la figura y sefialaron cuantos cuadrados pueden formar, descompusieron la figura y
determinaron cuéntas figuras geométricas pueden formar, observaron la figura e indicaron por cuantos

triangulos esta formado el rombo que se encuentra en el centro de la figura.
4.3.2. Prueba-entrevista Fase 2

Para el anélisis de cada una de las preguntas presentadas por los estudiantes se encontré lo que se
detalla a continuacion.
En la pregunta 1, donde se pide encontrar el area de paralelogramo, el 93% de los estudiantes respondi6

correctamente la pregunta. (Ver Anexo 12.)
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Codo cuadrode de lo cucdricula siguigrte tiene lados de lorgitud les. £0udl e el drea, en
centimatros cuadrodes, del paralzlegrame A3CT72

Respuestas por parte de algunos de los estudiantes

...” Quité este pedazo que es un triangulo y lo puse al otro
lado y formé un rectangulo, entonces conté los cuadrados
de la base que es 10 y de la altura que es 5, los multipliqué

y me da 50”

...” Yo dividi la figura en 2 triangulos y un cuadrado, en el
cuadrado conté la base que es 8y la altura 5, entonces, 5x8
es 40, después, conté la base de este triangulo que es 2 y
la altura 5, los multipliqué y dividi en 2, entonces seria 10
dividido en 2 que es 5, entonces el érea es 5 y del otro
triangulo también porque son iguales, sume las 2 areas de
los 2 triangulos y luego el area del rectangulo y me dio el

area del paralelogramo”

...” Dividi en 10 triangulos el paralelogramo, encontré el area
de un triangulo que es 5 y los multipliqué por 10 triangulos y

me da 50cm?” 3. .

Analisis

Para la primera respuesta se evidencia que el estudiante
utiliza herramientas de descomposicién, traslacién y
rotacion para convertir el paralelogramo en una figura
conocida, para este caso en un rectangulo. Luego, logré
identificar los valores correspondientes a cada uno de sus
lados para encontrar el area de la nueva figura geométrica.
Para la segunda respuesta el estudiante observa e identifica
las propiedades de la figura para descomponerla, realiza
este procedimiento para buscar una comparacién de areas
e identificar otras figuras en este poligono, logra
descomponerlo en un cuadrado y dos triangulos, identifica
que los tridngulos rectangulos son iguales (congruentes)
porque tienen exactamente la misma forma y el mismo
tamario.

Para la tercera respuesta, aplica el concepto de
congruencia, divide la figura en 10 tridngulos iguales,
encuentra el area de uno de ellos. Teniendo en cuenta que
los demas triangulos son equivalentes, multiplica el area
encontrada por la cantidad de tridngulos que compone el

paralelogramo.

En la pregunta 2, el objetivo es encontrar el area de un trapecio por descomposicion. Acert6 el 98% de

los estudiantes. (Ver Anexo 12.)

83 Respuestas dadas por los estudiantes pertenecientes a la investigacion.

134



En la figura el tridngule equildtero exterior tiene 16 unidades cuadradas de drea, el
tridngule equildters interior tiene 1 unidad cuadrada de drea, y los tres trapecies son

congruentes. (Cudntas unidades cuadradas tiene el drea de uno de los trapecios?

Respuestas por parte de algunos de los estudiantes
...” para el trapecio fue muy facil, si 16 unidades es el area
total y si quitamos los trapecios solo quedaria este triangulo,
entonces, se lo restamos a 16 y me queda 15, si son tres
frapecios entonces 15 entre 3 seria 5, por lo que 5+5+5 es
15”

...” Entonces aqui hay 3 trapecios, entonces lo descompuse
en & triangulos y asi hice con todos, entonces, el area del
trapecio es 5”

...” Yo dividi los trapecios en partes iguales como el triangulo
que se encuentra en la mitad del triangulo equilatero,
entonces cada trapecio queda conformado por 5 triangulos”
... "Habia 3 trapecios, entonces, cada trapecio lo divido en
tridngulos, entonces las unidades cuadradas de cada
trapecio es 5”

... "Quité este triangulo, entonces seria una unidad menos,
entonces me quedo 15 y como hay tres trapecios lo divido
entre 3 y me da 5, quito el triangulo de la mitad porque no
hace parte de los trapecios”

... ‘En cada uno de los trapecios caben 5 unidades
cuadradas, lo cual significa que, como hay 3 trapecios y en
cada uno caben 5, y en total seria 15, pero hay una unidad
cuadrada en el centro se puede decir que hay 16 unidades

cuadradas’®*

Analisis
En la primera y quinta respuestas, se evidencia que el
estudiante comienza a comparar cada una de las partes de
la figura para establecer semejanzas y diferencias.
Los estudiantes determinan que el triangulo equilatero que
se encuentra en el centro de la figura no hace parte de los
trapecios, llega a esta conclusion cuando utiliza sus
procesos de visualizacion para realizar acciones de
descomposicion.
Para la segunda, tercera, cuarta y sexta respuesta, el
estudiante da solucién del problema de manera directa
usando un patrén de medida, el estudiante identifica este
utilizando herramientas

patron de comparacién y

descomposicion.

En la pregunta 3, en la que se pedia encontrar la razon entre el area recubierta por los cuadrados azules

y el area total, los estudiantes acertaron en un 100%. (Ver Anexo 12.)

84 Respuestas dadas por los estudiantes pertenecientes a la investigacion.
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En la figura, geudl es la rezén entre el drea recubierta per las cuadrades azules v el ares

total?

Respuestas por parte de algunos de los estudiantes
... 6 azules y 16 en total’
... ‘6 es el area sombreada y 16 es el total de toda la figura,
por lo tanto, seria 6/16”
..." 6 parte recubierta y 16 area total, 6/16”
... “Entonces yo conté 6 cuadrados sombreados y luego
conté los cuadrados totales y medio 16, entonces puse aca
6/16”
... “Conté cuantos habia sombreados y son 6 azules y en
total de la figura hay 16”
... Lo que hice primero fue contar los cuadrados azules que
son 6, después conté todos los cuadrados y son 16 y

entonces es seis dieciseisavos”®

Analisis
Los estudiantes para dar solucién al problema planteado,
observan que el poligono estd descompuesto por 16
cuadrados, de esta manera reconocen que esta figura esta
dividida en partes iguales, identifican la razon y ubican los

valores correspondientes del numerador y denominador.

En la pregunta 4, cuyo objetivo es encontrar el area de un rombo, se obtuvo un 85% de respuestas

correctas. (Ver Anexo 12.)

Ur kesdgons regular e divide en tres hewdgoros regulores més pequefios ¥ tres rombes
iguales, tal samas 26 muestra en la Figura. S ol drea del hesdgore grande a2 de 380 em®, &l

&®a de cada une de las rembas, an em? | B

3—3._

Respuestas por parte de algunos de los estudiantes
... "Dividi 360 por la cantidad de rombos que hay en la figura
que es 12 y eso me da 30” ... “Yo cogi y dividi el hexagono
en triangulos y como el rombo esta compuesto por esta

figura 6sea por 2 tridngulos y los tridngulos son 24 por la

Analisis
Los estudiantes para calcular el area de la figura, inician
descomponiendo la figura geométrica en partes iguales, de

tal forma que estas partes cuando las vuelvan a juntar

85 Respuestas dadas por los estudiantes pertenecientes a la investigacion.
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mitad es 12, esto lo dividi en 360 que es el area total y me
dio 30”

... Dividi la figura en triangulos pequefios y los conté y hay
24 y como cada rombo esta formado por 2 triangulos,
entonces 24 dividido en 2 da 12 y este lo divido en 360 y da
30”

...” En el hexagono tracé una equis para que me quedaran
3 rombos, entonces sume todos los rombos y tome 360 y lo
dividi en 12 y me da 30”

... "Acé habia 3 rombos, entonces a estos los agrupo y me
da un hexagono, lo que hice fue tomar 360 y dividirlo en 4
hexagonos, como habia formado otro hexagono al dividirlo
me dio 90 y 90 lo divido en 3 rombos me da 30, entonces el
area de cada rombo es 30cm?”

... “‘Decia cual es el érea de cada uno de los rombos,
entonces, dividi en tridangulos el hexagono, hay 6 triangulos
para cada hexagono, los rombos también los dividi en dos
triangulos, después sumé todos los triangulos y me dio 24 y
el area del hexagono grande es 360, puse 360 dividido en
24y me dio 15, luego como el rombo tiene 2 tridngulos sume
dos veces 15y me da 30”

... ‘Dividi cada hexdgono por 3 rombos, después sumé
todos los rombos y dividi 360 en 12 y da 30”86

puedan formar la misma figura geométrica que estan
analizando.

Los estudiantes descomponen el hexagono en rombos
(congruentes). Ademds, identifican otra clase de
descomposicion como es la division de la figura en
triangulos equilateros, algunos estudiantes sefialan que un

rombo se puede descomponer en dos tridngulos equilateros.

En la pregunta 5, donde se pide calcular el &rea de la figura por descomposicion, el 44% de los estudiantes

respondio correctamente. (Ver Anexo 12.)

Poro promocionar el Festival Anwal de Cometas de su Colegio, Angélica hoce una cometa

pequena. La cometa e ve come la qus aparecs on la figura. Para su cometa, Angélica la
dibuja sebre una reticula dende la distancia entre los puntes vecinos ed igual a 1 em
Efudl ex el drea. on certimetros cuadrados, de la cometa p:.,qum"h:?
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8 Respuestas dadas por los estudiantes pertenecientes a la investigacion.
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Respuestas por parte de algunos de los estudiantes

...” Divido la figura en cuatro tridngulos, entonces este
triangulo chiquito lo pase para este lado y me quedo un
rectangulo y multiplico base por altura y me dio 6, después
pase este triangulo grande al ofro lado y me da otro
rectangulo, multiplico base por altura y medio 15, entonces
15+ 6 es 21, el area de la cometa es 217 ...

... “Yo divido la figura y me dieron 3 tridngulos, entonces
encontré base por altura 3 x 2 sobre 2 es igual a 3, para el
otro triangulo hago lo mismo, para el tridngulo grande tiene
6 de base y 5 de altura, lo multiplique y me dio 30 y sobre 2
es 15, entonces sume todo y me dio 21” ...

... ‘Dividi la figura en 2 triangulos, encontré el area de los
triangulos y luego los sume, el primero es 2 de altura y 6 de
base, entonces es 12 dividido en 2 da 6, para el triangulo
grande es 6 x 5 da 30, lo divido en 2 es 15, sumo 15 + 6 da
217

Analisis

En cada una de las respuestas proporcionadas por los
estudiantes se encontré que:

Ejecutan acciones sobre los objetos como, comparar,
descomponer, recomponer, contar, usar algoritmos, estimar
y superponer.

Descomponen la figura y dependiendo del nimero de
descomposiciones obtenidas agrupan las piezas para
juntarlas y formar una figura mas sencilla y conocida para

encontrar su area.

En la pregunta 6, el objetivo es encontrar el &rea de la region sombreada, el 73% de los estudiantes

obtuvo la respuesta correcta. (Ver Anexo 12.)

Fzrromds digefio un gscudo en fortea de sircunferencic come onblesa para 2! concierta de

Rockal Parque, si J s zl centro, A ol didmette 22 lo sircunferencic w A mide Gcm. Caloula

el drea de la regidn sombreade

Respuestas por parte de algunos de los estudiantes

... "Pasé esta figura sombreada aqui y el problema me dice
que el radio es 6, entonces 6 por 6 es 36 y 36 por 1T que es
3,1y el resultado lo divido en 2 y me da el area” ...

“Se corrié la parte sombreada hacia este lado y queda la

mitad del circulo blanca y la otra sombreada, entonces el

Anélisis
Los estudiantes utilizan procesos de traslacion y rotacion, de
esta forma, observan que la mitad de la circunferencia
queda sombreada.

Identifican los datos que necesitan para encontrar el area de

la region sombreada.
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area del circulo se saca con Pi por radio al cuadrado,
entonces Pi por 36 da 111,6 luego divido entre 2 porque es
la mitad y da 56,54”

... “Para encontrar el rea de un circulo hay que tener Pi por
radio al cuadrado, entonces me dio 113,09 divido entre 2 y
me da 56,5”

... "Multiplique 36 por Pi que es 3,1 y me dio 111,6 y divido
en 2y me da 55,887

En la pregunta 7, en la que se pedia encontrar el area de una regién sombreada, un 85% de los

estudiantes obtuvo la respuesta correcta.

Juanita tiene un cuadrade compuesto por cuatro cuadrades de 4 em de lado, ella traza una
circunferencia dentro del cuadrado como se puede observar en la figura 1, si ella recorta la
figura de tal forma que obtiene un nuevo disefic, ver figura 2. (Cudl es el drea de la regién

sombreada de la nueva figura que obtuvo Juanita?

Respuestas por parte de algunos de los estudiantes
...” Completo los cuadrados sombreados y dice que cada
uno tiene 1cm de lado, entonces 4 por 4 es 16 y se suma 2
veces y me da 32"

... Ver figura 2. “Si la parte sombreada que se encuentra en
el primer cuadrado lo pasamos para el segundo cuadrado,
estamos rellenando el espacio vacio, para el tercer
cuadrado hacemos lo mismo, entonces nos quedan dos
cuadrados sombreados completamente, luego encuentro el
area de cada cuadrado que es 4 x 4 da 16 porque el lado de
cada cuadrito es (de) 4cm, se suman y dan 32”

... “Coloqué esta parte aqui, y como cada lado mide 4,
entonces tengo 2 cuadrados y como estas dos figuras son
iguales, tomé solo en cuenta éste y luego 4 x 4 seria 16 y

como esta figura es igual entonces seria 16 + 16 es 32’88

Analisis
Los estudiantes descomponen y recomponen las partes
sombreadas del cuadrado, mediante transformaciones de
quitar y rehacer para obtener una figura conocida y de esta

manera calcular el area.

87 Respuestas dadas por los estudiantes pertenecientes a la investigacion.
8 Respuestas dadas por los estudiantes pertenecientes a la investigacion.
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Conclusiones Capitulo 4

Los estudiantes para dar solucién a cada uno de los problemas planteados, comenzaron con operar sobre
los objetos mediante acciones de descomposicion y recomposicion de las figuras presentadas, luego

buscaban transformarlas en otras figuras geométricas.

Con base a estas transformaciones los estudiantes encontraban relaciones geométricas en cada una de
sus descomposiciones reconociendo sus propiedades y buscando figuras equivalentes por medio de la
recomposicion, lo que les permitié desarrollar su pensamiento geométrico, convirtiéndose en individuos
mas activos y creativos, capaces de argumentar y generar estrategias que los conllevaban a dar solucién
a la situaciéon planteada a través de procedimientos geométricos y posteriormente a través de

procedimientos aritmético — numéricos.

Los estudiantes utilizaron para la solucién de cada problema herramientas que hemos identificado como
elementos del enfoque euclidiano del concepto de area y de la demostracién de proposiciones
relacionadas con él, determinaban figuras por medio de argumentos de congruencia de sus partes
constitutivas, indicando que obtenian figuras geométricas con igual area, pero con diferente forma y
tamario, comparandolas geométricamente, los estudiantes demostraron su avance en sus habilidades de

razonamiento. Veamos el siguiente ejemplo.

Se observa que el estudiante inicia con manipular el objeto descomponiendo la figura en partes iguales y

concluye que la figura queda dividida en regiones congruentes. El siguiente paso que realiza el estudiante
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es encontrar el area de uno de los triangulos que componen el paralelogramo. Para ello, se da cuenta
que dos triangulos forman un rectangulo, por lo que, el tercer paso a seguir es tomar dos triangulos y
recomponerlos en un rectangulo. Usando las unidades de la cuadricula, expresa el area del rectangulo.
Luego, toma este valor numérico y lo divide en dos para encontrar el area de uno de los triangulos. Finaliza
contando la cantidad de triangulos que componen el paralelogramo y multiplica ese nimero por el area
de uno de los triangulos.

El estudiante para dar solucidn a problemas de areas opera sobre una figura empleando sus propiedades
y no solamente contempla esas propiedades, actua estableciendo y usando las relaciones entre las
figuras que dibuja, actia analizando geométricamente las relaciones entre el area de las figuras
resultantes de la descomposicion y la de la figura original, y solo entonces interpreta esos resultados en
términos de valores numéricos para llegar a una respuesta final. Estos procesos de pensamiento dan
lugar a un cuestionamiento de la postura tedrica de Tall (2013).

Para finalizar, el hecho que la mayoria de estudiantes pudieron enunciar problemas relacionados con las
figuras presentadas y dar solucién a los problemas planteados, indica la solidez y robustez del significado
del concepto de area que lograron construir a través de las actividades planteadas; esto demuestra que
la utilizacion del abordaje del concepto a la manera de Euclides le permite al estudiante buscar métodos
creativos para dar la solucion a un problema, y trabajar sobre los “objetos” geométricos interiorizando sus

propiedades.
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CONCLUSIONES

Robustez del significado del concepto de area

Con base en el andlisis historico desarrollado en el Capitulo 2, la experiencia que se obtuvo en la
implementacion de cada una de las actividades propuestas y los resultados obtenidos en las entrevistas,
se tienen los elementos requeridos para definir la construccién de significado robusto del concepto de
area.

Una primera etapa en la construccion de un significado robusto del concepto de érea se logra cuando el
individuo usa la estrategia euclidiana basada en igualdad de area buscando diferentes estrategias de
divisién de una region del plano o figura geométrica. Con base en estas transformaciones el individuo
utiliza herramientas de traslacion y rotacion, entre otras, para reconfigurar estas “piezas” geométricas, y
de esta manera, formar una nueva figura geométrica, comprendiendo con claridad que el area permanece
igual (invariante).

En una segunda etapa, se comparan figuras que no tienen igual area, utilizando patrones de referencia
que permiten hacer comparaciones parte-todo de la misma configuracion introduciendo un conteo de
partes constituyentes (unidades iguales de referencia).

Una tercera etapa aborda la busqueda de férmulas aritméticas para calcular el area. Dichas formulas se
obtienen mediante la descomposicion y recomposicion de las figuras basadas en una férmula primitiva
tomada como conocida, en este caso la del rectangulo, al igual de lo que sucede en |a teoria matematica
de la medida.

Finalmente, se es capaz de resolver problemas no rutinarios y hasta retadores que involucran el concepto
de area empleando una gama de estrategias que se desarrollaron en etapas anteriores.

El pensamiento métrico es primeramente geométrico.

En esta investigacion se evidencia que los jovenes estudiantes han construido conceptos de medicion a

través de la solucion de problemas no rutinarios que involucran acciones de descomposicion,
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recomposicion y comparacion de figuras geométricas, sin la utilizacion de simbolos aritmético-
algebraicos. Esto va en contravia de la postura tedrica de David Tall (2013), donde sefiala que el
pensamiento geométrico es la abstraccion a partir de las figuras percibidas (abstraccion estructural) y el
pensamiento métrico (la medicion) es la abstraccion a partir de acciones de medicion de longitudes
(abstraccion operacional).

Para esta investigacion, la medicion, y en particular, la construccion del significado del concepto de area,
es primariamente geométrico, combinando luego elementos aritméticos que, a su vez, se basan en
relaciones geométricas. Detrds de las estrategias de descomposicion y recomposicion, se halla la
identificacion y uso de propiedades geométricas de las figuras involucradas, propiedades que sustentan
la correccion de las descomposiciones y recomposiciones (que las figuras “calcen”, que depende del
reconocimiento de propiedades de los angulos, las longitudes de los segmentos, paralelismo, entre otros).
Tal identificacion, a su vez, tiene su raiz, por ejemplo, en la manipulacién fisica de fichas con cierta forma,
pero se hace efectiva en la construccién del significado del concepto de area, no por intermedio de la
percepcion sino en el reconocimiento de invariantes bajo las transformaciones efectuadas, es decir, las
operaciones del sujeto sobre las figuras.

Estas manipulaciones se emprenden por medio de realizar acciones de transformacion o modificacion de
las figuras geométricas por medio de descomposiciones y trazos de lineas auxiliares.

Clasificacion del pensamiento humano con respecto a la construccion del concepto de area

Se tiene presente que para Tall (2013) los conceptos de longitud y area inician con acciones de medir, un
proceso esencialmente numérico — aritmético, y de esta forma se abstrae el concepto con base en las
acciones del sujeto por medio de operaciones rituales sobre los objetos y no por medio de los objetos en
si. Ademas, Tall intenta hacer una clasificacion del pensamiento humano basada en la percepcion por
una parte y en acciones que se van convirtiendo en operaciones, por otra. Para esto, siguiendo
parcialmente a Piaget, formula dos maneras en las cuales el individuo construye conceptos nuevos. Una
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primera, denominada abstraccion estructural y una segunda llamada abstraccion operacional, ilustradas

en la Figura 42 .

Structural Aketracon Operational Abstraction
sropartim el aljecis cpai o o objecs
sancaptinived ax (ST
menizl objects menizl abyecis

E’:éitj

Figura 42. Tomado de Tall, David (2013) How Humans Learn to Think Mathematically pg. 65

La abstraccion estructural se define como centrarse en contemplar la estructura de los objetos y abstraer
de ahi sus propiedades. Tall (2013) afirma que ésta es la abstraccion propia del pensamiento cuyo
producto son los conceptos geométricos.

En cambio, la abstraccion operacional se logra a partir de las acciones del sujeto por medio de procesos
que se van interiorizando y organizando de modo que se vuelven con el tiempo operaciones sobre las
cuales se logra abstraer los conceptos aritméticos y algebraicos.

En cuanto, a su caracterizacién del pensamiento geométrico, Tall (2013) no tiene en cuenta las diferentes
operaciones que puede realizar un individuo para construir un concepto geométrico nuevo, ya que se
limita a un pensamiento contemplativo y no activo.

Tall (2013) plantea que la abstraccién estructural y la operacional son dos tipos de pensamiento
diferentes, separando el pensamiento geométrico del aritmético y algebraico. Pero en la presente
investigacion se ha demostrado que este sefialamiento no es cierto, ya que estas dos abstracciones van
articuladas en la geometria, pues se promueve la abstraccion a partir o bien de los objetos o bien de las
acciones que realiza el sujeto para ejecutar transformaciones.

Por otra parte, como se dijo en el aparte anterior, el planteamiento central de la presente investigacion es

que el pensamiento métrico es esencialmente geométrico.
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En la investigacion se evidencié que las actividades disefiadas para este estudio seguian el concepto
griego de area, donde los estudiantes al enfrentarse a un problema, y buscar darle solucion, comienzan
utilizando su pensamiento geométrico operacionalmente.

El pensamiento geométrico involucrado en la construccion de significado del concepto de area y llevado
a cabo en el contexto de la solucién de problemas no rutinarios requiere de construcciones,
descomposiciones, recomposiciones y comparaciones, todas estas acciones realizadas por el individuo.
Este pensamiento geométrico no es la abstraccidn a partir de las figuras geométricas como lo indica Tall
(2013), sino a partir de transformar la figura y utilizar activamente sus propiedades. Concluimos que Tall
no ha tenido en cuenta y no ha analizado el pensamiento utilizado por un individuo al resolver problemas
geométricos no rutinarios relacionados con el concepto de area.

Por otro lado, en cuanto al pensamiento métrico, incluyendo el relacionado con el concepto de area, Tall
(2013) argumenta que es la abstraccion a partir de acciones de medicién de longitudes, involucrando un
elemento de simbolismo, ya que se introduce ademas unas expresiones numeérico - aritméticos. Con base
en este sefialamiento, Tall (2013) sostiene que la medicién involucra operaciones del sujeto y termina
empleando férmulas de tipo algebraico, y por lo tanto, que el pensamiento métrico, se relaciona con la
abstraccion operacional, separando asi el pensamiento métrico del geomeétrico.

Basado en los resultados de esta investigacion, se difiere de estos sefialamientos ya que en ella se

muestra que se construye significado del concepto de area a partir de actividades que recorren tres fases.

Primero, se centran en la igualdad de areas de distintas figuras por medio de las transformaciones de
descomposicidn y recomposicidn. Segundo, usando lo que se han denominado “unidades de referencia”,
se logra la comparacion de las areas de distintas figuras y, mas generalmente de diferentes regiones
planas. Tercero, formando nexos entre los aspectos geométricos y aritmético — algebraicos de la medicién

de areas se toma la férmula del area del rectangulo como basica, y a partir de alli, por medio de la misma
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clase de transformaciones, se muestra como se puede relacionar y referir las formulas de las areas de
otras figuras geométricas (paralelogramo, triangulo, trapecio, hexagono, entre otros) al area del
rectangulo. Reiteramos, como se mostro en el Capitulo 2, que se procede de manera similar en la

matematica avanzada, en particular, en la teoria matematica de la medida.

Con base en estos resultados, se evidencid que el pensamiento requerido para la construccion del
concepto de area y la solucion de problemas involucrados en términos de medicion utiliza un pensamiento
geométrico operacional.

El pensamiento geométrico y el pensamiento euclidiano van mas alla del acto de la contemplacion, es
mucho mas rico de lo que Piaget y Tall sefialan en su teoria, no esta limitado al analisis de las propiedades
de los objetos, sino es activo y operacional. Se concluye que, las actividades inspiradas en los
planteamientos griegos alrededor del concepto de area, permiten al estudiante construir significado
robusto de ese concepto por medio de operaciones netamente geomeétricas.

Se observa, ademas, que Tall (2013) sigue de cerca el tradicional tratamiento curricular de la geometria
para hacer sus planteamientos.

La autora de la presente investigacion discrepa de la caracterizacion realizada por Tall (2013), por lo que
en lo que sigue se proponen dos clasificaciones para la construccion de significado del concepto de area
y la caracterizacion del pensamiento involucrado.

La primera es el anélisis; cuando el estudiante se centra en examinar las configuraciones e identifica sus
propiedades para transformarlas, con el propésito de encontrar figuras geométricas equivalentes (de igual
area).

El segundo aspecto, es el razonamiento y la argumentacion. En esta etapa se encuentran las diferentes
operaciones que se realizan sobre la configuracién por medio de métodos creativos como visualizar la

situacion, subdividir, descomponer, recomponer y comparar, entre otros, para obtener figuras geométricas
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nuevas conservando el area de la figura original. Se procede de forma similar para establecer formulas
de tipo algebraico para determinar su area.
Estas dos clasificaciones son llevadas a cabo con la utilizacion de un pensamiento geométrico

operacional, las cuales se ilustran en la Figura 43.

PrHSARIPNTO GFOMPTRICO
DOFERACITNAL

LA T
[ Hasomannnls ¢ Avguimnlocess
P ODe-000s G0 opsrecones sotew ko obprlos
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Figura 43. Replanteamiento del proceso en la construccion del concepto de area.

La construccion de significado robusto de los conceptos de longitud y area en un proceso solido de
ensefianza — aprendizaje no se inicia con acciones de medir, como lo sefiala Tall (2013), y si, por el
contrario, se basa directamente en la aritmética y las formulas, el aprendizaje es transitoria y carece de
profundidad, tanto asi, que los estudiantes apenas identifican las palabras perimetro y area con férmulas
aritmético - algebraicas y hasta las confunden. Se concluye que los conceptos geométricos cuyo
significado robusto se construye con base en transformaciones y propiedades geométricas facilita la
adquisicion del concepto de area y la solucion de problemas no rutinarios, ademas, podemos afirmar con
certeza que la utilizacion del enfoque y abordaje euclidiano potencia y desarrolla el pensamiento
geométrico.

Esquema del proceso para la construccion del concepto de area

Teniendo en cuenta la clasificacion planteada en esta investigacion para la construccion de significado
del concepto de area para estudiantes de aproximmadamente12 afios de edad, se propone el esquema

0 mapa conceptual que se muestra en la Figura 44.

147



Como puede apreciarse en el esquema, se parte de observar que una figura geométrica o regién del

plano puede descomponerse en partes iguales, trazando lineas de subdivision. Esto permite comparar el

area de la figura geométrica con la de otras figuras por medio de unidades de referencia.

De otra parte, en el mapa conceptual se muestra que es posible recomponer estas partes teniendo en

cuenta la conservacion de area y las propiedades de las figuras, para obtener otras figuras geométricas

equivalentes y, a partir de estas, buscar formulas aritméticas para calcular el area de la figura o regién

geométrica inicial.

Construccion del concepto de area por medio de
acciones de descomposicién, recomposiciény

comparacion

|
De

Figuras geométricas
|
|

Estols se

’ Descomponen ‘
|

En
|

1
’ Partes iguales
I

Para obtener

’ Figuras de igual ‘

Permitiendo
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A través

Transformaciones ‘
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J

En otra figuras

Qué permiten

Conservando el area

’ Calcular areas

‘_ Por

Formulas
aritméticas

Comparar
|
Ches | [T
l : Translacion
Por medio
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referencia

Rombos,
entre otros

Figura 44. Esquema del proceso para la construccién de area.

148



RECOMENDACIONES

A través del tiempo se ha demostrado que la construccion del concepto de area en la geometria escolar
colombiana se contindia ensefiando bajo los mismos planteamientos de la educacion tradicional, donde
el estudiante se considera un individuo que capta informaciéon y memoriza férmulas para dar respuestas
a ejercicios sin saber el por qué lo esta haciendo. Con base en estos cuestionamientos los estudiantes
no estan aprendiendo a razonar ni mucho menos construyen significado apropiado para el concepto, por
lo que esta investigacion propone una transformacién del enfoque que incide en el modo de pensar de
los estudiantes, con respecto a la construccion de significado robusto del concepto de area, en la cual se
conviertan en individuos mas activos, mas creativos y mas analiticos.

Para el disefio de cada una de las actividades propuestas dirigidas a la construccién del concepto de
area, se tuvo en cuenta cada uno de los componentes desarrollados en el enfoque euclidiano. En este
proceso se muestra con claridad que el dar solucion a problemas de area esta intimamente relacionado,
no apenas con la medicion practica por medio de procedimientos aritméticos y numéricos como lo propone
Tall (2013), sino con un conocimiento operativo de las propiedades de las figuras que permite buscar
diferentes subdivisiones y descomposiciones, para luego recomponer las partes obtenidas a sabiendas
que, por sus propiedades, “calzaran” perfectamente, utilizando acciones fisicas y mentales de
comparacion que dan lugar a enunciar razones entre sus areas y desarrollar formulas aritméticas para el
calculo de éstas, y a poder abordar con éxito la resolucion de problemas retadores relacionados con el
concepto de area.

Es de esta forma, si las escuelas llevan una practica diferente de ensefiar por medio de solucion de
problemas no rutinarios y teniendo en cuenta el legado histérico de las matematicas, los estudiantes
inician sus procesos de razonamiento y construyen su conocimiento en lugar de reducirse a memorizar

sin comprender. Por lo cual se recomienda, que en las instituciones educativas se planteé el trabajo
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escolar en términos de promover el pensamiento geométrico, por medio de actividades que reten al
aprendizaje auténomo. Ademas, esto podria lograrse difundiendo las actividades y los resultados de la
investigacion en los diferentes centros educativos del pais para hacer conocer este método de ensefianza
y de esta forma comenzar a replantear las orientaciones del curriculo frente a los conceptos de medicion.
Se sugiere explorar la posibilidad de extender los planteamientos expuestos en esta tesis para la
construccion de significado de otros conceptos geométricos y métricos.

En esta investigacion se realiz6 un estudio puntual acerca de la posicidn de Tall (2013) con respecto a la
caracterizacion del pensamiento para la construccion del concepto de area. Queda abierto el espacio de

investigacion y discusion para otros aspectos matematicos que este autor trata en su libro.
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ANEXOS
A continuacion, se muestran las actividades disefiadas para el desarrollo de la investigacion:

Anexo 1. Prueba de entrada
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Anexo 2. Actividad 1. Rompecabezas
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Anexo 3. Primera etapa, Seccion 2: Descomposicion y recomposicion
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Anexo 4. Actividad 2: Comparacion
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Anexo 5. Actividad 3: Razoén entre areas
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Anexo 6. Actividad 4: Deduccion de formulas elementales para el calculo de areas
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Anexo 7. Seccion 2. Explorando el Rectangulo y Paralelogramo
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Anexo 8. Seccién 3. Explorando el Triangulo
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Anexo 9. seccion 4. explorando el trapecio y el hexagono
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Anexo 10. Guion entrevista etapa 1
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Anexo 11. Guion entrevista etapa 2
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Anexo 12. Porcentaje de preguntas correctas. Guién entrevista etapa 2

PREGUNTA 1: AREA DEL PARALELOGRAMO
= CORRECTAS
7% = INCORRECTAS

PREGUNTA 3:AREA COMO UNA FRACCION

= CORRECTAS
= INCORRECTAS

PREGUNTA 5: AREA FIGURA POR
DESCOMPOSICION

= CORRECTAS
= INCORRECTAS

PREGUNTA 2: AREA DEL TRAPECIO POR
DESCOMPOSICION

= CORRECTAS

2% |

= INCORRECTAS

PREGUNTA 4: AREA DE| ROMBO

= CORRECTAS
= INCORRECTAS

PREGUNTA 6: AREA REGION SOMBREADA

= CORRECTAS
= INCORRECTAS

PREGUNTA 7: AREA DE UNA REGION

SOMBREADA

= CORRECTAS
= INCORRECTAS
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