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Resumen

Esta investigacion tuvo como objetivo disefiar una metodologia que permitiera apreciar
y caracterizar la ocurrencia del insight en los tipos de pensamiento matematico
convergente y divergente presentes en la resolucion de problemas por los estudiantes,
propuestos en las clases de un curso de la Licenciatura en Matematicas en la

Universidad Antonio Narifio.

Se utilizé una metodologia con un enfoque cualitativo, a través de un estudio de casos
en dos experiencias; la primera correspondiente al segundo semestre de 2015 y la
segunda al primer semestre de 2016, por medio de un curso electivo el cual se
denominé “Desarrollo del pensamiento matematico a través de la solucion de
problemas”, con la finalidad de contribuir a la formacion del futuro profesor de
matematicas de tal forma que pueda profundizar en el conocimiento matematico ya
adquirido como resultado del pensamiento matematico empleado en el proceso de la

solucion de problemas.

Como parte del andlisis y discusion de los resultados obtenidos en las dos experiencias
fue posible identificar y caracterizar tres tipos de insight en relacion con los tipos de
pensamiento matematico convergente y divergente presentes en la solucién de
problemas matematicos propuestos en el salon de clases, que cuando ocurren

permiten encontrar una solucién de forma exitosa.



Abstract

This research had as an objective the design of a methodology that would allow
appreciating and characterizing the occurrence of Insight in convergent and divergent
types of mathematical thinking that are present in the problem solving achieved by
students of a course of the bachelor's degree in mathematics teaching in the Antonio

Narifio University.

A qualitative approach was used in a case study composed of two experiences, the
first experience corresponding to the second academic semester of 2015, and the
second, to the first academic semester of 2016. An elective course entitled
“‘Development of mathematical thought through problem solving”, was the setting in
which this observation was made. This elective course had also the aim of contributing
to the formation of the future mathematics professor, in a way that he or she can deepen

the mathematical thought used in the process of problem solving.

As part of the analysis and discussion of the results obtained in the two experiments, it
was possible to identify and characterize three types of insight in relation to the types
of convergent and divergent mathematical thinking present in the solution of
mathematical problems proposed in the classroom, that when they occur allow us to

find a successful solution.
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INTRODUCCION

El presente trabajo forma parte del proyecto de investigacion “Contribuciones
epistemoldgicas a la educacion matematica” cuya finalidad es la busqueda de
respuestas aproximadas a tres preguntas estrechamente relacionadas a la solucién de
problemas matematicos. Sierpinska y Lerman (1996) proponen éstas:

e . Cuales son los origenes de los conocimientos cientificos?

e (Cuales son los criterios de validez de los conocimientos cientificos?

e . Cual es el caracter del proceso de desarrollo del conocimiento cientifico?
Sin embargo, este trabajo también esta en relacidén directa con otra de las lineas de
investigacion contemplada en los programas de Educaciéon Mateméatica de la
Universidad Antonio Narifio, la referida a estrategias del desarrollo, enriquecimiento y
consolidacion del pensamiento matemético (incluye la ensefianza y aprendizaje de la

matematica para estudiantes talentosos)?.

Sin embargo, se considera que muchos de los aspectos que se manifiestan en el
proceso de ensefianza y aprendizaje de la resolucién de problemas presentan
elementos que son de sumo interés lo cual sugiere la realizacion de un estudio

sistematico.

Las relativas al pensamiento matematico encierran una riqueza que al estudiarlas
pueden revelar propiedades que permitan enriquecer una parte del estado del arte, en
relacion a los fendbmenos cognitivos que puedan caracterizar el pensamiento

matematico.

' Documento del programa de Doctorado en Educacion Matemética, 2011.
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Existen diferentes clasificaciones para el pensamiento matematico. Se va a tener
presente una de ellas, en la que algunos autores clasifican en dos categorias el
pensamiento matematico:

1. Pensamiento convergente

2. Pensamiento divergente?
Para Guilford (1950) el pensamiento convergente se fundamenta en la blusqueda de
una respuesta determinada o convencional cuyo resultado lo identifica con una Unica
solucion a un problema. Por otro lado, el pensamiento divergente se identifica con una
situacion en la cual se encuentran diferentes caminos que permiten encontrar una
mejor y/o novedosa solucion al problema. Ademas, incluye la creatividad al considerar
que todos los individuos poseen ambos tipos de pensamiento, pero no todos tienen la

misma capacidad para utilizarlas.

El autor de esta investigacion considera que en la construccion de una parte de las
contribuciones en las ciencias matematicas ha prevalecido un pensamiento
convergente. Sin embargo, se considera que los grandes aportes, aquellos que
marcan nuevos horizontes y que transcienden, han estado soportados por un

pensamiento divergente.

Por otra parte, se ha podido constatar directamente que en la construccién de
soluciones a problemas matematicos relevantes o en la solucion de problemas de
competiciones matematicas se han presentado experiencias singulares en las cuales,
después de transcurrido un cierto tiempo de busqueda infructuosa de una solucion a

un problema, ésta ha emergido abruptamente, incluso después de haberse

2 Términos introducidos por Guilford en 1950.



abandonado la busqueda. Esto puede ocurrir en circunstancias muy ajenas al
ambiente académico de la labor matematica; por ejemplo, se puede hacer referencia
a Gauss, quien escribia asi refiriéendose en una carta a cierto teorema de teoria de

nameros que habia tratado de demostrar, sin éxito, durante varios afios.

“Finalmente, hace dos dias, lo logré, no por mis penosos esfuerzos, sino por la gracia
de Dios. Como tras un repentino resplandor de relampago, el enigma apareci6
resuelto. Yo mismo no puedo decir cudl fue el hilo conductor que conecto lo que yo
sabia previamente con lo que hizo mi éxito posible... (De una carta comentada en
Revue des questions scientifiques, octubre 1886, p. 575. Citado por Hadamard, The

Psychology of Invention in the Mathematical Field, cap.1)’.

En un articulo Miguel de Guzman (2001) relata un suceso ocurrido en 1858, donde
Hamilton describe su hallazgo de la teoria de los cuaternios, tras quince afios de

infructuosos esfuerzos.

“Maniana sera el aniversario quince de los cuaternios. Vinieron a la vida, o a la luz,
completamente maduros, el 16 de octubre de 1843, cuando paseaba con la sefora
Hamilton hacia Dublin, al llegar al puente de Brougham. Alli, y en aquel momento, senti
gue el circuito galvanico del pensamiento se cerraba, y las chispas que saltaron de él
fueron las ecuaciones fundamentales que ligan i, j, k [los nuevos nimeros que hacen
el papel de i de los complejos], exactamente tal como los he usado siempre desde

entonces.... Senti que en aguel momento se habia resuelto un problema, que se habia

3 Guzman, M. (2001). La actividad subconsciente en la resolucion de problemas. Recuperado el 2 de abril de 2014 del URL:
http://www.mat.ucm.es/catedramdeguzman/old/04vida/parapensarmejor/27capitulo.html
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satisfecho una necesidad intelectual que me habia perseguido por lo menos quince

arios” .. A

Por otra parte, a finales del siglo XIX, Poincaré quiso caracterizar el como se puede
desarrollar el pensamiento matematico. En este sentido se puede encontrar
descripciones en la literatura de educacién matematica vinculada con la solucién de
problemas, el cual se relaciona a veces con el talento o con la capacidad y con la

creatividad de cada individuo, como parte sustancial de sus competencias.
Ahora bien, la definicién de problema ofrecida por Campistrous y Rizo (1996):

“Un problema es toda situacion en la que hay un planteamiento inicial y una exigencia
gue obliga a transformarlo. La via para pasar de la situacion o planteamiento inicial a
la nueva situacién exigida tiene que ser desconocida y la persona debe querer hacer
la transformacion™, permite relacionar la definicion de problema y el proceso de
solucion de manera directa con el proceso del pensamiento matematico que se puede

activar para transformar las situaciones iniciales a que estos autores se refieren.

Podria preguntarse: ¢Son o0 no los procesos de los dos tipos de pensamiento
matematico, ya mencionados, consecuentes con el problema mismo? La respuesta es
no. Se tienen ejemplos de sujetos que ante un mismo problema de la matematica
elemental presentan diferentes tipos de pensamiento, ya que algunos podran mostrar
s6lo una solucion correcta, mientras que otros podran ofrecer varias soluciones, y para
otros ninguna solucién inmediata. Aqui se puede preguntar ¢en estos ultimos existe

una ausencia total de pensamiento matematico de cualquiera de los dos tipos?

4 Campistrous |. y Rizo, C. (1996). Aprende a resolver problemas aritméticos. Editorial Pueblo y Educacion, C. Habana.



Planteamiento del problema

En la actualidad se pueden encontrar numerosos trabajos en el campo de la educacion
matematica dedicados al desarrollo del pensamiento matematico convergente o
divergente relacionado con la resolucion de problemas desde la escuela hasta la

universidad.

Por otra parte, se considera que, durante el proceso de solucion de un problema,
pueden darse pequefios saltos en el pensamiento, correspondientes a la superacion
del bloqueo que provoca el mismo problema cuando no se encuentra una soluciéon
inmediata. Por lo general, esto ocurre porque es caracteristico del cerebro humano
que, después de estudiar cierto problema por un buen tiempo, sin encontrar dicha
solucion, el subconsciente continta trabajando a pesar de que se esté realizando otras
actividades muy diferentes y que, luego de un tiempo, que puede durar poco o hasta
afos; aparece de repente la solucion del mismo. Esto es lo que se describe como el
insight (Lisa Aziz-Zadek, (2013), Poincaré (1908)), o la experiencia de iluminacion

que de alguna forma le da una solucion a lo que parecia imposible.

Algunos autores, entre ellos Lisa Aziz-Zadek®, (2013) suponen que este tipo de
fendmeno cognitivo esta asociado al pensamiento divergente que produce una
activacion alta e inesperada al asociar ideas remotas y que ademas activa las areas

de placer del cerebro.

El insight se produce cuando se da el desbloqueo interno, dando paso a la aclaracion

de lo que tan insistentemente se buscaba y de acuerdo a lo que manifestaba

5 Aziz-Zadek, Lisa, et.al.(2013). Exploring the Neural Correlates of Visual Creativity. Soc. Cogn. Affect. Neurosci.,8 (4): pp. 475-
480.



Hadamard seguidor de las ideas de Poincaré® forma parte de cuatro fases en el

proceso creador: i) preparacion, ii) incubacion; iii) iluminacién y iv) verificacion.

Davis y Hersh (1990), lo describen como “destellos de insight”, algo que ha dado paso

a la luz, una nueva comprension de la persona.

Lo anterior sugiere la necesidad de responder:

e ¢ Qué tipos de insight podrian propiciarse dentro y fuera del aula en el transcurso
de los esfuerzos de los estudiantes por resolver problemas no rutinarios?

e /Siel pensamiento divergente debe asociarse unicamente a situaciones donde se
encuentran diferentes caminos que permiten encontrar una mejor o novedosa
solucion?

e (;Se podria asociar el pensamiento divergente sélo con una solucion novedosa o
excepcional?

Justificacion del problema

Actualmente se encuentran diferentes investigaciones sobre el pensamiento
divergente y convergente, y que involucran la resolucién de problemas en diferentes

niveles.

En este trabajo se pretende comprender si en los dos tipos de pensamiento
matematico, tanto el convergente como el divergente, pueden describirse diferentes
tipos de insight los que regularmente, cuando suceden, culminan la solucion de

problemas matematicos de forma exitosa.

Poincaré, H. (1908). L' Enseignement Mathématique.



Durante este proceso, se busca establecer si el insight puede ser propiciado en los
estudiantes cuando adquieren un nuevo conocimiento a través de la resolucion de

problemas no rutinarios cuidadosamente construidos.

117

Por otra parte, en el trabajo de Fauconnier & Turner (1998 y 2002) “Conceptual

Integration Networks” se sostiene que la integracion conceptual en general es una

operacion cognitiva a la par con la analogia, la recursividad, los modelos mentales, y
la categorizacion conceptual. Los autores presentan operaciones cognitivas
dinamicas, flexibles y activas que entran en juego en el momento de pensar, que se

denominan cognitive blending, la que se considera relacionada con el fenomeno del

insight. Estos autores describen una estructura de entrada de los espacios mentales
y un salto o proyeccion a nuevos espacios mentales independientes de los primeros
realizado por medio de una combinacion inesperada de operaciones. En el Grafico 1
se ilustra lo explicado por estos autores en sus obras, grafico en el cual el autor de

esta investigacion inserta dicho insight como mediador de los espacios mentales.

Inspiracion o lluminacién
(Ocurre la idea repentina)

ESPACIOS MENTALES PREVIOS NUEVOS ESPACIOS MENTALES
Marco referencial comprometido, INSIGHT Marco referencial no comprometido,
creencias nuevas creencias
INTEGRACION CONCEPTUAL

Gréfico 17. Esquema de la ocurrencia de un insight.

Es uno de los intereses centrales del presente estudio dar una caracterizacion a este

tipo de fenémeno cognitivo® en relaciéon con los dos tipos de pensamiento matematico

7 Garcia, M. (2014). A metacognitive reflection of the thinking types through mathematical research. Convergence vs.
Divergence. International Congress of Mathematicians, Seoul, Korea
8 Por denominarlo de esta manera.



gue se pueden presentar en el proceso de solucion, a partir de la observacion de dos
grupos de estudiantes que trabajan en la solucién de problemas dentro y fuera del

salon de clases, en dos semestres consecutivos.
Lo anterior induce a formular el siguiente problema de investigacién:

¢, Qué caracteristicas tienen las ideas que emergen y que se conocen como insight
cuando ocurren en los tipos de pensamiento convergente o divergente y que se
evidencian en los estudiantes en el proceso de solucién de problemas matematicos

propuestos en clases?

Objeto de estudio: el pensamiento matematico convergente y divergente en el

proceso de ensefianza aprendizaje de las matematicas.

Se pretende establecer que en estos dos tipos de pensamiento matematico pueden
describirse varios tipos de insight los que regularmente, cuando suceden, culminan la
solucion de problemas matematicos de forma exitosa, cuestion que se explicitara mas

adelante en la hipotesis de esta investigacion. Ahora se propone el siguiente
Objetivo general

Describir las ocurrencias del insight en los tipos de pensamiento matematico
convergente y divergente presentes en la resolucion por parte de los estudiantes de
problemas propuestos en las clases de un curso de la Licenciatura en Matematicas en

la Universidad Antonio Narifio.
Objetivo especifico

Determinar las diferentes dimensiones que deben permitir apreciar el insight, asi como

caracterizar su ocurrencia dentro de los tipos de pensamiento matematico



(convergente y divergente) que puedan ocurrir durante el proceso de solucion de

problemas planteados en clase.
Todo lo anterior direcciona el campo de accion como:

El insight dentro de los dos tipos de pensamiento matematico, el convergente y el
divergente, que se manifiestan en el proceso de ensefianza aprendizaje en los
estudiantes de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Antonio Narifio

cuando asisten a cursos relacionados con la resolucion de problemas matematicos.
En adicion posibilita formular la siguiente:
Hipotesis de investigacion

Se pueden describir diferentes tipos de insight los que regularmente, cuando suceden,

culminan la solucién de problemas matematicos de forma exitosa y novedosa. (Ver

Grafico 2.)
PROBLEMA MATEMATICO
e \
Solucién Sin solucidn
Con otras Con otra solucién Sin solucién en un Con solucion
soluciones por insight futuro inmediato por insight

Gréfico 2. Sobre los posibles tipos de insight en la solucién de problemas matematicos.

Tareas
1. Determinar el estado del arte y el marco teorico.
2. Disefiar una metodologia de trabajo basada en la observacion y seguimiento
del comportamiento de aquellos estudiantes a quienes se les pueda presentar

el insight en el proceso de solucion de los problemas matematicos propuestos.



3. Describir cada situacién singular, dentro o fuera del salén de clases como
“estudio de casos”.

4. Analizar los resultados y descripcidn de caracteristicas encontradas en los
insight en el marco de los tipos de pensamiento matematico convergente y
divergente (o0 en ninguno).

5. Construir argumentos alrededor de la hipétesis o conjetura planteada.

6. Elaborar y presentar el texto cientifico de esta investigacion.

Aporte tedrico y practico

El disefio y fundamentacién de un esquema de resolucién de problemas que permita
apreciar y caracterizar los diferentes tipos de insight que puedan ocurrir en los dos
tipos de pensamiento matematico estudiados y que pueden estar presentes en el
proceso de resolucion de problemas no rutinarios en el salén de clases.

Novedad cientifica

La relacion de los tipos de pensamiento matematico convergente y divergente con el

proceso o fendbmeno denominado insight.
Estructura de la tesis

La tesis esta estructurada con una introduccion, cuatro capitulos: un capitulo 1 Estado
del arte, un capitulo 2. Marco tedrico; un capitulo 3. Disefio metodolégico de la
investigacion y un capitulo 4. Resultados, discusion y analisis. Ademas, Conclusiones,

Recomendaciones, Bibliografia y referencias y Anexos.
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CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

En esta seccidn se presenta una seleccion de trabajos que se han considerado
relevantes para esta investigacion. Estos estan relacionados con el pensamiento
divergente, convergente, el insight y la creatividad en la resolucion de problemas
matematicos, sin que ellos representen todo el material que pueda existir con respecto
a estos temas, y que se hayan publicado desde la segunda mitad del pasado siglo
hasta la fecha. Sin embargo, una cuidadosa seleccion de diversos autores con
resultados muy representativos y de una alta calidad debe permitir orientar la

investigacion hacia un marco teérico y una metodologia de trabajo acertada.
1.1. Sobre el insight segun las ciencias psicolégicas
1.1.1. Creatividad e insight®

Martin, C. (1999) resalta las aportaciones mas clasicas de la psicologia de la Gestalt,

término aleman que hace alusion a la creatividad.

Cuando se solucionan problemas, algunas personas sienten de forma repentina que
conocen las respuestas, sin poder explicar como lo han logrado (Metcalfe, 1986;
Wallas, 1926). La anterior experiencia del denominado “Aha” ha constituido bases de
algunas definiciones de insight segun (Duncker, 1945; Kohler, 1956; Maier, 1930).
Algunas contribuciones han mostrado y sugerido que la solucion de tipo insight de un
problema es contraria a las formas rutinarias y menos repentinas del mismo segun

(Gruber, 1979; Nickles, 1978).

9 Martin, C. (1999). Creatividad e insight. Revista de altas capacidades. ISSN 1136-8136, N°.7, pp. 63-84
https://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo=2476241.
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Investigaciones sobre el insight se pueden encontrar en los estudios de la psicologia
de la Gestalt (Dunker, 1945, Maier, 1930, Wertheimer, 1959) cuyos autores creyeron
gue el insight es un proceso que podria ser diferenciado cualitativamente de otros tipos

de procesos mentales y que tiene las siguientes caracteristicas:

1. Corresponde a una restructuracidbn repentina de un problema que esta
acompanado de la sensacion de “saltos inconscientes” en el pensamiento.
2. Es un proceso mental acelerado.

3. [Es una especie de corto circuito en el proceso normal de razonamiento.

Hadamard (1949) ofrece una explicacion al fenomeno del insight, en la cual identifica
cuatro etapas que describen muy bien el insight cientifico: preparacion, incubacion,
iluminacion vy verificacion. Estas caracteristicas constituyen un conjunto de

generalizaciones empiricas relacionadas con el insight.

La primera etapa implica un importante esfuerzo en el intento de solucionar un
problema dado; en algunos problemas ese intento puede llevar directamente a una
solucion. Pero para los problemas mas dificiles, la persona puede abandonarlos o

apartarse.

El abandono permite entrar a la siguiente etapa de incubacion, en la cual a nivel
consciente la persona esta procesando otras cosas. Dependiendo de la situacion, esta
segunda fase puede durar desde segundos hasta afios, pero la persona que
experimenta el insight propone la solucién en la etapa mas importante que es la
iluminacion, la cual debe ocurrir de forma inesperada y rapida, conocida como la

experiencia del “Aha”.

12



Este salto puede llevar a falsos insight de modo que la cuarta y Ultima etapa,

verificacion, es la encargada de repasar todos los detalles.

La siguiente tabla resume las cuatro etapas del insight segun Hadamard

Tabla 1. Etapas por donde pasa el insight segiin Hadamard (1949)°.

ETAPAS RASGOS SUJETO
e Gran esfuerzo . Pued bandonar si |
1. PREPARACION e Pensamiento consciente uede abandonar si la
) tarea es compleja.
e Generar ideas relevantes
e Puede durar segundos o afios. e Se puede procesar otra

2. INCUBACION

Proceso inconsciente.

informacion.

3. ILUMINACION (insight)

Es la hora del “Ah&” o del “eureka”

Puede haber “Ahas” falsos.

Notifica y explicita lo dado
en la incubacion.

Repasa detalles

Resuelve de forma

4. VERIFICACION e Puede demostrarse que no existe

L. nsciente.
insight. consciente

Se considera que este trabajo presenta aspectos que seran de gran utilidad para la
presente investigacion, al tratar de describir los posibles insight que pueden emerger

en el transcurso de solucién de problemas planteados en el aula de clases.
1.1.2. Psicologia de lacienciay la creatividad!!

Esta investigacion se fundamenta en el estudio de la creatividad cientifica en el marco
de la psicologia de la ciencia, en él se analizan los origenes previos desde que esta
disciplina de las metaciencias se consolido como la forma de estudio de una

epistemologia cientifica.

Se revisan cuatro metodos de investigacion utilizados en el estudio de la creatividad:

psicométrico, experimental, historiométrico y estudio de casos.

10 Martin, C. (1999). Creatividad e insight. Revista de altas capacidades. ISSN 1136-8136, N°. 7, 1999, pp. 63-84
http://dialnet.unirioja.es/servlet/articulo?codigo =2476241

" Romo, M. (2007). Psicologia de la ciencia y creatividad. Revista creatividad y sociedad. N° 10, pp. 7-31, Marzo de 2007,
disponible en http://www.creatividadysociedad.com/articulos/14/Creatividad
%20y%20Sociedad.%20Psicologia%20de%20la%20ciencia%20y%20la%20creatividad. pdf
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Se define como una subdisciplina que surge entre dos campos como son la psicologia
y las matematicas. Feist manifestd que: “La psicologia de la ciencia es el estudio
empirico de las influencias bioldgicas, cognitivas, evolutivas, sociales y de

personalidad sobre el pensamiento y conducta cientifica™?.

Romo (2009) entiende “la creatividad como una forma de pensar cuyo resultado es un
producto que tiene, a la vez, novedad y valor™3. Ella sefiala que el estudio de casos
puede ser de sumo interés y de utilidad, tal como lo sefialé Gruber'# quien publicé un
estudio psicolégico de la creatividad cientifica de Darwin. Este estudio ha sido punto
de partida de algunas investigaciones acerca de la creacién y que posteriormente

hacen parte de los doce casos presentados en otro trabajo de Gardner®>.

Gruber analiza los pasos fallidos en la vida de los grandes cientificos, ademas del

papel heuristico de las imagenes que condensan y organizan la informacion.

Se considera de gran importancia para esta investigacion implementar el estudio de
casos que de alguna forma permitira darle seguimiento u observar a los estudiantes a
quienes se les pueda presentar algun tipo de insight dentro o fuera del sal6n de clases.

1.1.3. Studying insight problem solving with neuroscientific methods?®

En esta investigacion se estudian los aspectos metodolégicos en investigaciones del

cerebro cuando ocurre el insight, en ella se describen los procesos gque suceden

12 Feist, G. (2006). The Psychology of Science and the Origins of the Scientific Mind. Yale University Press, p.4.

13 Romo, M. (2009). Psicologia de la creatividad. Barcelona: Paidés (segunda impresién Marzo de 2012).

14 Gruber, H. E. (1974). Darwin sobre el hombre. Un estudio psicolégico de la creatividad cientifica. Madrid. Alianza, 1981.

15 Gardner, H. (1993). Creative minds. An anatomy of creativity. (frad. cast.. mentes creativas. Barcelona, Paidds, 1995).

16 Luo, J. Knoblich, G. (2007). Studying insight problem solving with neuroscientific methods. ScienceDirect. pp. 77-86.
Available online at www.sciencedirect.com.
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durante la resolucién de problemas, como momentos de corta duracion de un

pensamiento excepcional.

El insight requiere una reestructuracion de la situacion del problema que es
relativamente poco frecuente y dificil de obtener en el laboratorio. Una forma de tratar
este problema es catalizar estos procesos de reestructuracion utilizando indicios de
solucion, lo cual permite obtener multiples momentos de insight, y de sus tiempos de
inicio, que son requeridos para los disefios relacionados con eventos en imagenes de
resonancia magnética funcional (FMRI) y el electroencefalograma (EEG), para grabar
confiablemente la actividad asociada con el componente de reestructuracion del
insight. La hipotesis de la investigacion sostiene que, durante el proceso de
reestructuracion, nuevas asociaciones se forman entre los nodos de conocimientos

existentes.

De acuerdo a lo que manifiestan los autores, se pueden producir insight en el proceso
de solucion de problemas, en los cuales no se activan las mismas partes del cerebro
en la reestructuracion, ya que es un proceso cognitivo dinamico, que requiere una

amplia reorganizacién de la representacion del problema.
1.1.4. Intuition, Incubation, and Insight: Implicit Cognition in Problem Solving'’

Los autores describen las etapas del pensamiento de acuerdo a lo que propuso Wallas
(1926), donde la intuicion, incubacion y el insight son vistos como "un logro individual
del pensamiento" (p. 79). El descompone las etapas presentes en la resolucion de

problemas:

17 Dorfman, J. Shames, V. Kihistrom, J. (1996). Intuition, incubation, and insight: Implicit cognition in problem solving.
Underwood, Geoffrey D. M. (Ed), (1996). Implicit cognition. (pp. 257-296). New York, NY, US: Oxford University Press.
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La etapa de preparacion consiste en la acumulaciéon de conocimientos y el dominio
de las reglas logicas que gobiernan el campo particular donde reside el
problema. También implica la adopcion de una actitud definitiva ante el problema,
incluyendo la toma de conciencia de que existe un problema que debe ser resuelto
y el analisis del problema en si mismo. A veces, el problema se resuelve en ese
momento. Por lo general, esto ocurre en la solucion de problemas rutinarios, en
los cuales la aplicacién de un algoritmo, permite llegar a la solucion correcta.

La etapa de incubacion, una vez comprendido el problema llega el momento de
interiorizarlo de forma inconsciente. En esta etapa la persona abandona el
problema, abandono que puede durar desde horas hasta meses, deteniendo
aparentemente el proceso creador.

En la etapa de iluminacion, llega la idea repentina, el flash, lo que la persona
estaba buscando tan insistentemente puede llegar en los momentos menos
inesperados cuando la persona puede estar realizando actividades diferentes.

La etapa de verificacion, es el espacio en que la solucidn es evaluada y rectificada,
en algunas ocasiones la persona retrocede a la etapa de incubacién, para

encontrar una nueva solucion.

Ademas, los autores describen que, en la solucion de problemas por insight, de
acuerdo con lo que sostiene Bowers (1990, 1995), esta presente la activacion

automatica e inconsciente del conocimiento que cada individuo posee.

Estos aspectos pueden ser Utiles en la descripcion de los posibles tipos de insight que
puedan darse en el proceso de la solucién de problemas matematicos dentro o fuera

del salon de clases, también mencionado por Hadamard (1949).
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1.1.5. The Language Instinct: How the Mind Creates Language?®

Steven Arthur Pinker, es canadiense, psicologo experimental, cientifico cognitivo,
lingUista y escritor. Es profesor en el Harvard College vy titular del “Johnstone Family
Professorship” en el departamento de psicologia de la Universidad de Harvard. Dentro
de sus especialidades académicas se destacan la percepcién y el desarrollo del

lenguaje de los nifios.

Con respecto a la ensefianza de las matematicas y la fisica, Pinker afirma que se
pueden facilitar los procesos de aprendizaje de la matematica por medio de dos de los
diecisiete modulos mentales que él ha postulado, los de mecanica intuitivay nimero,
trabajando primero la construccion de conceptos y reglas, y luego introduciendo los
graficos y sistemas simbolicos que representan los numeros y relaciones con
ecuaciones escritas. Comenta que, equivocadamente, el sistema educativo tradicional,
inicia con representaciones simbdlicas y escritas en la que utiliza la memorizacion y

abstraccion y logra poco entendimiento en los estudiantes.

Otra investigacion consultada fue la de Sharma (1979) quién describe el proceso del
razonamiento del ser humano a través del hemisferio derecho y hemisferio izquierdo
del cerebro, sefialando que hay dos perfiles para el aprendizaje de la geometria las

cudles las denomina de naturaleza visual y de naturaleza verbal.

18 Pinker, S. (1994). The Language Instinct: How the Mind Creates Language. p 437. (material sugerido por la Dra. Constance
Bohanon, consultora de este trabajo)
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1.1.6. Aha!: The effect and affect of mathematical discovery on undergraduate

mathematics students?®®

Liledahl (2004) en su trabajo responde la pregunta ¢Qué impacto tendria la
experiencia del jAha! (insight) en un grupo de estudiantes proximos a terminar su
carrera? Para ello se utilizd una metodologia cualitativa fundamentada en la
observacion, seguimiento y entrevista de una muestra de 76 estudiantes de la
licenciatura de matematicas de la Universidad Simon Fraser, matriculados en el curso
Fundamentos de matematicas para profesores y cuyo principal objetivo fue el de
desarrollar la comprension de las matematicas en el nivel de primaria. Su duracién fue
de trece semanas con una intensidad de cuatro horas semanales e hicieron
seguimiento y analisis de los estudiantes que optaron por describir su experiencia del

denominado jAha!

Los datos para este estudio provienen del proyecto final de semestre, una de las
opciones consistidé en escribir sobre un jAha! matematico que habian experimentado

durante su participacion en el curso.

El proyecto valia el 10% de su nota final y tuvieron cuatro semanas para trabajar en
él. En una parte de uno de los proyectos presentado por un estudiante se refiere a
una experiencia de un jAha! en los siguientes términos: “Yo habia estado trabajando

en el problema durante mucho tiempo sin ningln progreso. Entonces de repente me

19 Liliedahl, P. (2004). AHA: The effect and affect of mathematical discovery on undergraduate mathematics students. A paper
presented in TSG3 at ICME-10. Available online at http://www.icme-organisers.dk/tsq03/TSG3_Liljedahl.pdf.
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sabia la solucion, entendi, todo tenia sentido. jParecié como si hubiese acabado de

hacer clic! "20

El propésito de los proyectos era reflexionar sobre la experiencia de jAhal, y explorar

lo que se habia aprendido en cada caso.

De acuerdo a las respuestas de los participantes del conjunto de todos los proyectos
se destacan cuatro factores en torno a la experiencia del jAha!

1. Ansiedad

Algunos estudiantes manifestaron cierta inquietud sobre el curso de matematicas que
iban a tomar, ademas de sus sentimientos cambiantes hacia él, se manifestaban en
términos de antipatia, miedo, temor y recuerdos traumaticos.

2. Placer

La experiencia del jAha!, en la gran mayoria de estudiantes les produjo un cambio
positivo, que de alguna forma contribuy6 al cambio de las creencias y actitudes hacia
las matematicas, y les cre6 un mayor interés para encontrar una solucion.

3. Cambio de creencias

Algunos estudiantes se centran en sus propias concepciones en torno a sus
habilidades y de cdmo ellos hacen matematicas, y como estas creencias pueden
cambiar, como se ve en la siguiente expresion de un estudiante: “Yo solia pensar que
la matematica era todo acerca de la respuesta correcta, pero ahora estoy mas

consciente del valor del proceso.”*

20 Liliedahl, P. (2004). AHA!: The effect and affect of mathematical discovery on undergraduate mathematics students. A paper
presented in TSG3 at ICME-10. Available online at http://www.icme-organisers.dk/tsq03/TSG3_Liliedahl.pdf.
21 |bidem.
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4, Cambio de actitudes

El autor considera que las actitudes son las manifestaciones de las creencias, en
algunas ocasiones era dificil distinguir entre las dos, ya que toda expresién de un
cambio de actitud, tuvo un cambio perceptible en las creencias asociadas a ella. En

este sentido destaca las experiencias por parte de dos estudiantes:

“Tengo una mejor actitud; ahora soy mas optimista. Esto es 0til en el aprendizaje de
los procesos de un pensamiento, que puede ser impedido por una actitud de no

sentirse retado. 22

“También, me gustan las matematicas ahora. Siento que este logro estimul6 tener mas

éxitos. Ahora he ampliado mis expectativas en matematicas. 3

En la conclusion de esta investigacion evidencian que la experiencia de iluminacion
(jAha!), no solo es propia de los grandes matematicos. Su poder se basa en
transformar actitudes y creencias en el aprendizaje en las matematicas, con lo cual se
esta totalmente de acuerdo, ya que si esta experiencia se relaciona a lo que referian
Fauconnier y Turner (1998 y 2002), forma parte de lo que se denominan los espacios
mentales previos descritos anteriormente, y que muestra el insight como mediador
hacia nuevos espacios mentales. Sin embargo, en esta investigacion no se menciona
nada con respecto a diferentes tipos de insight que pudieran emerger dentro del

pensamiento matematico convergente y/o divergente.

22 Liliedahl, P. (2004). AHA!: The effect and affect of mathematical discovery on undergraduate mathematics students. A paper
presented in TSG3 at ICME-10. Available online at http://www.icme-organisers.dk/tsq03/TSG3_Liliedahl.pdf.
23 |bidem.

20


http://www.icme-organisers.dk/tsg03/TSG3_Liljedahl.pdf

Muchas de las ideas metodoldgicas de este articulo se han tenido presentes en la
propuesta de los dos cursos que se desarrollaron en la Licenciatura en Matematicas
de la UAN, fundamentalmente en los aspectos evaluativos y sobre la importancia de
propiciar un clima académico agradable en el acompafiamiento por parte del docente.

(Ver Anexo 1.)
1.2. Sobre el pensamiento divergente y convergente

1.2.1. Divergence and convergence of mental forces of children in open and

closed mathematical problems?*

Sak, U. y Maker, C. (2005) indagaron acerca de las relaciones de pensamiento
divergente y convergente basadas en la fluidez, originalidad, flexibilidad y la
elaboracion dentro de la actividad matematica de los estudiantes. Se utilizé una
seccion de una evaluacion basada en el desempefio para evaluar a 867 estudiantes
de los grados de 1° a 6° en su dominio matematico. Estadisticamente los autores
encontraron correlaciones significativas entre los componentes del pensamiento
divergente y convergente, validando la matriz “Problem Continuum” (Schiever and
Maker, 1991, 1997), donde las correlaciones entre los tipos de problemas pueden

variar de acuerdo a la proximidad de los tipos entre si.

Los autores hacen referencia que al solucionar problemas se debe abandonar la idea
de pensar como se hace habitualmente, y tratar de pensar de una forma no habitual,

a esta forma de pensar la denominan pensamiento flexible.

24 Sak, U., Maker, C. (2005). Divergence and convergence of mental forces of children in open and closed mathematical
problems. International Education Journal, 2005, 6(2), pp. 252-260. http://iej.cjb.net.
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En cuanto al pensamiento divergente estan en acuerdo a lo que define Runco (1990),
al pensamiento divergente como la generacion y aplicacion de muchas ideas diferentes
para resolver un problema dado considerandose como un buen predictor creativo. Para
Guilford, (1967), el objetivo principal del pensamiento divergente esta en la cantidad y
calidad de las ideas, generadas por el solucionador. También hace referencia a
Cropley (1992, 1999) quien elaboro la distincion y la relacion entre el pensamiento
divergente y convergente. Segun este Ultimo, los primeros investigadores en la
creatividad tienden a separar los dos tipos de pensamiento y los consideran como
funciones en diferentes formas de dones. En cuanto a la parte de los estudiantes
sostiene que los estudiantes talentosos son poseedores tanto de un pensamiento

convergente como divergente; ademas, muy variado.

Estos referentes pueden ser Utiles para el disefio y seleccion y/o modificacion de los

tipos de problemas cerrados propuestos en las diferentes actividades.
1.2.2. Convergent/divergent cognitive styles and mathematical problem solving?®

Este autor plantea que los enfoques utilizados por los estudiantes al resolver
problemas varian significativamente y esas variaciones se deben a los diferentes
métodos que requieren de la comprension conceptual y formas visuales de solucion.
El objetivo principal que adelanté el autor fue encontrar las dificultades que tuvieron
los estudiantes al resolver los problemas en cuanto a la comparacion de los dos tipos
de pensamiento, el convergente y el divergente, en la solucién de problemas

matematicos de calculo grafico.

25 Alamolhodaei, H. (1997). Convergent/divergent cognitive styles and mathematical problem solving. Journal of science and
mathematics education in s.e. Asia vol. xxiv, no. 2.
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Este estudio se realizdé en tercer afo de la carrera de matematicas de los estudiantes
de la Universidad Ferdowsi de Mashhad en el noreste de Irdn con una muestra de 93
estudiantes que estaban recibiendo cursos de matematicas como parte de sus

carreras.

El procedimiento de analisis de datos se realizé principalmente por medio del uso de
la puntuacién media; el estudio analiz6 la varianza de una sola via que se aplica para
comparar las diferencias significativas de dos o mas medias por medio de la
distribucion F. Este instrumento fue utilizado para determinar las diferencias en el
desemperio de los estudiantes en cuanto a la resolucidén de problemas graficos, éste
se clasifico en convergente, intermedio y divergente. Los resultados de las actividades

la presentaron en las siguientes tablas:

Resultados de la investigacion?®

Table 1
Statistical information of (Convergent/Divergent) tests

Group  Mean Score SD Maximum Score Minimum Score

N=93 54.53 11.30 32.00 92.00

Table 2
The distribution of cognitive styles over the sample

Group Convergent Intermediate Divergent

N=93 48.6% 22.58% 36.55%

El analisis de los resultados mostré una correlacion significativa entre los tipos de
pensamiento presentes en la resolucidén de problemas matematicos donde intervienen

las formas visuales en temas de calculo.

2% Alamolhodaei, H. (1997). Convergent/divergent cognitive styles and mathematical problem solving. Journal of science and
mathematics education in s.e. Asia vol. xxiv, no. 2.p 109.
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Ellos sugieren la planificacion de actividades que propicien tanto el pensamiento
matematico convergente como el divergente; sin embargo, se considera que esta
cuestién no debe resultar nada facil planificarla a priori, ya que un mismo problema
puede provocar un pensamiento convergente en un sujeto, en otro divergente y en otro

la situacion de no encontrar solucién alguna.
1.3. Sobre laresolucidon de problemas y pensamiento matemaético
1.3.1. Laensefianza de las matematicas a través de la resolucién de problemas?’

Miguel Cruz (2006) en su libro describe los aspectos mas importantes en la ensefianza
de la matematica por medio de la solucion de problemas, desde la influencia de la
psicologia, en la cual destaca las cuatro fases de la creacion propuesto por Wallas:
preparacion, incubacion, iluminacién y verificacion. Ademas, destaca la obra de Polya,
quien sostiene que para resolver un problema hay que comprender el problema,
concebir el plan, ejecutar el plan y verificar la solucion obtenida, y enfatiza ademas las

heuristicas que hay que tener en cuenta en cada fase.

Resalta el modelo propuesto por Silver en el cual se expresa la compleja relacién entre

la memoria humanay el proceso de resolucién de problemas.?®

27 Cruz, M. (2006). La ensefianza de las matematicas a través de la resolucion de problemas. Organo Editor Educacion Cubana.
28 Silver, E. A. (1987). Foundations of cognitive theory and research for mathematics problem solving instruction. In A. H.
Schoenfeld (Ed.): Cognitive science and mathematics education (pp. 33-60). Hillsdale, NY: Lawrence Erlbaum.
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PROBLEMA
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sensorial
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Visual
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Dactilar
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:> « Procesamiento (metanivel)

+ Planeamiento, monitoreo,
evaluacion
» Representaciones mentales

nu

Memoria a largo plazo

« Conocimientos matematicos

+ Metaconocimientos

« Concepciones sobre la Matematica
« Conocimiento del mundo real

Gréfico 3. Papel de la memoria durante el proceso de solucién de problemas.?

Otro aspecto importante al que el autor hace referencia corresponde a la resolucién de

problemas como habilidad generalizada en la cual destaca a Alvarez quien define

habilidad como “una dimensién del contenido que muestra el comportamiento del

hombre en una rama del saber propio de la cultura de la humanidad. Es, desde el punto

de vista psicoldgico, el sistema de acciones y operaciones dominado por el sujeto que

responde a un objetivo™P.

— ACTIVIDAD —— CAPACIDAD

vt V1 é

OBJETIVO —— ACCION —— HABILIDAD !
R T R A IRt o S
. CONDICIONES —— OPERACION —— HABITO :

Gréfico 4. Formacion por etapas de las acciones mentales®!

2 Alvarez, C. M. (1999). La escuela en la vida. Pueblo y Educacion. La Habana. P. 71.

30 |bidem.
31 [bidem.
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Algunos de los aspectos que este autor considera motivaron la concepcion de esta

investigacion, al que permitir una mejor comprension de otros autores.
1.3.2. Laresolucion de problemas una revisién teérica®
En este trabajo el autor da presenta un modelo que comprende las etapas siguientes:

1. Identificacién de la situacién problematica
2. Definicion precisa del problema

3. Analisis medios-fines. Plan de solucion

4. Ejecucion del plan

5. Evaluacién de la solucion. Supervision y generalizacion.

Polya (1945) plantea que un estudiante al resolver un problema debe pasar por las ya

conocidas cuatro fases.

Cada una de estas fases debe estar acompafiada por principios heuristicos que

permiten llevar a cabo cada una de estas fases.

En contraposicion a Polya, Schoenfeld sostiene que el proceso de resolucidon no es
lineal, sino que se debe ir a veces haciendo marcha atras, por cada una de las cuatro

etapas que propone que son:

1. Andlisis
2. Exploracion
3. Ejecucion

4. Comprobacion

32 Blanco, J. (1996). La resolucién de problemas. Una revision teérica. Revista SUMA N° 21. Pp.11-20. Disponible en URL:
http://revistasuma.es/IMG/pdf/21/011-020.pdf.
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En cada una de ellas presenta una relacion exhaustiva de pautas y heuristicas; este
método ha sido aplicado en otras disciplinas. Por otro lado, Mason, Burton y Stacey,

en su libro Thinking Mathematically sostienen que analizar a posteriori el proceso de

solucion de problemas permite retroalimentar la experiencia.

Schoenfeld propone la idea del monitor como una especie de tutor que vigila y dirige
los procesos, tanto personales como técnicos, que desembocan en la resolucion de
problemas. Los autores proponen la técnica del rotulado como medio de propiciarlo, la
cual describe los momentos claves de la resolucion y los estados afectivos que se
provocan. Lo anterior puede ser resumido en el siguiente modelo que ha sido

difundido, ademas de encontrarse en una gran variedad de trabajos, libros y articulos.

Procesos Fases Rétulos ¢ Procesos Estados
Lo que SE PRIMEROS CONTACTOS
Abordaje Lo que QUIERO
Lo que PUEDO USAR
;4 “ ENTRANDO EN MATERIA
Particularizar ‘ ATASCADO i ‘ iAJAL 1
FERMENTACION
INTENTAR Conjeturar SEGUIR AVANZANDO
Ataque PODRIA SER
PERO, 3POR QUE? Justificar
INTUICION
Generalizar MOSTRARSE ESCEPTICO
COMPROBAR
Revisién REFLEXIOMNAR
EXTENDER EN ESTADO CONTEMPLATIVO

Gréfico 5. Modelo de resoluciéon de Problemas.32

3 Mason, J, Burton,L. y K. Stacey (1988). Pensar Mateméticamente, MEC-Labor, Barcelona.
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Algunos referentes presentes aqui son de gran utilidad en la construcciéon de un
modelo que permita apreciar los diferentes tipos de insight que se pueden propiciar en

el salén de clases en la solucién de problemas.
Conclusiones parciales de capitulo 1

Al analizar el alcance de los resultados de los trabajos anteriores, se puede concluir
que ellos constituyen una buena base para alcanzar, con esta investigacion, los
objetivos para la caracterizacion de los posibles insight que se puedan apreciar y que
surgen en la actividad escolar con estudiantes que son retados a solucionar problemas

matematicos planteados en clases.

La mayoria de las metodologias implementadas en las anteriores investigaciones son
cualitativas, lo que sugiere que la implementacion de un estudio de casos para la
deteccion de caracteristicas, de este tipo de fendmeno cognitivo (insight), que
presumiblemente puedan observarse en los procesos de solucion de problemas

planteados en el aula de clases es una decision acertada.

Los resultados de estos trabajos permiten ajustar un marco tedrico. Ademas, debe
sugerir un diagrama del flujo que conecte la resolucién de problemas con las
ocurrencias de insight, asi como, clarificar la relacion de éstos con los pensamientos

convergente y divergente.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

El objetivo principal de este capitulo es retomar las ideas esenciales del trabajo de
Fauconnier & Turner, descritos anteriormente y que se considera que estan en una
relacion directa con el insight, ademas de los modelos de resolucién de problemas
propuestos por Polya, Mason, Burton y Stacey, para definir el sustento tedrico de esta

investigacion.

Lo que se ha denominado como insight se ha explicado en diferentes trabajos de
investigacion. Este fendmeno cognitivo descrito anteriormente puede ocurrir en los dos
tipos de pensamiento, tanto el convergente como el divergente, que se resaltan en la

literatura consultada.

Se ha detallado innumerables veces por diferentes autores que el insight puede verse
como un salto inesperado del pensamiento y momento en el que el sujeto esta
resolviendo el problema, produce una activacion alta e inesperada en asociar ideas
remotas, definiciones, conceptos, experiencias. Dicho salto se puede apreciar en su
concepcion a priori ya mencionada en la Introduccion en el Gréafico 1, que por su
relevancia, como un aspecto principal desde una perspectiva de las ciencias
psicolégicas, serd considerada en esta investigacion (Fauconnier & Turner, 1998,

2002) y se enfatizard nuevamente a continuacion:

Inspiracién o lluminacién
(Ocurre la idea repentina)

ESPACIOS MENTALES PREVIOS NUEVOS ESPACIOS MENTALES
Marco referencial comprometido, INSIGHT Marco referencial no comprometido, nuevas
creencias creencias
INTEGRACION CONCEPTUAL
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2.1. Métodos de los cuatro pasos

Su autor es Polya (1965), quien propone el “Método de los Cuatro Pasos, para resolver
problemas matematicos en las etapas siguientes:

e comprender el problema,

e concebir un plan,

e ejecutar el plany

e examinar la solucion”,
Para cada una de estas etapas €l propone una serie de preguntas y sugerencias, de
las cuales se retomaran las mas importantes en esta investigacion, que permiten de
alguna forma propiciar algun tipo de insight en el proceso de solucion de problemas en

el salén de clases.
Comprender el problema

“Para esta etapa se siguen las siguientes preguntas:
e ¢ Cudl es la incognita?
e (Cudles son los datos?
e (Cual es la condicion?
e ¢ Es la condicion suficiente para determinar la incognita?
Es la etapa para determinar la incognita, los datos, las condiciones, y decidir si esas

condiciones son suficientes’™®.

Una vez que se comprende el problema se debe pasar a concebir un plan.

3 Polya, G. (1965). Como plantear y resolver problemas. Editorial Trillas, México D.C, pp. 7-12.
3 |bidem.
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Concebir un plan

En esta etapa Polya sugiere que el problema “debe relacionarse con problemas
semejantes. También debe relacionarse con resultados Utiles, y se debe determinar si
se pueden usar problemas similares o sus resultados (aqui se subraya la importancia

de los problemas analogos).

Algunas interrogantes Utiles en esta etapa son:
e ¢ Se ha encontrado con un problema semejante?

¢,Ha visto el mismo problema planteado en forma ligeramente diferente?

¢,Conoce un problema relacionado?

¢,Conoce algun teorema que le pueda ser util?

¢ Podria enunciar el problema en otra forma?”®

Una vez que se piensa el plan corresponde la:
Ejecucién del plan

Durante esta etapa Polya considera que “es fundamental analizar todos los detalles y
es muy importante recalcar la diferencia entre percibir que un paso es correcto y, por
otro lado, demostrar que un paso es correcto™. Para lo anterior, él plantea los
siguientes Interrogantes:

e “;Puede ver claramente que el paso es correcto?

e /;Puede demostrarlo?™8

3% Polya, G. (1965). Como plantear y resolver problemas. Editorial Trillas, México D.C, pp. 7-12.
37 |bidem.
38 |bidem.
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En sintesis: al ejecutar el plan de solucion debe comprobarse cada uno de los pasos

y verificar que estén correctos.
Examinar la solucién

En esta fase del proceso es muy importante detenerse a observar qué fue lo que se
hizo; se necesita verificar el resultado y el razonamiento seguido al interrogarse:

e “;Puede verificar el resultado?

e ¢ Puede verificar el razonamiento?

e ¢ Puede obtener el resultado en forma diferente?

e ¢Puede verlo de golpe?

e ;Puede emplear el resultado o el método en algun otro problema?°
Las anteriores fases permiten dar un andlisis y retroalimentacién para abordar otros
futuros problemas, ademas Polya plantea que cuando se resuelve un problema (que
es en si el objetivo inmediato), también, se estan creando habilidades que serviran
posteriormente para resolver cualquier tipo de problema.
2.2. Otros fundamentos tedricos sobre el planteamiento y la resolucién de
problemas
Polya en su obra “Matematicas y razonamiento plausible™® sostiene que el
conocimiento matematico esta soportado por el razonamiento demostrativo; pero este
trabajo se apoya en las conjeturas mediadas por el razonamiento plausible,”...ya que
una prueba matematica es un razonamiento demostrativo, pero la evidencia inductiva

del fisico, la evidencia circunstancial del abogado, la evidencia documental del

39 Polya, G. (1965). Como plantear y resolver problemas. Editorial Trillas, México D.C, pp. 7-12.
40 Polya. G. (1954). Mathematics and plausible reasoning. Vol. | (Induction and analogy in mathematics). Princeton: Princeton
University Press. New Jersey. P.13.
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historiador y la evidencia estadistica del economista pertenecen al razonamiento

plausible. ™!

Se entiende como un razonamiento conjetural aquél que permite elaborar hipétesis y
examinar su validez en cualquier momento, ademas de contrastarlas y reformularlas

segun sea el caso para obtener nuevas hipoétesis susceptibles a ser demostradas.

El hace la distincion entre estos dos tipos de razonamiento basada en que el
demostrativo es seguro y definitivo, mientras que el plausible es azaroso, discutible y

provisional.

A continuacion se describe el capitulo de interés para la presente investigacion titulado

“El razonamiento plausible en la invencién y en la ensefianza.™?

Polya sostiene que ‘“resolver un problema es un proceso extremadamente complejo.
Ya que ninguna teoria o descripcion de este proceso puede agotar sus multiples
aspectos; cualquier descripcién o teoria del mismo esta abocada a ser incompleta,

esquematica y muy simplificada™3.
En el proceso de solucién de un problema €l sugiere lo siguiente:
1. Proponiéndonos un problema nosotros mismos

Para esta fase el problema es tomado con seriedad cuando se esta dispuesto a darle

una respuesta por medios propios y realmente existe un interés en él.

2. Atencion selectiva

4 Polya. G. (1954). Mathematics and plausible reasoning. Vol. | (Induction and analogy in mathematics). Princeton: Princeton
University Press. New Jersey. P.13.

42 |pidem. pp. 445-476.

43 [bidem. p. 448.
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Cuando el problema es propuesto por si mismo y se esta convencido de ello, su mente
se hace selectiva, se hace mas sensible a cualquier cosa que parezca estar conectada
con el problema. Se recoge avidamente cualquier observacion, sugestion o hecho que

le permita resolver, entonces se cierran otras vias de solucion.
3. Registrando el progreso en la marcha

Hay un factor que permite reconocer que se esta comprometido con el problema, que
aumenta la sensibilidad hacia él, que se siente la marcha progresiva del mismo, que
proporciona un sentimiento de animo si se avanza rapido, pero de depresion si sucede

lo contrario. Todo lo que llega a la mente es clasificado como:

e “Parece bueno”
e “Podria ayudar”
e “No es bueno”

e “No ayuda”

Los anteriores juicios o sentimientos son importantes para un sujeto; ellos guian su

esfuerzo.
4. Donde empieza el razonamiento plausible

Por lo general el sujeto se encamina en alguna via prometedora, en donde sus
sentimientos hacen creer que todo parece bueno y no se da el espacio de preguntarse
¢por qué parece bueno?, ya que se encuentra motivado y sigue su camino. Pero en
ocasiones se puede contar con tan mala suerte que encuentra alguna dificultad que lo
estanca en el camino a la solucién sin progreso alguno. A partir de ese momento

comienzan las dudas: ¢fue un buen comienzo?, ¢ es ésta la direccion correcta? Si se
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tiene un fracaso se debe aprender de él, en cierta medida eso permitird abordar otra
via que puede ser prometedora y que de seguro acercara a la anhelada solucion; o de

lo contrario, el proceso se repite.
2.3. Pensar matematicamente

En esta obra Mason, Burton y Stacey**, describen los procesos que rigen el
pensamiento matematico en general; el objetivo es mostrar cobmo acometer cualquier
problema, es decir como atacarlo de una forma eficaz y como ir aprendiendo de la

experiencia.

Para esto los autores describen dos procesos generales en la resolucion de problemas

el de particularizacion y el de generalizacion.
Para ello sugieren tres fases:

Abordaje

En esta fase se basa en dar respuesta a tres preguntas:

¢ Qué es lo que SE?

Para esta pregunta se sugiere:
e Leer el problema con cuidado
e Particularizar para saber qué es lo que esta pasando
e ¢ Qué ideas, aspectos, hechos parecen relevantes?
e ¢ Conozco problemas similares?

¢ Qué es lo que QUIERO?

44 Mason, J, Burton. L. y K. Stacey (1988). Pensar Matematicamente, MEC-Labor, Barcelona.
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Para intentar resolver la anterior pregunta se sugiere:

e Clasificar la informacion

e Descubrir ambigiiedades

e Particularizar para descubrir cual es el problema real.
¢, Qué puedo USAR?
Lo que sugiere:

e Usar imagenes, diagramas y simbolos

e Usar representacion, notacioén y organizacion.
Ataque

En esta fase se siente que el problema es nuestro, los estados de animo que se
asocian se describen en jAtascado! y jAja!, y el proceso matematico fundamental que
tiene lugar es el de hacer conjeturas y justificarlas convincentemente, ya que éstos a

su vez dependen de la particularizacién y generalizacion.

Durante esta fase de ataque se pueden usar diferentes enfoques, como ejecucion de
nuevos planes que de alguna forma permiten progresar a gran velocidad, pero por lo
general cuando ya se han probado todas las ideas, esta fase se caracteriza por largos
periodos de espera de nuevas ideas o planteamientos.

Revision

Es el momento de mirar hacia atras, revisar el trabajo hecho, para mejorar y ampliar
su capacidad de razonamiento, para lograr de cierta forma situar la resolucion en un
contexto mas amplio. Esta fase se caracteriza en tres momentos:

e Comprobar la solucién.
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e Reflexionar en las ideas y momentos claves.

e Generalizar a un contexto mas amplio.

Todo lo anterior constituye un elemento esencial en la elaboracion y seleccion de los
diferentes problemas que permiten de alguna forma dar una caracterizacion de los
diferentes tipos de insight que puedan emerger en el transcurso de la solucién de

problemas dentro y fuera del salén de clases.
2.4. Sobre el insight

Aqui se retoman los aspectos mencionados en el estado del arte, para construir una
caracterizacion de los diferentes tipos de insight que se pueden propiciar en el aula
por medio de la resolucion de problemas, ademas de un esquema que lo permita

apreciar.
2.5. Sobre el pensamiento convergente y divergente

Para el pensamiento convergente se toman la definicion propuesta por Guilford (1950),
el que fundamenta en la busqueda de una respuesta determinada o convencional y
cuyo resultado se identifica con una unica solucion al problema. Por otro lado, Puccio
(1998), sostiene que el pensamiento convergente es el proceso mental que permite la

obtencion de la mejor solucion de un problema a partir de la informacion disponible.

Para el pensamiento divergente se asumen la concepcion de Runco (1990), el que
sostiene que este pensamiento esta relacionado con la generacion y aplicacion de
diferentes ideas para resolver un problema dado, asi como, con la fluidez (¢ cuantas
ideas?), flexibilidad (¢cuan diversa es la clasificacion de las ideas?), originalidad y

elaboracion.
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Muchos autores asumen que el pensamiento divergente esta asociado con la
obtencion de multiples o diferentes vias de soluciones a un mismo problema,
concepcion que no se comparte por este autor, ya que este pensamiento puede estar
relacionado con una unica solucién a un problema; esto dependera de la calidad,

complejidad y trascendencia de la solucion del mismo.

2.6. A manera de una integracion de la relacion psicolégica y didactica como

soporte del estudio

Tal como se refirié en la introduccion, Fauconnier & Turner (1998 y 2002) en su trabajo
“Conceptual Integration Networks” sostienen que la integracion conceptual es en
general una operacion cognitiva a la par con la analogia, la recursividad, los modelos
mentales y la categorizacion conceptual. Ellos presentan operaciones cognitivas
dinamicas, flexibles y activas que entran en juego en el momento de pensar, que

denominan cognitive blending, la que se considera relacionada con el fenbmeno del

insight en la solucion de problemas matematicos dentro y fuera del salon de clases.
Estos autores hacen referencia a los espacios mentales, como dominios de cognicion,
gue se proyectan a nuevos espacios mentales con caracteristicas y propiedades

diferentes. Es decir, se abandona las viejas formas de pensar por nuevas formas.

Ademas, tomando los aspectos mas relevantes de los esquemas de resolucion de
problemas propuestos por Polya, Mason, Burton y Stacey, mencionados en los
epigrafes anteriores, se propone el siguiente diagrama de flujos como soporte tedrico

para este estudio.
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Estructuras cognitivas previas Nuevas estructuras cognitivas

| i

*Preconceptos. Nuevos  conceptos vy
*Definiciones. definiciones.
+Teoremas. Cambios de actitudes y
*Actitudes y experiencias nuevas experiencias frente
anteriores frente a la a la solucién de problemas
solucidn de problemas. futuros.
Problema matemitico Solucién del
sujeto a ser resuelto| | problema dentro del “?uzgw Pd":)‘:l:“'
dentro o fuera del salén | | salon de clases - i e
de clases. t 1
r Bloqueos o | | -Reformulacion del problema
Comprensién y atascamientos de corta | | Nuevos intentos.
apropiacion del problema | | duracion *Retro inspeccién del trabajo
1 realizado.
v *Marcha hacia atris.
Primeros intentos por ¥
resolver el problema » Particularizacion.
- Conjeturar. | Blogqueos o atascamientos
- Verificacion. i de larga duracién
* Reflexion.

Gréfico 6: Diagrama tedrico de la investigacion.

Conclusiones parciales del capitulo 2

En este estudio se considera una integracion de algunas categorias de la psicologia y
un procedimiento con un enfoque didactico relacionado con la resolucion de problemas
matematicos. Desde las dimensiones psicoldgicas se consideran las ideas expuestas
anteriormente de Fauconnier y Turner, y en relacion con los diferentes esquemas de
resolucién de problemas, los propuestos por Polya, Mason, Burton y Stacey, que

constituyen el soporte tedrico para la concrecion practica de esta investigacion.
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CAPITULO 3. DISENO METODOLOGICO DE LA INVESTIGACION

El objetivo principal de este capitulo es describir la metodologia que se asumio e
implementé en esta investigacién. A continuacion, se presenta el enfoque de la

investigacion, disefio del curso electivo y de las actividades aplicadas.
3.1. Enfoque de la investigacion

Dada la naturaleza del fenébmeno cognitivo que se pretende estudiar, es necesaria una

metodologia de investigacion fundamentada en el paradigma cualitativo. Fraenkel y

Wallen (1996) presentan cinco caracteristicas basicas que describen las

particularidades de este tipo de estudio:

1.El ambiente natural y el contexto que se da, el asunto o problema es la fuente
directa y primaria, y la labor del investigador constituye el instrumento clave en la
investigacion.

2.La recoleccion de los datos es mas verbal que cuantitativa.

3.Los investigadores enfatizan tanto en los procesos como en los resultados.

4.El analisis de los datos se da mas de modo inductivo.

5.Interesa saber cdmo piensan los sujetos en una investigacion y qué significado
tiene el asunto que se investiga.

El estudio se implementd en un curso electivo de la Licenciatura en Matematicas de

la Universidad Antonio Narifio correspondientes a los semestres 11-2015 y 1-2016.

Este curso, de caracter electivo, se denominé “Desarrollo del pensamiento matematico

a través de la soluciéon de problemas” (Anexo 1). En ambos semestres se hizo un
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seguimiento sistematico a cinco estudiantes, en el que se relatd, entrevistd, grabo y

filmé las correspondientes sesiones de clase para su posterior analisis®.

La sistematicidad de estas acciones debe facilitar una descripcibn que permita
conocer las situaciones de habitos, creencias, actitudes, habilidades y capacidades
en la solucién de problemas matematicos. En particular, se hizo una observaciéon de
situaciones, eventos y caracteristicas de los estudiantes, durante el proceso de
resolucion de problemas que permitié dar una caracterizacion de los diferentes tipos
de insight que pudieran estar presente y su relaciéon con ambos tipos de pensamiento

tanto el convergente como el divergente.

El procedimiento esta soportado en la observacion continua de un grupo estudiantes

que permita:

» Describir los procesos y caminos que utilizan los estudiantes en la resolucion de
problemas y permitan dar una apreciacion del tipo de pensamiento utilizado.

* Observar actitudes, nivel de aceptacion y grado de acogida frente a los problemas
propuestos implementados en el curso electivo de la Universidad Antonio Narifio.

* Incentivar el ingenio y creatividad para resolver los diferentes problemas
propuestos.

* Observar la ocurrencia o no de posibles insight en los estudiantes para el
seguimiento y descripcion de los mismos.

En resumen, se presenta un esquema de la metodologia a seguir en esta

investigacion:

45 Se recibio por parte de los estudiantes del estudio, el consentimiento para que el sujeto de la
investigacion tomara constancia grafica y visual de ellos a lo largo de las dos etapas de estudio.
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Metodologia de la investigacion

!

Disefio del curso electivo

+

Seleccion, construcciéon de problemas
matematicos potencialmente propiciadores de
algun tipo de insight en relacion con: algebra,
geometria, desigualdades, calculo.

i

Primera experiencia Segunda experiencia

~— e —

Soluciones obtenidas
dentro y fuera del salon
de clases

Andlisis y discusion de los resultados
obtenidos de la primera y segunda experiencia,
a partir de los registros de clase, grabaciones y
entrevistas.

v

Caracterizacion de tipos de insight en
relacion con el pensamiento
convergente y divergente.

Grafico 7: Esquema para una metodologia de la investigacion.

3.2. Disefio del curso electivo

El curso electivo se estructurd de acuerdo a las necesidades de los estudiantes que
cursan la Licenciatura en Matematicas de la Universidad Antonio Narifio con la
finalidad de contribuir a su formacibn en matematicas y en el conocimiento ya
adquirido como resultado del pensamiento matematico empleado en el proceso de la

solucién de problemas.

Para el primer curso correspondiente al periodo 11-2015, el trabajo se organizé en 16

semanas de clase con una duracion de dos horas, en las cuales se propusieron dos
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problemas para hacer abordados en cada clase. La metodologia adoptada para el

desarrollo de las clases permitio dividir los contenidos tematicos de la forma siguiente:

1.

5.

Presentacion por el docente del método de los cuatro pasos segun Polya

correspondientes a las actividades 1, 2, 3.

. Explicacién por el docente de lo que significa un razonamiento plausible en la

resolucion de problemas matematicos. Actividades 4, 5.

. Presentacion del modelo de resolucion de problemas propuestos por Mason, Burton

y Stacey. Sobre los aspectos: Pensar matematicamente, obtencion de respuestas
para cuando estés atascado, la fase de ataque: haciendo conjeturas y el desarrollo

del pensamiento matematico. Actividades 6, 7, 8, 9, 10.

. Presentacion de problemas relacionados con: Algebra, teoria de nlGmeros,

geometria y desigualdades. Actividades 11, 12, 13, 14 y 15.

Discusion final del curso.

Para la etapa correspondiente al periodo 1-2016, algunos de los problemas de las

actividades se eliminaron y se reemplazaron por otros para que permitieran otros

resultados, el trabajo se organizé en 16 semanas de la siguiente forma:

1.

Presentacion por el docente del método de los cuatro pasos segun Polya
correspondientes a las actividades 1, 2, 3. Explicacion por el docente de lo que
significa un razonamiento plausible en la resoluciéon de problemas matematicos.

Actividad 4, 5.

. Presentacion del modelo de resolucién de problemas propuestos por Mason, Burton

y Stacey. Aspectos de las fases que estos autores contemplan para el logro de:

Pensar matematicamente, de obtener respuestas para cuando estés atascado, la
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fase de ataque: haciendo conjeturas y el desarrollo del pensamiento matematico.
Actividades 6, 7, 8,9, 10,11y 12.

3. Presentacion de problemas relacionados con: Algebra, Teoria de nimeros,
Geometria y Desigualdades. Actividades 13, 14y 15.

4. Discusion final del curso.

3.3. Disefio de las actividades

Cada clase se desarroll6 de acuerdo a la parcelacion del curso, donde se propusieron
dos problemas con la finalidad de implementar los diferentes esquemas de resolucion

de problemas.

Los problemas se eligieron con diferentes grados de dificultad acordes con las
tematicas planteadas al desarrollo de curso, sin perder la finalidad de desarrollar algan
tipo de pensamiento matematico en el estudiante. Algunos de los problemas
propuestos fueron seleccionados y modificados de las Olimpiadas de Matematicas de
la Universidad Antonio Narifio, otros de los Circulos Matematicos de Rusia, de varias
Competiciones Internacionales de Matematicas, entre otros. Se debe destacar que
algunos de los problemas sobre desigualdades con la aplicacion de MA=MG son
originales del autor. Todo esto, con un buen nivel de complejidad y que pudieran
potenciar algun tipo de insight en los procesos de solucion de los mismos por los

estudiantes.
3.4. Problemas matematicos propuestos en las diferentes actividades

Los problemas seleccionados que corresponden a las actividades 1, 2 y 3, fueron

elegidos acordes al método de los cuatro pasos de Polya, con la finalidad de que los
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estudiantes pudieran aplicar de cierta medida este esquema de solucion de problemas

dentro y fuera del salon de clases.
Actividad 1

Problema 1. Encontrar una expresion algebraica que permita calcular la distancia

entre dos puntos cualesquiera en R3.
Finalidad del problema:

Se busca que el estudiante aplique un resultado obtenido durante el desarrollo de la
clase 1, de tal forma que encuentre sin mayor dificultad la expresion que permite

calcular la distancia de dos puntos cualquiera en R3,

Problema 2: En una universidad el bloque B se encuentra al este del bloque A a una

distancia de 30m, el bloque C esta ubicado a 40m en direccién nororiente del bloque

B. ¢ A qué distancia debe estar ubicado un punto de encuentro en caso de emergencia,

de tal forma que quede a igual distancia de los tres bloques?
Finalidad del problema:

Se busca que el estudiante por medio de alguna representacion grafica de la situacion

pueda encaminarse a la solucion ya sea por una via geomeétrica o analitica.
Actividad 2

Problema 1: Trace una grafica de un polinomio que tenga un extremo relativo, dos
extremos relativos, tres extremos relativos, a partir de la anterior experiencia

responda:

¢, Qué relacion tienen los extremos relativos de una funcion polindmica con sus raices?
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¢,De acuerdo al grado de la funcion polinbmica es posible determinar cuantos

extremos relativos podria tener la funcion?

¢ Es posible que una funcion polinémica de grado 5 tenga 3 extremos relativos?
Explique.

Finalidad del problema:

Se busca que el estudiante dibuje algunas graficas de funciones polinomiales de
acuerdo a las caracteristicas solicitadas, de tal forma que pueda inferir y conjeturar

algunos resultados clasicos de las funciones polindmicas.

Problema 2: Determine el area de la region sombreada de la siguiente Figura
l

3ecm

120

4cem) l

Finalidad del problema:

Se busca que estudiante evoque algunos resultados basicos de la trigonometria, que

le permitan encaminarse a una solucién rapida dentro del salén de clases.
Actividad 3
Problema 1: Se saben que algunas de las raices de un polinomio de grado 5 son:

-2,-1, 3, 2i, y que su grafica pasa por el punto de coordenadas (2,-2). Determine la

ecuacion del polinomio.

Finalidad del problema:
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Aplicar el teorema del cero conjugado, del factor y el de la factorizacion completa, para

encontrar el polinomio pedido.

Problema 246; ;Cudl es el nimero de parejas ordenadas de nimeros reales (a, b)

tales que (@ + b))*°*° = a — bi 7
Finalidad del problema:

Aplicar las propiedades béasicas de los numeros complejos para inferir y justificar el

resultado.

Las actividades 4 y 5, se disefiaron para que los estudiantes incursionaran en los

elementos del razonamiento plausible propuesto por Polya.

Los problemas correspondientes a las actividades 6 al 12 fueron propuestos con la
finalidad de que los estudiantes pudieran implementar algiin esquema de solucién de
problemas visto durante el desarrollo del curso ademas de observar y documentar el

desarrollo de los mismos dentro y fuera del salén de clases.
Actividad 4

Problema 1. Para medir la altura de las de nubes en un campo, un trabajador
enciende un reflector hacia arriba a un angulo a por encima de la horizontal. Un
observador a una distancia d mide el angulo de elevacion del reflector y ve que es £.

Determine una ecuacion que permite calcular la altura h de las nubes.

Finalidad del problema:

46 Modificado, del material “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, pp. 19, 2002.
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Hacer una representacion adecuada de la situacion y a partir de ella deducir una

ecuacion que permita calcular la altura h de las capas de las nubes.
Problema 24’ Supongamos que a, f3, Y ¥, denotan los angulos de un tridngulo.

Mostrar que

a. sin(@) + sin(B) + sin(y) = 4cos (g) cos (g) cos (g)
b. sin(2a) + sin(2B) + sin(2y) = 4cos(a)cos(B)cos(y)

c. sin(4a) + sin(4B) + sin(4y) = 4cos(2a)cos(2B)cos(2y)
Finalidad de problema:

Demostrar cualquier identidad y a partir de ella demostrar los dos restantes.

En esta parte del curso se hizo la discusion del texto “Pensar matematicamente” de
Mason, Burton y Stacey. Los problemas propuestos en las actividades 5 al 12, se
eligieron de tal forma que se pudiera implementar el esquema de resolucion de

problemas propuestos por estos autores
Actividad 5

Problema 1: ¢COmo se podria argumentar que todo polinomio con coeficientes

complejos de grado impar, necesariamente debe tener al menos un cero real?
Recordar: un cero o raiz de un polinomio P, es un nimero real c, tal que P(c) = 0.

Finalidad del problema:

47 Polya, G., (1966). Matematicas y razonamiento plausible. Tecnos: Madrid. p. 469

48



Hacer uso de teoremas de las funciones polindmicas para aplicarlos a algun caso

particular que permita inferir el resultado.

Problema 2: ;(Cdmo podria usted demostrar que el perimetro de un triangulo es

menor que los 4/3 de las sumas de sus medianas?
Finalidad del problema:

Particularizar algunos casos para verificar que la proposicion anterior se cumple y de

alguna forma demostrar la veracidad de ésta al aplicar algun resultado conocido.
Actividad 6

Problema 1: ¢ Cuantos cuadrados de diferentes tamafios hay en un tablero de 1x1,

2x2, 3x3, 8x8 (ajedrez)? ¢ Podrias generalizar a un tablero nxn?
Finalidad del problema:

Particularizar y contar los cuadrados para los tableros de 1x1, 2x2, 3x3 y 4x4,
conjeturar y demostrar una férmula que permita calcular la cantidad de cuadrados de

un tablero de nxn.

Problema 2: Dos jugadores se turnan para reemplazar con Xy con O en un cuadrado
de un tablero de 9x9. El primer jugador inicia con X y el segundo con O, el jugador
obtiene un punto si obtiene mas X o mas O en la misma fila o columna. El jugador con

mas puntos obtenidos es el que gana.
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¢ Cual debe ser la estrategia del ganador?

¢Funcionaria la misma estrategia si el tablero fuera de 8x8?

¢, Cudl debe ser el tamafio del tablero para que la estrategia funcione?
Finalidad del problema:

Poner a jugar a los estudiantes entre ellos de tal forma que alguno proponga una

estrategia ganadora y pueda generalizarlo a un tablero de cualquier tamafio.
Actividad 7

Problema 1: Se sabe que hay dos raices cuadradas de 1, 1y -1. Estas corresponden
a la solucion de la ecuacion x? = 1, o su equivalente a x2 — 1 = 0. Las raices cuartas

de 1 son las soluciones de la ecuaciéon x* =1,0x*—-1=10
¢ Cuantas raices cuartas de 1 hay?

¢ Como encontraria las raices sextas de 1? ¢ Cuantas hay?
¢,Cual seria el namero de las raices n-ésimas de 1?
Finalidad del problema:

Particularizar y conjeturar una forma de poder calcular todas las raices de la unidad.
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Problema 2: ¢ Cual es el area del mayor circulo que se puede inscribir en un tridngulo

de lados 3,5y 7?
Finalidad del problema:

Representar un triangulo con esas medidas y desde una via geométrica o analitica

determinar el &rea del mayor circulo inscrito en el triangulo.

Actividad 8

Problema 1: Si x, y, z son nimeros reales positivos tal que xyz = a, ¢cual es el valor
. n

minimo de x™ + y™ + 3237

Finalidad del problema:

Verificar la expresion algebraica con algunos casos particulares y poderla reescribir

de tal forma que se pueda aplicar la desigualdad MA=MG.

Problema 248: Si el Gltimo digito de 2%, con x € Z*, es 4, ¢como debe ser la forma de

x? ¢ Cual seria el Gltimo digito de 2500197
Finalidad del problema:

Calcular algunas potencias de 2 y a partir de éstas conjeturar y demostrar una forma

para calcular el altimo digito de las potencias de 2.
Actividad 9

Problema 1% Se sabe que el area del cuadrado es 40u?, determinar el valor de a.

48 Adaptado del recuperado 4 de abril de 2015 del URL:
http://www.acm.ciens.ucv.ve/main/entrenamiento/material/TeoriaDeNumeros.pdf.

49 Adaptado del recuperado el 4 de abril de 2015 del URL:
https://www.facebook.com/148210950842/photos/a.151449605842.126810.148210950842/10152726406510843/ ?type=1&fr
ef=nf.
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Finalidad del problema:

A partir de la figura, hacer alguna construccion auxiliar que permita encontrar el area

del cuadrado utilizando algun criterio de semejanza.

Problema 2: Dibuje un cuadrado de area A,, en el anterior cuadrado dibuje el mayor
circulo inscrito. Ahora dibuje el mayor cuadrado inscrito en el anterior circulo cuya area
se denotara por A,, repita este proceso un numero de veces como se puede apreciar

en la siguiente figura.

Sea S, =A; + A, +--+A,, lasuma de las areas de los primeros n cuadrados, y M,, =
kA, — S,, donde k es un entero positivo ¢cual es el menor valor de k para que M,, sea

positivo?°°

Finalidad del problema:

50 Puzzle from Zawaira and Hitchcock “A Primer for Mathematics Competitions” OUP 2009.
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Calcular las areas de algunos cuadrados, a partir de éstas inferir una expresion que
permita calcular la suma de los primeros n cuadrados y asi determinar el minimo valor

de k.
Actividad 10

Problema 151 Si hay exactamente 4 enteros x que satisfacen la desigualdad x? +

bx + 7 < 0, ¢ cuantos valores enteros de b son posibles?
Finalidad del problema:

Aplicar los conceptos de longitud de intervalo y discriminante de la ecuacion
cuadratica, que permita al estudiante acercarse a la solucién del problema que es de

alta dificultad.

Problema 252; ; Cual es el minimo valor que puede alcanzar la expresion

X2+ y2+J(x —2)2+y2+x2 + (y —2)2 +/(x — 4)2 + (y — 5)2?
Finalidad del problema:

Reconocer que las raices que conforman la expresion algebraica son las distancias
fijas a un punto P(x,y) del plano, para asi aplicar la desigualdad triangular y

encaminarse a la solucion del problema.
Actividad 11

Problema 1°3:

51 Modificado, del recopilado “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p, 12, 2005.
52 |bidem.
53 Modificado de Mathematical Circles (Russian experience), American Mathematical Society, (1996). P. 234.
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Si a, b,y ¢ son numeros positivos, demuestre que (a + b + ¢) (% + % + %) >9

Finalidad del problema:

Aplicar la desigualdad MA=ZMG, a cada término que conforma el miembro izquierdo de

la desigualdad para asi demostrarla.

2 2
Problema 2% Si x,y > 0, demuestre que /x; + ’y; > /x + ﬁ

Finalidad del problema:

Hacer uso de las desigualdades basicas que se cumplen en los niumeros reales

positivos.

Actividad 12

Problema 1: Demuestre que si x > 0, entonces 3x3 —6x2+4 >0

Finalidad del problema:

Reescribir la desigualdad de forma tal que se pueda aplicar la desigualdad MA=MG.

Problema 25°: Dado un triangulo de area unidad cuyos lados estan dados por a, b, c,

donde a > b > c. Demuestre que b > /2.

Finalidad del problema:

5 Modificado de Mathematical Circles (Russian experience), American Mathematical Society, (1996). p. 237.
5 |pidem. p. 214.
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Usar las propiedades del triangulo que para conjeturar y demostrar la desigualdad
fundamental del area del triangulo A < az—b, donde A es el area del triangulo, a 'y b son

dos lados del triangulo.

Los problemas propuestos en las actividades restantes se seleccionaron con
tematicas de geometria, algebra, desigualdades y teoria de numeros, con la finalidad
de que los estudiantes aplicaran cualquier esquema de solucion de problemas ya
estudiados durante el desarrollo del curso. Hay que resaltar que los problemas no
estan en una escala ascendente de acuerdo a su nivel de dificultad, ya que para un

estudiante, un problema puede resultarle muy dificil y para otros no.

Actividad 13
Problema 1: Demostrar que para cualquier x, y se cumple x*+y*+8>8xy .

Finalidad del problema:

Particularizar con algunos numeros reales para verificar la desigualdad, lograr

reescribir el miembro izquierdo de tal forma que sea aplicable la desigualdad MA=MG.
Problema 2°6: Dos numeros distintos a y b, se escogen aleatoriamente del conjunto
{2,2%,2°,..,2%} ¢Cudl es la probabilidad de que log,b sea un nimero entero?
Finalidad del problema:

Particularizar algunos casos donde log,b sea un ndmero entero, para inferir la

cantidad total de 25 y poder calcular la probabilidad total de %

5% Tomado de “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p.19, 2005.
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Actividad 14
Problema 157: Calcular el valor de 2015% — 20142 4+ 20132 —--- 4+ 3%2 — 22 4+ 12
Finalidad del problema:

Particularizar algunos casos, para inferir la suma total o reagrupar los datos de dos en
dos para factorizarlos como una diferencia de cuadrados, e inferir la recurrencia que
permite calcular la suma total.

Problema 2: ¢ Existe un nimero de 4 digitos tal que la suma del mismo nimero, mas
sus correspondientes digitos sea 20157

Ejemplo: Para el nimero 2005, esté el 1979, ya que al sumar 1979+1+9+7+9=2005
Finalidad de problema:

Particularizar algunos casos de tal forma que se pueda encontrar el primer nimero y
de alguna forma inferir un modo diferente de encontrar otros nimeros con esa
particularidad.

Actividad 15

Problema 1%8: Para cualquier x real ¢cual es el valor maximo para v2016 — x +

Vx —2008?

Finalidad del problema:

Reescribir la expresion de tal forma que se pueda inferir que la suma de 2016 — x, y
x — 2008, es constante para demostrar que el valor minimo que alcanza la expresion

es 4.

57 Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p. 13.
% |bidem. p.190.
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Problema 2%: Para m,n enteros positivos, ¢cual es maximo valor de n tal que

vm =174 +Vm + 34 =n?

Finalidad del problema: Utilizar el producto notable (a + b)(a — b) = a? — b?, a partir

de la expresion de tal forma que se pueda determinar el mayor valor de n que es 104.

Para el conjunto de problemas anteriores se les pedia a los estudiantes tratar de

responder las siguientes preguntas:

1. ¢, Como logré construir el camino que permitié resolverlo?

2. ¢, Qué dificultades encontré en la resolucion del problema?

3. ¢ Podria haber otra forma de resolverlo? ¢ Se le ocurre algo nuevo?

Para el primer semestre de 2016 se modificaron el orden de algunos de los problemas,
otros se cambiaron dado el nivel de dificultad de la solucién de aquellos que no se

resolvieron en el segundo semestre de 2015.

Actividad 1

Se cambio el problema 2 por:

Dibujese un cuadrilatero convexo, ahora ubiquese un punto interior M, tal que la suma
de las distancias del punto a sus vértices sea minima.

Finalidad del problema:

A partir de un cuadrilatero que cumpla la condicién demostrar que el Unico punto que
satisface la condicion es la interseccion de las dos diagonales.

Actividad 2

5 Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p.175.
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Se cambi6 el problema 2 por:

Dibuje un cuadrado de area A, en el anterior cuadrado dibuje el mayor circulo inscrito.
Ahora dibuje el mayor cuadrado, cuya area se denotara por A,, inscrito en el anterior
circulo, repita este proceso un numero de veces como se puede apreciar en la

siguiente figura:

Sea S, =A; + A, + - +A,, lasuma de las areas de los primeros n cuadrados, y M,, =
kA, — S,,, donde k es un entero positivo ¢,cual es el menor valor de k para que M,, sea
positivo?5°

Finalidad del problema:

Calcular el area de algunos cuadrados, a partir de éstos inferir una expresion que
permita calcular la suma de los primeros n cuadrados y asi determinar el minimo valor
de k.

Actividad 9

Se cambio el problema 2 por:

Problema 2: Sea P(x) = x? + px — q, donde p y g, son enteros positivos.

a) Encuentre una pareja de enteros positivos tal que las soluciones de la ecuacion

P(x) = 0, sean enteros menores que 7.

60 Puzzle from Zawaira and Hitchcock “A Primer for Mathematics Competitions” OUP 2009.
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b) ¢ Cuantas parejas (p, q) hacen que la ecuacién x? + px — g = 0, sean menores que
2016761

Finalidad del problema:

Particularizar algunos casos donde se cumpla la condicién y a partir de esos casos

inferir la forma de todas las parejas ordenadas (p, q) equivalentes a 2°029,105.

Actividad 13

Se cambiaron los dos problemas por:

Problema 1

Calcular el valor de®2 20152 — 20142 + 20132 — -+ + 32 — 22 + 12

Finalidad del problema:

Particularizar algunos casos, para inferir la suma total o reagrupar los datos de dos en

dos para factorizarlos como una diferencia de cuadrados, e inferir la recurrencia que

permite calcular la suma total.

Problema 2

¢Existe un numero de 4 digitos tal que la suma de mismo numero, mas sus

correspondientes digitos sea 20157

Ejemplo: Para el numero 2005, esta el 1979 ya que al sumar 1979+1+9+7+9=2005

Finalidad de problema:

Particularizar algunos casos de tal forma que se pueda encontrar el primer nimero y

de alguna forma inferir un modo diferente de encontrar otros niameros con esa

particularidad.

61 Modificado, del material “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p. 26, 2002.
62 Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p.13.
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Actividad 14
Los problemas se cambiaron por:

Problema 183

Para cualquier x real ¢cudl es el valor maximo para V2016 — x + vx — 2008?
Finalidad del problema:

Reescribir la expresion de tal forma que se pueda inferir que la suma de 2016 — x, y
x — 2008, es contante para demostrar que el valor minimo que alcanza la expresion
es 4.

Problema 2% Para m,n enteros positivos, ¢cual es maximo valor de n tal que

Vm — 174 +vVm + 34 = n?

Finalidad del problema:

Utilizar el producto notable (a + b)(a — b) = a? — b?, a partir de la expresion de tal
forma que se pueda calcular el mayor valor de n que es 104.

Actividad 15

Los dos problemas se cambiaron por:

Problema 1: Demostrar que para cualquier X, y se cumple x*+y*+8>8xy.

Finalidad del problema:

Particularizar con algunos numeros reales para verificar la desigualdad, lograr

reescribir el miembro izquierdo de tal forma que sea aplicable la desigualdad MA=MG.

83 Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p. 190.
64 |bidem. p. 175.
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Problema 25°

Dos niimeros distintos a y b se escogen aleatoriamente del conjunto {2, 22,2% ..., 225}.
¢ Cuél es la probabilidad de que log, b sea un nimero entero?

Finalidad del problema:

Particularizar algunos casos donde log,b sea un ndmero entero, para inferir la

cantidad total de 25 y poder calcular la probabilidad total de %

La modificacion del orden de algunos de los problemas de las actividades se debe a
gue varios de ellos implementados en segundo semestre de 2015, no fueron resueltos
por su grado de dificultad, a la espera de que se den mejores resultados para el primer

semestre de 2016.
Conclusidn parcial del capitulo 3

Se considera que la metodologia implementada y un adecuado disefio de las
actividades deban permitir la ocurrencia de diferentes tipos de insight y, por tanto, la

posibilidad de poder apreciar y caracterizar diferentes estadios de los mismos.

85 Tomado del recopilado “olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p. 12, 2005.
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CAPITULO 4. RESULTADOS, DISCUSION Y ANALISIS

Este capitulo tiene como objetivo describir cada uno de los resultados que se
obtuvieron en las dos experiencias implementadas en los periodos 11-2015 y I-2016. A
partir de la implementacion del diagrama tedrico de esta investigacion definida en el
marco tedrico, para el analisis de los resultados obtenidos en la primera experiencia,
se identificaron y caracterizaron tres tipos de insight, que suceden cuando los
estudiantes culminan exitosamente la soluciéon del problema. Para la segunda

experiencia se verifican los mismos comportamientos encontrados en la primera.

Retomando la metodologia de trabajo implementada en los cursos electivos, en cada
clase se presentaron dos problemas con diferentes grados dificultad, con los cuales se
les dio un seguimiento a dos estudiantes en el primer semestre de 2015 (se identifican
con E1y E2) y que se identifico como | Experiencia y a tres en el primer semestre de

2016 (se identifican con E3, E4 y E5) y que se identifico como Il Experiencia.

Ambas experiencias permitieron valorar el desarrollo de los estudiantes en la solucion

de los problemas presentados en las actividades disefiadas para el estudio.

4.1. Primera Experiencia: Resultados y andlisis de las actividades
correspondientes al segundo semestre del 2015

A continuacion, se describen los resultados obtenidos de cada una de las actividades.
Actividad 1

En el desarrollo de la clase se hizo una exposicion detallada del método de los cuatro
pasos de Polya, se analizé un ejemplo, propuesto en el libro de “Cémo plantear y

resolver problemas”
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Ejemplo de discusién: “Determinar la diagonal de un paralelepipedo si se conocen

las longitudes de su ancho, largo y altura”.%¢

Los estudiantes identifican los datos del problema, ademas de justificar que los datos
eran suficientes para dar la solucion y, como lo que tenian que determinar era la
longitud de la diagonal, en sus primeros intentos por resolver el problema fueron
apoyados, a través de una representacion grafica de un paralelepipedo con la

correspondiente identificacion de sus respectivas aristas.

Un estudiante, que identificaremos como E1 se percatd rapidamente que al aplicar el
teorema de Pitagoras dos veces se podia encontrar la expresion para la diagonal de
dicho paralelepipedo. Situ6 el paralelepipedo en el espacio cartesiano, de tal forma
que la diagonal del rectangulo proyectada sobre el plano xy era perpendicular a la
altura del paralelepipedo. El objetivo principal de este problema era que los estudiantes

identificaran en la practica el método de los cuatro pasos expuesto en la primera clase.
Para los dos problemas propuestos en clase, se resolvio el siguiente:

Problema 1: Encontrar una expresion algebraica que permita calcular la distancia

entre dos puntos cualesquiera en R3.

El estudiante E1 identifica muy rapido la analogia del problema con el ejemplo
discutido al darse cuenta que los puntos en el espacio determinan la diagonal de un

paralelepipedo, y de una manera convencional encuentra la expresion solicitada.

8 Pdlya G. (1965). Como plantear y resolver problemas. Editorial Trillas, México D.C. Pag. 29.
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Figura 1. Solucion del estudiante E1 del problema 1 de la actividad 1 de 2015.

Problema 2: En una universidad el bloque B se encuentra al este del bloque A a una

distancia de 30 m, el bloque C esta ubicado a 40m en direccion nororiente del bloque

B. ¢ A qué distancia debe estar ubicado un punto de encuentro en caso de emergencia,

de tal forma que quede a igual distancia de los tres bloques?
Este problema no fue resuelto en el salon de clases.

Actividad 2

Para esta clase se hizo una discusién de la primera parte del texto de Polya “Como

plantear y resolver problemas”, aplicada a un problema clasico de célculo tomado del

mismo texto.
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Ejemplo de discusion:

“Se vierte agua en un deposito cénico con una rapidez r, su vértice apunta hacia abajo,
el radio del cono es a, su altura es h. Determinar la velocidad con la que sube el nivel

del agua cuando tiene una profundidad y.”

En la discusion colectiva del problema los estudiantes aportan algunas ideas
esenciales que permiten dar la solucion. En sus primeros intentos por resolver el
problema hacen una representacion grafica del ejemplo bajo discusién e identifican
que la operacion a utilizar es la derivacién. Un bloqueo de corta duracién identificado
en la discusion en clase, fue la determinacién de una funcion que les permitiera calcular
la velocidad con la que sube el nivel del agua en funcion del tiempo. Este bloqueo fue

superado en el momento que construyeron la representacion gréafica del problema.

Problema 1: Trace una grafica de un polinomio que tenga un extremo relativo, dos
extremos relativos, tres extremos relativos, a partir de la anterior experiencia responda:
¢, Qué relacion tienen los extremos relativos de una funcion polinGmica con sus raices?
¢,De acuerdo al grado de la funcién polinbmica es posible determinar cuantos extremos
relativos podria tener la funcion?

¢Es posible que una funcion polinbmica de grado 5 tenga 3 extremos relativos?
Explique

Este problema no fue resuelto en el salén de clases.

Para esta sesion de clase se resolvid el siguiente:

Problema 2: Determine el area de la regidbn sombreada de la siguiente figura.
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120

4em) 1

El estudiante E1 comprende y se apropia del problema el cual resuelve de forma
inmediata al utilizar un resultado clasico de la trigonometria. Para ello, él traza la

diagonal del cuadrado y denomina A, B y C los vértices del triangulo ABC,,.

C
Calcula la longitud de la diagonal AC, para ello hace uso de la Ley del coseno (4C)?=
b?= (3)2+ (4)2 —(2)(3)(4)c0s120° = 25 -12(-1)=25+12=37, de donde b=v37. Luego

aplica el teorema de Pitagoras, obtiene laigualdad (AC)? = b? =2-#2,y asi logra calcular

(AC)? _ 37
T2

el area total del cuadrado de lado Zcon #Z= . Como el area del triangulo

formado por los lados del cuadrado y la diagonal es la mitad, entonces %7 es ese valor.
Calcula a continuacion el area del triangulo ABC, que forman los dos lados dados de
la figura con la diagonal y que se obtiene por la formula ABC, = ;4 -3-sin(120°) =2 -

3 - sin(120°). Finalmente, el area sombreada la encuentra restando ésta al triangulo
formado por los lados del cuadrado y la diagonal;, es decir: el area sombreada
calculada por E1 fue: %— 6 - sen(120°) = 9,25 —5.197 = 4.053 siendo esta la
solucion buscada.
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Figura 2. Solucidn del estudiante E1 del problema 2 de la actividad 2 de 2015.

Actividad 3
Problema 1: Se saben que algunas de las raices de un polinomio de grado 5 son:

-2,-1, 3, 2i, y que su grafica pasa por el punto de coordenadas (2,-2). Determine la

ecuacion del polinomio.

Problema 2°7: ¢Cudl es el nimero de parejas ordenadas de numeros reales (a, b)

tales que (@ + b))***° = a — bi 7

67 Modificado, del material “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, pp. 19, 2002.
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En esta actividad ninguno de los problemas propuestos es resuelto; una de las
dificultades encontradas en los estudiantes radica en que no cuentan con las
suficientes bases para poder abordarlos, en este caso el manejo de las propiedades y
operaciones basicas con nimeros complejos. Por tanto, se hizo una intervencién en la
clase con el fin que los estudiantes retomaran posteriormente los problemas que
consistid en la explicacion de algunas de las generalidades basicas de los nimeros

complejos como: definicion, propiedades y operaciones basicas.
Actividad 4

Para esta clase se hizo la discusion de los elementos esenciales que conforman el

razonamiento plausible de Polya, para ser aplicados a problemas futuros.
El estudiante E2 resolvié el siguiente problema.

Problema 1. Para medir la altura de las de nubes en un campo, un trabajador
enciende un reflector hacia arriba a un angulo a por encima de la horizontal. Un
observador a una distancia d mide el angulo de elevacion del reflector y ve que es £.

Determine una ecuacion que permite calcular la altura h de las nubes.

Este estudiante resuelve el problema. La comprension e interpretacion fue
determinante para su solucion. Es de resaltar que el problema no ofrecid ninguna

ilustracion grafica de la situacion en mencion.

Desde sus primeros intentos por resolver el problema, E2 ilustra adecuadamente la
situacion, permitiéndole deducir la expresion algebraica para calcular la altura de las

capas de las nubes tal como se muestra en la figura 3.
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Figura 3. Solucion del estudiante E2 del problema 1 de la actividad 4 de 2015.

Problema 2% Supongamos que «a, 8,y v, denotan los angulos de un tridangulo.

Mostrar que

a. sin(a) + sin(f) + sin(y) = 4cos (%) cos (g) cos (g)
b. sin(2a) + sin(2p) + sin(2y) = 4cos(a)cos(B)cos(y)
C. sin(4a) + sin(4p) + sin(4y) = 4cos(2a)cos(2B)cos(2y)

Este problema no fue resuelto en el salon de clases.
Actividad 5

Problema 1. ¢(Como se podria argumentar que todo polinomio con coeficientes

complejos de grado impar, necesariamente debe tener al menos un cero real?
Recordar: un cero o raiz de un polinomio P, es un namero real c, tal que P(c) = 0.

Problema 2: ¢ Como podria usted demostrar que el perimetro de un triangulo es menor

que los 4/3 de las sumas de sus medianas?

8 Polya, G., (1966). Matematicas y razonamiento plausible. Tecnos: Madrid. p. 469
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Estos dos problemas no fueron resueltos en el salén de clases.

Actividad 6

Para esta clase se hizo discusién de la primera parte del texto de Mason, Burton y
Stacey, “Pensar Matematicamente”, correspondiente al primer capitulo “Todo el
mundo puede empezar”, en el cual se describen los dos procesos centrales que

conforman el pensamiento matematico: particularizacion y generalizacion.

En esta actividad, el estudiante E1 hace una aproximacion de la solucion del problema

1 en clase, después presenta una solucion del mismo en una actividad posterior.

Problema 1: ¢Cuéantos cuadrados de diferentes tamafios hay en un tablero de 1x1,

2x2, 3x3, 8x8 (ajedrez)? ¢ Podrias generalizar a un tablero nxn?

En los primeros intentos de solucion en el aula por este estudiante, se destaca el
conteo inicial de los cuadrados en los diferentes tableros, que le permiten inferir la
cantidad de cuadrados en un tablero de 8x8. Durante el desarrollo del problema se
genera un bloqueo de larga duracion que se dio en el momento de tratar de
generalizarlo, ya que no era evidente ver que la cantidad de cuadrados en un tablero

de nxn corresponde a 1% + 2% + --- + n? pero sin demostrarla por alguna via.

Este bloqueo fue superado por el mismo estudiante posteriormente, al darse cuenta
que para el tablero de 1x1 hay un cuadrado. Para el tablero de 2x2 hay un total de 5
cuadrados correspondientes a un cuadrado de tamafo 2x2, mas 4 cuadrados de
tamafo 1x1. Para el tablero de 3x3 hay un total 14 cuadrados correspondientes a un

cuadrado de 3x3, mas cuatro cuadrados de 2x2, mas nueve de cuadrados de 1x1.
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Figura 4: Solucion del estudiante E1 del problema 1 posterior a la actividad 6 de 2015.

Problema 2: Dos jugadores se turnan para reemplazar con X y con O en un tablero
de 9x9. El primer jugador inicia con X y el segundo con O, el jugador obtiene un punto

si obtiene mas X o0 mas O en la misma fila o columna. El jugador con mas puntos

obtenidos es el que gana.

¢ Cual debe ser la estrategia del ganador?
¢Funcionaria la misma estrategia si el tablero es de 8x8?

¢, Cudl debe ser el tamafio del tablero para que la estrategia funcione?

Los dos estudiantes jugaron entre ellos y rdpidamente el estudiante E2, descubrio la

estrategia ganadora, la tiene el jugador 1 que empieza marcando en el centro de
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tablero y juega simétricamente al jugador 2; de esta forma, siempre va obtener la

mayor cantidad de puntos al hacer el conteo vertical u horizontal.
Actividad 7

En esta clase se hizo discusion al capitulo dos del texto de Mason, Burton y Stacey,
“Fases del trabajo”. Especificamente sobre los procesos de particularizacion y

generalizacion, y las fases de: abordaje, ataque y revision.
Para esta actividad el estudiante E2 resuelve el siguiente problema:
Problema 1

Se sabe que hay dos raices cuadradas de 1, es decir 1 y -1. Estas corresponden a la
solucion de la ecuacion x? = 1, o su equivalente a x? — 1 = 0. Las raices cuartas de 1
son las soluciones de la ecuacion x* =1, 0x* -1 =10

¢, Cuantas raices cuartas de 1 hay?

¢, COmo encontraria las raices sextas de 1? ¢ Cuantas hay? ¢ Cudl seria el nUmero de

las raices n-ésimas de 1?

El estudiante E2 resuelve el problema sin dificultad alguna, ya que anteriormente se
les habia dado las propiedades y operaciones basicas de los nimeros complejos. El

calculd las raices de 1 por medio de la factorizacion.
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Figura 5: Solucion del estudiante E2 del problema 1 de la actividad 7 de 2015.

Para el segundo problema, el mismo estudiante E2 presenta una solucién en dias

posteriores a esta actividad, que le requirié tiempo y trabajo al desarrollarla.
Problema 2

¢, Cual es el area del mayor circulo que se puede inscribir en un triangulo de lados 3,

5vy7?

E2 hace intentos de aplicar la ley de los cosenos, que no lo lleva a la solucion y le
surge un bloqueo prolongado al tratar de determinar el radio de dicho circulo por esa
via, el dia de dicha actividad. Este bloqueo fue superado por él al considerar que
incentro del tridngulo divide al triangulo en tres triangulos y que el radio de este circulo
es cualquiera de las alturas correspondiente a estos tres triangulos desde el incentro
y la suma del area de estos tres triangulos correspondia al producto del semiperimetro
por el radio. Concluye con una solucién correcta, pero con un lapsus y en lugar de
m(0.75) concluye que la solucién es n(7.5). Tal como se puede apreciar en la figura

siguiente:
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Figura 6: Solucion del estudiante E2 del problema 2 posterior a la actividad 7 de 2015.
Actividad 8

Para esta clase se hizo una discusién de un capitulo del mismo texto ya mencionado,
el correspondiente a “Respuestas cuando esté atascado”. Aqui los estudiantes
trabajan algunos ejemplos propuestos en el capitulo, ademas de hacer énfasis al

rotulado de la fase del abordaje: lo que SE, lo que QUIERO y lo que puedo USAR.

El problema 1, se resolvio en una clase posterior por el estudiante E1.
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Problema 1

Si x,y,z son numeros reales positivos tal que xyz = a, ¢cuél es el valor minimo de
n

x™ +y™ + 3237

En sus primeros intentos por resolver el problema, E1 traté de aplicar la desigualdad
MA=MG en varias ocasiones sin resultado alguno, generando asi un bloqueo

prolongado que fue superado cuando logro reescribir la expresion algebraica x™ +

n

n n n
y" 4+ 3z3 como x™ + y" + z3+z3 + z3, y de esta forma encontrar el valor minimo al

aplicar la desigualdad MA=MG tal como se aprecia en la figura 7.
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Figura 7: Solucion del estudiante E1 del problema 1 posterior a la actividad 8 de 2015.

Para el problema 2 los estudiantes E1 y E2 lo resuelven en el salén de clases.
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Problema 25°

Si el dltimo digito de 2*, con x € Z*, es 4, ¢ coémo debe ser la forma de x?

¢ Cudl seria el tltimo digito de 2500192

El estudiante E1, calcula varias potencias del 2 y los organiza en una tabla que le
permite conjeturar que los valores que puede asumir x corresponden a 2,6,10,14,18, ...,
es decirx = 4n+ 2, conn € {0,1,2,3, ...}, para que el ultimo digito de la potencia de 2%,
termine en 4, y asi poder calcular el tltimo digito de 25°°1° que es 8, debido a que el

exponente de 2°°0920  es divisible entre 4 y su Ultimo digito terminara en 6.
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Figura 8: Solucion del estudiante E1 del problema 2 de la actividad 8 de 2015.

69 Adaptado del problema recuperado el de 4 de abril de 2015 del URL:

http://www.acm.ciens.ucv.ve/main/entrenamiento/material/TeoriaDeNumeros.pdf. Nieto, J. (sin afio).Teoria de Numeros para
Olimpiadas Mateméticas. Venezuela.
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El estudiante E2, calcula varias potencias de 2 para poder conjeturar una forma de
calcular el ultimo digito de cualquier potencia. Se da cuenta a partir de los calculos que
realiza que las potencias de 2 se repite en el orden de 2,4,8,6,2,4,8,6, .... Por lo tanto
puede inferir que si toma x = 4n + 2, encuentra todas la potencias de 2 que terminan
en 4, la cual verifica para n = 1,2,3,4. Demuestra que para el caso particular de x =

50018, el ultimo digito termina en 4, por tanto para x = 50019, el dltimo digito termina

en 8.
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Figura 9 (hoja 1): Solucién del estudiante E2 al problema 2 de la actividad 8 de 2015.
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Figura 9 (hoja 2): Solucidn del estudiante E2 al problema 2 de la actividad 8 de 2015.
Actividad 9
En esta clase los estudiantes contintan con el capitulo del mismo texto

correspondiente a “Haciendo conjeturas”, que se considera la espina dorsal de la

solucion de problemas.

De los dos problemas propuestos, el estudiante E2 plantea una solucion muy completa

al siguiente primer problema:

Problema 17

Se sabe que el area del cuadrado es 40u?, determinar el valor de a.

70 Adaptado del recuperado el 4 de abril de 2015 del URL:
https://www.facebook.com/148210950842/photos/a.151449605842.126810.148210950842/10152726406510843/?type=1&fr
ef=nf.
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En sus primeros intentos el estudiante dibuja la diagonal del cuadrado que le permite
calcular el area en términos del lado [, de esta forma la diagonal junto con los
segmentos cuyas longitudes estdn dadas en el problema forman dos triangulos
semejantes. Al estabecer la igualdad entre las razones dadas, forma dos ecuaciones

gue le permiten encontrar el valor de a.
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Figura 10: Solucién del estudiante E2 al problema 1 de la actividad 9 de 2015.

El problema 2 fue resuelto parcialmente por el estudiante E1.
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Problema 27%:

Dibuje un cuadrado de area A4,, en el anterior cuadrado dibuje el mayor circulo inscrito.
Ahora dibuje el mayor cuadrado inscrito en el anterior circulo cuya area se denotara
por A,, repita este proceso un nimero de veces como se puede apreciar en la siguiente

figura.

Sea S, = A; + A, + -+ +A,, lasuma de las areas de los primeros n cuadrados, y M,, =
kA, — S,, donde k es un entero positivo ¢cual es el menor valor que puede tomar k

para que M, sea positivo?

En sus primeros intentos por resolver el problema, a partir del diagrama, el estudiante

E1 calcula el &rea de los primeros cuadrados para definir su suma. Intuitivamente tenia
2 2 2

la sospecha que al factorizar x2? de x2 + x? + x: 4ot Z—Z la sucesion de sumas finitas

1 +%+i+ +Zin converge a 2y, de ser asi, M,, = kx? — 2x? = x%(k — 2) > 0, para

k > 2, pero no pudo demostrarlo.

1 Puzzle from Zawaira and Hitchcock “A Primer for Mathematics Competitions” OUP 2009.
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Figura 11: Solucidn parcial del estudiante E1 al problema 2 de la actividad 9 de 2015.
Actividad 10

Para esta actividad ninguno de los dos problemas propuestos es resuelto en el salon

de clases, el estudiante E2 presenta una solucion posterior al problema 1 que le

requirio varias horas de trabajo.

Problema 172: Si hay exactamente 4 enteros x que satisfacen la desigualdad x? +

bx + 7 < 0, ¢ cuantos valores enteros de b son posibles?

2 Modificado, del recopilado “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p, 12, 2005.
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A partir de la solucién de la ecuacion cuadratica, el estudiante E2 determina el intervalo

solucién en términos de la variable desconocida b de la desigualdad, por tanto x €

-b—Vb2-28 -b+Vb2-28]| . . .
> , > , esto le permite calcular la longitud del intervalo que corresponde

d = Vb? — 28, y deducir que esta longitud debe ser menor a 5, debido al hecho de

gue b? — 28 > 0, por tanto b > 5, para que sea entero de acuerdo a la condicién dada

en el problema. El establece la desigualdad Vb2 — 28 < 5, cuyas Unicas soluciones
enteras corresponden a —7,—6,6,7. Finalmente verifica sus resultados de una forma

rigurosa encontrando los cuatro valores enteros de x, para cada valor entero de b.
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Figura 12 (hoja 1): Solucion del estudiante E2 al problema 1 de la actividad 10 de 2015.
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Figura 12 (hoja 2): Solucion del estudiante E2 al problema 1 de la actividad 10 de 2015.
Problema 273: ¢ Cual es el minimo valor que puede alcanzar la expresion

VX2 492+ J(x—2)2+y2 +x2+ (y — 2)2 +/(x — )2 + (y — 5)2?
Este problema no es resuelto en el saldon de clases.

Actividad 11

Problema 17 Si a, b, ¢, d, son numeros positivos, demuestre que (a + b + ¢) (i

as

1
+o+

3 Modificado, del recopilado “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p, 12, 2005.

" Modificado de Mathematical Circles (Russian experience), American Mathematical Society, (1996). P. 234.
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2 2
Problema 27: Si x,y > 0, demuestre que /% + /y? > /x + \/;

Ninguno de los dos problemas fue resuelto en el salén de clases.

Actividad 12

En esta actividad los dos estudiantes intentan resolver el siguiente problema
Problema 1

Demuestre que x > 0, entonces 3x3 — 6x2 + 4 >0

En este problema ambos estudiantes (E1, E2) intentan aplicar la desigualdad MA >
MG, sin acercarse a la solucién del problema. Se les sugiere reescribir la desigualdad
de otra forma, el estudiante E1 rescribe la desigualdad como 3x3 + 4 > 6x2, pero no

logra avanzar en la solucion al problema, ya que al aplicar la desigualdad directamente

3
se tiene 3"2—“‘ > 1/12x3. Se esperaba que algun estudiante se diera cuenta que 3x3 +

3 3
4 = x3 + 2x3 + 4 y al aplicar la desigualdad MA=MG, se tiene que: x+23—x+4 > /8x6 =
2x2.
Problema 2: Dado un triangulo de area unidad cuyos lados estan dados por a, b, c,

donde a > b > c. Demuestre que b > /2.

Este problema no fue resuelto en el salén de clases.

5 Modificado de Mathematical Circles (Russian experience), American Mathematical Society, (1996). p. 237.
6 |bidem p. 214.
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Actividad 13

En esta actividad el estudiante E2 resuelve el problema 1 y trata de resolver el
problema 2 sin resultado alguno.

Problema 1
Demostrar que, para cualquier X, y se cumple x*+y*+8>8xy.

En este problema E2 aplica la desigualdad MA > MG, sin acercarse a la solucion como

se muestra a continuacion:

Figura 13: Intentos del estudiante E2 por resolver el problema 1 de la actividad 13 de 2015.
El bloqueo de este problema se supera cuando E2 reescribe la desigualdad en la forma

adecuada para que la desigualdad MA > MG sea aplicable, tal como aparece en la

Figura 14.
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Problema 277: Dos nameros distintos a y b se escogen aleatoriamente del conjunto

{2,22 ,23,...,225} ¢,Cudl es la probabilidad de que log, b sea un nimero entero?

En este problema el estudiante E1 particulariza en algunos casos, tratando de ver
alguna regularidad que le permita calcular la probabilidad, pero sin éxito alguno.
Actividad 14

Problema 178: Calcular el valor de 20152 — 20142 + 2013% — --- 4+ 32 — 22 4+ 12

Problema 2: ¢ Existe un niamero de 4 digitos tal que la suma de mismo nimero, mas

sus correspondientes digitos sea 2015?
Ejemplo: Para el nimero 2005, esta el 1979, ya que al sumar 1979+1+9+7+9=2005

Actividad 15

Problema 17°: Para cualquier x real ¢cual es el valor maximo para v2016 — x +
Vx — 20087

Problema 28: Para m,n enteros positivos, ¢cual es maximo valor de n tal que

vm — 174 +Vm + 34 = n?

Ninguno de los problemas de estas dos actividades fue resuelto por los estudiantes.

77 Tomado del recopilado “olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p. 12, 2005.
8 Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p. 13.

9 |bidem. p.190.

80 |bidem. p.175.
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4.2.Segunda Experiencia: Resultados de las actividades de la etapa del primer

semestre de 2016

Para esta fase de la investigacion algunos de los problemas que se utilizaron en el
semestre del 2015 se modificaron y/o sustituyeron por otros, de acuerdo a la

experiencia descrita en la metodologia de este trabajo.
Actividad 1

En el desarrollo de esta clase se hizo una exposicién detallada del método de los
cuatros pasos de Polya, al igual como se hizo en el semestre del 2015 con el problema
abordado en el salén de clases: “Determinar la diagonal de un paralelepipedo si se
conocen las longitudes de su ancho, largo y altura™!. Los resultados obtenidos en los
estudiantes son similares a los que se obtuvieron en la primera experiencia, ya que los
estudiantes identificaron los datos del problema, se realizé la representacion del
paralelepipedo, en el cual etiquetaron correctamente las variables, un estudiante al
cual se identifica como E3% en esta fase de la investigacion, se propone dibujar la
diagonal de la base del paralelepipedo y aplicar dos veces el teorema de Pitagoras
para encontrar la expresion algebraica que permita encontrar la longitud de la diagonal

del paralelepipedo en términos de las longitudes de los lados conocidos.

En cuanto a los dos problemas planteados en esta actividad, el mismo estudiante de

manera casi inmediata propone la solucion del problema 1.

Problema 1:

81 Polya G. (1965). Como plantear y resolver problemas. Editorial Trillas, México D.C. p. 29.
82| os estudiantes de esta Il Experiencia (I-2016) de la investigacién no coinciden con los de la | experiencia (11-2015).
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Encontrar una ecuacioén que permita calcular la distancia de dos puntos cualquiera en

R3.

El estudiante E3 propone dibujar dos puntos en el espacio y definir la distancia entre
los dos puntos como la longitud de la diagonal del paralelepipedo que se puede
construir con los puntos dados como vértices opuestos y al aplicar el resultado
obtenido en el ejemplo de discusion, obtiene la expresion algebraica que permite

calcular la distancia entre dos puntos cualesquiera en R3.

El segundo problema que fue modificado de la Actividad 1 correspondiente a la
primera experiencia no fue abordado, pero hubo una aproximacién a la solucién por el

estudiante E3.

Problema 2:

Dibujese un cuadrildtero convexo, ahora ubiquese un punto interior M tal que la suma
de las distancias del punto a sus vértices sea minima.

El estudiante E3, dibuja un cuadrilatero convexo de vértices A, B, C, D y un punto
interior cualquiera del cuadrilatero M, al trazar las dos diagonales de cuadrilatero forma
los triangulos A,M,C y B,M,D, se percato de la relacion entre el punto M vy la
interseccion de las dos diagonales, demuestra por medio de la desigualdad triangular
que el unico punto interior del cuadrilatero que satisface la condicion de que la suma
de las distancias del punto a sus vértices es la minima, corresponde a la interseccion

de las dos diagonales.
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Figura 15: Solucién propuesta por el estudiante E3 posterior a la actividad 1 del primer semestre de
2016.

Actividad 2
En esta clase se hizo el mismo desarrollo propuesto en el segundo semestre del 2015,

los problemas fueron modificados como se describié en el Capitulo 3.

Problema 1: Trace una grafica de un polinomio que tenga un extremo relativo, dos

extremos relativos, tres extremos relativos, a partir de la anterior experiencia responda:
¢, Qué relacion tienen los extremos relativos de una funcion polinGmica con sus raices?

¢,De acuerdo al grado de la funcién polinbmica es posible determinar cuantos extremos

relativos podria tener la funcion?
¢ Es posible que una funcién polinémica de grado 5 tenga 3 extremos relativos?
Explique

Este problema no fue resuelto en el salon de clases, mientras que el segundo problema

fue resuelto parcialmente por E3.
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Problema 283:

Dibuje un cuadrado de area A,, en el anterior cuadrado dibuje el mayor circulo inscrito.
Ahora dibuje el mayor cuadrado, cuya area se denotara por A,, inscrito en el anterior

circulo, repita este proceso un numero de veces como se puede apreciar en la

siguiente figura:

Sea S, = A, +A, + -+ A,, lasuma de las areas de los n cuadrados, y M,, = kA, — S,
donde k es un entero positivo ¢cudl es el menor valor de k para que M,,, sea
positivo?

El estudiante E3 construyo la expresion algebraica que permite encontrar la suma de
los n primeros cuadrados. De una manera muy intuitiva verifico que la sucesion de las
expresiones 1 + % + i + -+ Zin para n = 1, tiene limite 2. Se le propuso que lo

demostrara de forma rigurosa, pero no lo logro, por lo que se considera solo una

solucion parcial.
Actividad 3
Problema 1: Se saben que algunas de las raices de un polinomio de grado 5 son:

-2,-1, 3, 2i, y que su grafica pasa por el punto de coordenadas (2,-2). Determine la

ecuacion del polinomio.

8 Puzzle from Zawaira and Hitchcock “A Primer for Mathematics Competitions” OUP 2009.
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Problema 28 ¢Cudl es el nUmero de parejas ordenadas de nimeros reales (a, b)

tales que (@ + b))*°*° = a — bi 7

Para esta actividad hubo la necesidad de intervenir con los estudiantes, ya que ellos
no contaban con el manejo basico sobre los nimeros complejos; es por ello que

ninguno de los dos problemas fue resuelto.
Actividad 4

Para esta clase se discutieron los elementos mas esenciales del razonamiento

plausible para ser aplicados a problemas futuros.

Problema 1. Para medir la altura de las de nubes en un campo, un trabajador
enciende un reflector hacia arriba a un angulo a por encima de la horizontal. Un
observador a una distancia d mide el angulo de elevacion del reflector y ve que es f.

Determine una ecuacién que permite calcular la altura h de las nubes.
Problema 2% Supongamos que «a, 8, Yy y denotan los angulos de un triangulo.

Mostrar que
a. sin(a) + sin(B) + sin(y) = 4cos (%) cos (§) cos (g)

b. sin(2a) + sin(2p) + sin(2y) = 4cos(a)cos(B)cos(y)

c. sin(4a) + sin(4p) + sin(4y) = 4cos(2a)cos(2B)cos(2y)

84 Modificado, del material “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, pp. 19, 2002.
8 Polya, G., (1966). Matematicas y razonamiento plausible. Tecnos: Madrid. p. 469

91



En cuanto a los problemas presentados, no hubo acercamiento alguno a una solucion.
Es de resaltar que el problema 1 fue resuelto de forma inmediata por el estudiante E2

en la primera experiencia del curso electivo.
Actividad 5

Problema 1. (Cdmo se podria argumentar que todo polinomio con coeficientes

complejos de grado impar, necesariamente debe tener al menos un cero real?
Recordar: un cero o raiz de un polinomio P, es un namero real c, tal que P(c) = 0.

Problema 2: ¢ Como podria usted demostrar que el perimetro de un triangulo es menor

gue los 4/3 de las sumas de sus medianas?
Ninguno de los problemas fue resuelto en el salon de clases.
Actividad 6

Para esta clase se hizo discusién de la primera parte del texto de Mason, Burton y
Stacey, “Pensar Matematicamente”, correspondiente al primer capitulo “Todo el
mundo puede empezar’, en el cual se describen los dos procesos centrales que

conforman el pensamiento matematico: particularizacién y generalizacion.

En esta actividad, de los dos problemas, el estudiante E4 logra resolver el problema 1

en el aula.

Problema 1: ¢ Cuantos cuadrados de diferentes tamafios hay en un tablero de 1x1,

2x2, 3x3, 8x8 (ajedrez)? ¢ Podrias generalizar a un tablero nxn?

En esta solucion propuesta por el estudiante E4, se evidencia una regularidad

encontrada en la mayoria de las soluciones obtenidas en el salén de clases, los
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estudiantes particularizan de manera natural y es la particularizacion la que permite
inferir conjeturas, que pueden ser ciertas o falsas, pero que no son demostradas de

una forma rigurosa.

En la solucion propuesta, el mismo estudiante hace el conteo de los primeros
cuadrados, para los diferentes tableros, que le permite inferir la cantidad que hay en

cada uno de ellos.

De esta manera conjetura que la cantidad de cuadrados que hay en un tablero de nxn,

corresponde a la suma de los primeros n cuadrados 12 + 22 + 32 + --- + n? pero no lo

demuestra.

Figura 16 (hojal): Solucion del estudiante E4 al problema 1 de la actividad 6 del primer semestre de
2016.
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Figura 16 (hoja 2): Solucion del estudiante E4 al problema 1 de la actividad 6 del primer semestre de
2016.

Problema 2: Dos jugadores se turnan para reemplazar con X y con O en un tablero
de 9x9. El primer jugador inicia con X y el segundo con O, el jugador obtiene un punto

si obtiene mas X o0 mas O en la misma fila o columna. El jugador con mas puntos

obtenidos es el que gana.

¢ Cual debe ser la estrategia del ganador?
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¢Funcionaria la misma estrategia si el tablero es de 8x8?
¢, Cual debe ser el tamafio del tablero para que la estrategia funcione?

Para este segundo problema los estudiantes jugaron entre ellos, pero ninguno se
percato de la estrategia del ganador, que consistia en que el jugador 1 siempre ganaria

si empezaba marcando en el centro del tablero y jugaba simétricamente al jugador 2.

Actividad 7

En esta clase se hizo la discusion del Capitulo 2 del texto en mencidn, correspondiente
a las fases de abordaje, ataque y revision, dentro de los procesos de resolucion de

problemas.

Problema 1. Se sabe que hay dos raices cuadradas de 1, es decir 1 y -1. Estas
corresponden a la soluciéon de la ecuacion x? = 1, o su equivalente a x2 — 1 = 0. Las
raices cuartas de 1 son las soluciones de la ecuacion x* =1,0x*—1=10

¢, Cuantas raices cuartas de 1 hay?

¢, COmo encontraria las raices sextas de 1? ¢ Cuantas hay?

¢,Cual seria el namero de las raices n-ésimas de 1?

Este problema no fue resuelto en el salén de clases.

Para el problema 2 el estudiante E4 hace un acercamiento a la respuesta.

Problema 2: ¢ Cudl es el area del mayor circulo que se puede inscribir en un triangulo

de lados 3,5y 7?
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El identifica que la interseccion de las tres bisectrices es el centro del mayor circulo
gue se puede inscribir y que es tangente a sus lados, pero no demostro rigurosamente
ni su centro ni el radio, sino que lo midi6 directamente del papel y asi aproximarse a

su valor.
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Figura 17: Acercamiento del estudiante E4 a la respuesta del problema 2 posterior a la actividad 7 del
primer semestre de 2016.

Actividad 8

Para esta clase se abordoé por parte de los estudiantes, el capitulo del texto en mencion
correspondiente a “Respuestas cuando esté atascado”, algunos ejemplos propuestos,
ademas de hacer énfasis al rotulado de la fase del abordaje: lo que SE, lo que QUIERO

y lo que puedo USAR.
El problema 1 es resuelto por el estudiante E3.
Problema 1: Si x,y,z son numeros reales positivos tal que xyz = a ¢ Cual es el valor

minimo de x™ + y™ + 3237
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1 1

1 1
El estudiante E3 logra reescribir la expresion 3zs, como z3 + z3 + z3, para poder hacer
uso de la desigualdad MA > MG, y asi solucionar el problema tal como se puede

apreciar en la figura 18.
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Figura 18: Solucién del estudiante E3 al problema 1 de la actividad 8 del primer semestre de 2016.

Problema 2%¢: Si el ultimo digito de 2*, con x € Z*, es 4, ¢como debe ser la forma de

x? ¢ Cual seria el Ultimo digito de 2500197

Este problema fue resuelto en el sal6n de clases por el estudiante E3, quien en sus
primeros intentos particulariza y se da cuenta que el ultimo digito de las potencias del
2 varian en 2,4,6,8, de forma periddica y a partir de esto generaliza para cada uno de
los casos y muestra que al dividir el exponente entre 4 y al tomar su residuo puede

determinar cudl es el ultimo digito de las potencias de 2. Si el residuo termina en 0

86 Adaptado del recuperado el 4 de abril de 2015 del URL:
http://www.acm.ciens.ucv.ve/main/entrenamiento/material/TeoriaDeNumeros.pdf.
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entonces el ultimo digito de esa potencia es 6, si el residuo termina en 1 entonces el
altimo digito de esa potencia es 2, si el residuo termina en 2 entonces el ultimo digito
de esa potencia termina en 4, si el residuo termina en 3 entonces el ultimo digito de
esa potencia es 8. El verifica sus resultados cuando x = 50019, ya que al dividirlo entre
4 da como residuo 3, por tanto, el Gltimo digito de 2°°91% es 8. La Figura 19 muestra

esta solucion.
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Figura 19: Solucion del estudiante E3 al problema 2 de la actividad 8 del primer semestre de 2016.
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Actividad 9

Problema 1%": Se sabe que el area del cuadrado es 40u?, determinar el valor de a.

Problema 2: Sea P(x) = x? + px — q, donde p y g, son enteros positivos.
c) Encuentre una pareja de enteros positivos tal que las soluciones de la ecuacion
P(x) = 0, sean enteros menores que 7.
d) ¢ Cuantas parejas (p, q) hacen que la ecuacion x? + px — g = 0, sean menores que
2016788

Para esta clase los estudiantes expusieron una parte del libro guia.
Estos dos problemas no fueron resueltos.
Actividad 10

Problema 1%: Si hay exactamente 4 enteros x que satisfacen la desigualdad x? +

bx + 7 < 0, ¢cuantos valores enteros de b son posibles?
Este problema no fue resuelto en el salén de clases.

Problema 2%: ¢ Cual es el minimo valor que puede alcanzar la expresion

87 Adaptado del recuperado el 4 de abril de 2015 del URL:
https://www.facebook.com/148210950842/photos/a.151449605842.126810.148210950842/10152726406510843/?type=1&fr
ef=nf.

88 Modificado, del material “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p. 26, 2002.

89 Modificado, del recopilado “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior. p, 12, 2005.
9 |bidem.
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VE2+y2 +/(x =22+ y2 + a2+ (y = 2)2 +/(x = 4)? + (y - 5)2?

El estudiante E5, hace un acercamiento a la solucion, particularizando y analizando
los resultados obtenidos, lo cual le permite inferir la posicién de cuatro puntos fijos en
el plano, pero lo que no logra ver es que, si incluye un punto P(x,y), la expresion
algebraica corresponde a la suma de las distancias del punto P a los puntos fijos

identificados anteriormente.

Acercamiento de la solucion del problema 2 por estudiante E5
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Figura 20: Primeros intentos de solucién al problema 2 por el estudiante E5
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Figura 21: Acercamiento a la solucion del problema 2 por el estudiante E5.
Actividad 11

Problema 1°%:

Si a, b, y ¢ son numeros positivos, demuestre que (a + b + ¢) (% + % + %) =9

2 2
Problema 2%: Si x,y > 0, demuestre que ,x; + /y? > /x + \/;

Ninguno de los dos problemas planteados es resuelto en el salén de clases por la

dificultad que representan para los estudiantes.

Actividad 12

Problema 1: Demuestre que x > 0, entonces 3x3 — 6x2+4 >0

91 Modificado de Mathematical Circles (Russian experience), American Mathematical Society, (1996). P. 234.
92 |bidem p. 237.
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Problema 2°3: Dado un tridngulo de area unidad cuyos lados estan dados por a, b, c,

donde a > b > c. Demuestre que b > /2.
Ninguno de los dos problemas planteados es resuelto en el salon de clases.

Actividad 13

Los estudiantes E3 y E4, logran resolver el problema 1 dentro del salén de clases.
Ambos ofrecen dos formas de soluciones distintas, pero que comparten la regularidad
de que ambos lo hacen a partir de casos particulares e infieren argumentos que les

permite calcular la misma solucion.

Problema 1

Calcular el valor de% 20152 — 20142 + 20132 — -+ + 32 — 22 + 12

El argumento del estudiante E3 consiste en calcular las diferencias de dos cuadrados
consecutivos hasta el 2014, 22 —12 =3, 4> -3?2=5,6%>—-5%2 =11,...,2014% — 2013%
para inferir la regularidad de la suma 3+ 7 + 11 + --- + 4027, es decir la suma de los
primeros 1007 términos que corresponden a 2’029,105, para restarselos al ultimo
término, es decir 20152 — 2’,029,105 = 2,031,120 tal como se puede apreciar en la

solucion propuesta por ese estudiante.

9 Modificado de Mathematical Circles (Russian experience), American Mathematical Society, (1996). p. 214.
9 Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p.13.
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Figura 22: Solucion del estudiante E3 al problema 1 de la actividad 13 del primer semestre de 2016.

El estudiante E4 organiza los términos de menor a mayor en dos columnas, se da
cuenta que los términos pares estan restando, por tal razon si la sumatoria termina en
nimero par es negativa, pero si termina en nimero impar es positiva, 12 — 22 = -3,
12 - 22+ 3% =6, asi sucesivamente. Al hacer varios calculos se percata que
corresponde con la sumatoria de los primeros 2015 numeros naturales por tal motivo

2"152& = 2'031,120.
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Figura 23: Solucion del estudiante E4 al problema 1 de la actividad 13 del primer semestre de 2016.

Problema 2

¢Existe un numero de 4 digitos tal que la suma de mismo ndmero, mas sus

correspondientes digitos sea 2015?

Este problema no fue resuelto en el salon de clases.
Actividad 14%

Los dos problemas se cambiaron por:

Problema 1

Para cualquier x real ¢,cudl es el valor maximo para v2016 — x + vx — 2008?

9 Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p. 190.
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Problema 2%: Para m,n enteros positivos, ¢cual es maximo valor de n tal que

vm —174 +Vm + 34 = n?
Actividad 15
Problema 1: Demostrar que, para cualquier x, y se cumple x*+y*+8>8xy.

Problema 2%: Dos nameros distintos a y b se escogen aleatoriamente del conjunto

{2,22 ,23,...,225}. ¢,Cudl es la probabilidad de que log, b sea un nimero entero?

Los problemas propuestos en estas actividades 14 y 15 no fueron resueltos.

4.2.1. Respuestas de los estudiantes a preguntas sobre el proceso de la

resolucion de problemas

Al inicio y finalizacion de las experiencias se entrevistaron (video) algunos estudiantes
con el objetivo de conocer sus respuestas sobre aspectos relacionados con la solucién

de problemas.
Al inicio del curso se les pregunto acerca de:
¢Qué entendian por resolucion de problemas?

La gran mayoria de las respuestas que dieron los cinco estudiantes apuntan a lo que
se entiende por resolver un problema. Después se les presento la definicion ofrecida

por Campistrous, L. y Rizo, C. (1996).

Al finalizar el curso se les pregunto:

% Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p.175
97 Tomado del recopilado “olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p. 12, 2005.
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¢,Como lograron superar los bloqueos experimentados en la solucién de los

diferentes problemas?

El estudiante E1 hace referencia a los problemas de desigualdades, cuyos bloqueos
fueron superados después de transcurrido un cierto tiempo al lograr reescribirlas de

una manera equivalente, y asi aplicar la desigualdad MA=MG para llegar a la solucion.
¢,Como consideran el curso que se acaba de concluir?
Las respuestas dadas giraron alrededor de:

1. Conocieron esquemas para la resolucion de problemas que seguro les sera muy
atil en su profesion como futuros docentes de matematicas.

2. Les gustd la dinamica del curso, sobre todo por las discusiones en clase, por
compartir las soluciones que encontraron.

3. Se percataron como cambiaban sus formas de acometer las soluciones a los
problemas que se les presentaron.

4. El curso contribuyé en su formacion académica.

5. Un estudiante de la segunda experiencia manifiesta: “como por ejemplo los
ejercicios propuestos por Mason, Burton y Stacey del libro Pensar
matematicamente donde lo lee y vuelve leer, e intenta razonar, pero siente que no
lo entiende por lo que lo vuelve a leer y asi sucesivamente hasta que en algun

momento se enciende el bombillo y dice esto es por este camino”. (Ver Anexo 4.).
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4.3. Caracterizacion de los insight en la solucion de problemas matematicos

planteados en el salén de clases

De los resultados obtenidos de las dos experiencias correspondientes al segundo
semestre de 2015 y al primer semestre de 2016, a partir de la observacion del
comportamiento de los estudiantes y el andlisis de cada una de las clases; asi como,
el seguimiento que se le dio a cada uno de los que experimentaron este fenémeno
cognitivo, se pudieron encontrar ciertas regularidades en las soluciones dadas dentro
del salon de clases. Estas observaciones fueron las que permitieron caracterizar dicha

ocurrencia como un insight inmediato.

Cuando un mismo estudiante establece dos soluciones al mismo problema, se
considera que es muy posible, que después de obtener una primera solucion,
posteriormente encuentre otra; por supuesto, del mismo problema. En tal caso se

puede describir lo que se le denominara un insight por comprensién. Esto se plantea

porque en el problema 2 de la actividad 7 en la primera experiencia y por el problema
1 de la actividad 14 de la segunda experiencia, dos estudiantes ofrecieron soluciones

qgue no eran las que proponia el autor de este trabajo (Ver Anexo 3).

Cuando, los problemas cuyas soluciones fueron obtenidas fuera del salon de clases
dias después y que requirieron de una apropiacion e interés del estudiante por resolver

posibilitan la descripcion de lo que se denomind un insight a posteriori.

En resumen, dentro del proceso de solucion de problemas dentro y fuera del salon de
clases, a partir del seguimiento y observacién a los dos grupos de estudiantes a modo
de estudio de casos, se pueden identificar, caracterizar y asociar estos tres tipos de
insight y su relacién con el pensamiento matematico convergente o divergente, que
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cuando suceden permiten solucionar un problema matematico de forma exitosa. Para
cada uno de éstos tres insight se identificaron una serie de caracteristicas propias

como se describen a continuacion:
4.3.1. Insight inmediato. Una aproximacion descriptiva

El estudiante en sus primeros intentos madura algunas ideas que le permiten
encaminarse a la solucion del problema matematico dentro del salon de clases, los

atascamientos o bloqueos que presenta el estudiante son de corta duracion:

1. Por lo general comprende y se apropia del problema, en estos intentos por llegar
a una solucion, con instancias que permiten apreciar regularidades, invariantes que
puedan conducir a una solucién.

2. El estudiante evoca experiencias similares con otros problemas que le permiten
relacionarlos con el problema actual.

3. Un factor indispensable en la solucion de la mayoria de los problemas son los
preconceptos que tiene el estudiante con las diferentes tematicas abordadas,
ademas de la identificacién de lo que se quiere determinar con el problema.

4. Este insight esta en relacion al tipo de pensamiento convergente en el estudiante
ya que éste llega a la solucion del problema de forma casi inmediata, sus
soluciones son de forma convencional y no requieren grandes esfuerzos en su

construccion.
4.3.2. Insight a posteriori. Una aproximacion descriptiva

El estudiante en sus primeros intentos por resolver el problema no tiene avance

alguno, los momentos de atascamiento o bloqueo son prolongados y en la mayoria de
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los casos pueden tomar bastante tiempo. Por lo general el estudiante se siente
motivado a buscarle solucion, ademas de asumir el problema con seriedad; se
maduran nuevas ideas que pueden tardar un buen tiempo en desarrollarse.
Precisamente, esto es lo que se le ha denominado incubacion. A veces, emerge una
solucion cuando menos la espera. Pero la mayoria de las veces la obtienen al hacer
una retro inspeccion de su trabajo, que les permitio ir hacia atras y comprender mejor

la situacion.

Un factor identificado en los estudiantes es las diferentes percepciones del problema
mismo, que de alguna manera maduran nuevas ideas, que se encadenan

repentinamente; en fin, llegan a una solucion del mismo.

Se manifiesta una sensacion de descanso, alegria, felicidad al romper la frustracion

que causaba el no poder resolver el problema.
4.3.3. Insight por comprension. Una aproximacion descriptiva

El insight por comprension se identifica cuando se encuentra posteriormente otra
solucion al problema; el estudiante genera ideas que le permiten encontrar una nueva
via de solucion que puede ser mas novedosa que la primera, lo cual puede darse
dentro o fuera de salon de clases. Este insight se relaciona con el tipo de pensamiento

divergente, por lo general presenta las siguientes caracteristicas:

1. Los bloqueos o atascamientos pueden ser de corta o larga duracion.

2. Las soluciones presentadas por los estudiantes son distintas a las esperadas.
3. Hay un buen entendimiento y apropiacién del problema.

4. Hay novedad en la segunda solucién.

109



4.4. Consideraciones sobre la relacion del insight y los tipos de pensamientos

convergente y divergente

De los resultados correspondientes a la primera y segunda experiencia, se
identificaron tres tipos de insight, en el proceso de solucion de problemas dentro y
fuera del salén de clases. Los mismos se relacionan con los tipos de pensamiento

convergente y divergente de la siguiente forma:

El pensamiento convergente es un proceso mental fundamentado en la basqueda de
una solucién convencional o determinada a un problema que no requiere un gran
esfuerzo, solucién que se puede alcanzar con la informacion disponible que descansa
en espacios mentales previos, constituido por conceptos, definiciones, resultados, y

experiencias anteriores. Es por ello que el insight inmediato se relaciona con este

pensamiento. Se puede resumir que:
e Por lo general ocurre dentro del salon de clases.
e Hay un buen entendimiento y comprension del problema.

Es de resaltar que en la gran mayoria de los problemas resueltos dentro del salén de
clases los bloqueos son de corta duracion y en los primeros intentos por resolverlos
emergen y se desarrollan las ideas que se constituyen en la solucién de los mismos.
Sin embargo, se conocen situaciones de estudiantes que han experimentado este tipo
de insight, con una solucion muy novedosa y una explicacion fuera de lo comudn que,

muy bien puede asociarse a un pensamiento divergente.

El insight a posteriori y el insight por comprension se relacionan con el pensamiento

divergente de la siguiente forma:
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El pensamiento divergente es un proceso mental qgue no necesariamente debe estar
ligado a multiples vias de solucion de un problema; las soluciones requieren de un gran
esfuerzo y tiempo en desarrollarse, ademas debe incluir perspicacia, fluidez, y

novedad por parte del estudiante.

Se puede resumir que:

e Los blogueos o atascamientos son de larga duracion.

e Hay un buen entendimiento y comprension del problema.

e El estudiante requiere hacer cortas pausas para reanudar el problema.

e El estudiante intenta verificar sus conjeturas de una forma rigurosa.

e El problema es asumido con compromiso y seriedad.

e Las soluciones de los problemas son presentadas de una forma clara, fluida, en

algunas ocasiones hay novedad.

El bloqueo del problema es superado por el estudiante cuando hace una retro
inspeccion de su trabajo y hace una marcha hacia atras, dando paso a nuevas ideas

que, al desarrollarlas, permiten alcanzar la solucién del problema.
4.5. Resumen de dos tipos de insight en las dos etapas del estudio

Se presenta una tabla que resume las dos experiencias de las actividades propuestas
en el salon de clases con los diferentes problemas que los estudiantes les dieron

solucion por insight y que permitio las anteriores caracterizaciones.
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Tabla 2. Resumen de las dos experiencias en la implementacion del estudio

ETAPAS DEL ESTUDIO

Primera experiencia Segunda experiencia
Soluciones propuestas dentro del salén de clase, | Soluciones propuestas dentro del salon de clase,
gue permitieron identificar un insight inmediato. | que permitieron identificar un insight inmediato.
Ely E2 representa que el problema indicado fue | E3, E4, y E5, representa que el problema
resuelto por el respectivo estudiante. indicado fue resuelto por el respectivo
estudiante.
Actividades Actividades

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
P1 E1l E2 E2 | P1 | E3 E4
P2 El E2 P2

8 9 10 |11 | 12 | 13 |14 8 9 10 | 11 | 12 13 14
P1 E2 El P1 E3 E3,E4
P2 E1,E2 | E1 P2 | E3 E5

Caracteristicas encontradas

¢ Los bloqueos o atascamientos son de corta duracion.
e Hay un buen entendimiento del problema.
e Los estudiantes evocan situaciones similares en cuanto a la resolucién de problemas.
e Hay un esfuerzo considerable de presentar sus soluciones de una manera clara y convincente.
¢ Hay mayor interés en resolver los problemas.
[ ]

Los estudiantes no necesitan de tantas herramientas conceptuales ni procedimentales en el
abordaje y ataque de los problemas.

No requieren de mucho esfuerzo por resolver los problemas.

Soluciones propuestas fuera del sal6n de clase, | Soluciones propuestas fuera del salén de clase,
que permitieron identificar un insight a | que permitieron identificar un insight a
posteriori. Los simbolos E1 y E2 representan | posteriori. Los simbolos E3, E4, E5
gue el problema indicado fue resuelto por el | representan el problema indicado fue resuelto
respectivo estudiante. por el respectivo estudiante.
Actividades Actividades

1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
P1 E1l P1
P2 E2| P2 | E3

8 9 |10 11 | 12 | 13 |14 8 9 10 | 11 |12 | 13 14
P1 El E2 P1
P2 P2

Caracteristicas encontradas

¢ Los bloqueos o atascamientos son de larga duracion.
o Los estudiantes conjeturan e intentan verificar sus conjeturas de forma rigurosa.
e Hay un buen entendimiento y apropiacion del problema.
¢ Los estudiantes no pierden el interés en resolver el problema y éstos son asumidos con seriedad.
e Las soluciones presentadas por los estudiantes toman un buen tiempo en desarrollarse.
e Los estudiantes hacen una marcha hacia atras de su trabajo en los diferentes atascamientos.

presentados en el proceso de solucién del problema.
Los estudiantes hacen cortas pausas y retoman el problema posteriormente, no lo abandonan.

e Las soluciones planteadas por los estudiantes son presentadas de una manera clara.

Los estudiantes experimentaron una sensacion de descanso y alegria al resolver los problemas,
ya que hicieron parte de ellos mientras intentaban resolver.
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4.6. Un esquema que describe el lugar que ocupa un insight en el desarrollo de

la solucién de problemas matematicos planteados en el salén de clases

De la descripcion de los tres tipos de insight presentados anteriormente; ademas de
la base de las contribuciones de Fauconnier y Turner, George Polya, Mason, Burton y
Stacey construidas en el marco tedrico de este trabajo, en lo que a resolucién de
problemas se refiere, y el lugar que ocupa una posible ocurrencia del insight segun
Hadamard, se propone el esquema de resolucion de problemas que permite apreciar

la ocurrencia de los dos tipos de insight caracterizados anteriormente (Grafico 8):

ESTRUCTURAS COGNITIVAS PREVIAS
o Creencias y actitudes
o Experiencias anteriores
¢ Definiciones, preconceptos,
conceptos. v algoritmos

L .

UN PROBLEMA MATEMATICO
Susceptible de ser resuelto por
un pensamiento convergente o
divergente

ABANDONO DEL PROBLEMA POR PRIMEROS INTENTOS Y PERCEPCIONES
FRUSTRACION AL NO PODERSE » Comprension y apropiacion del problema
RESOLVER * Maduracidn de primeras ideas que pueden
durar desde segundos hasta aiios

* Evocacion a situaciones analogas
* Particularizar y conjeturar

REFORMULACION DEL PROBLEMA ‘

S Ocurre un INSIGHT INMEDIATO que
o Reflexion de los procedimientos y permite solucionar el problema de forma
exitosa, los momentos de bloqueo son

algoritmos utilizados Iy
o Mgduracién de nuevas ideas de corta duracion, puede darse que este

o Verificacion primer insight, no lleve a ninguna

solucion y genere un bloqueo mas
t ‘ prolongado en el estudiante

Ocurre un INSIGHT A l

POSTERIORI, al retomar el NUEVAS ESTRUCTURAS

problema que permite de COGNITIVAS Ocurre un INSIGHT POR

alguna forma penetrar a lo * Nuevas creencias COMPRENSION,  que

que parecia impenetrable,-'- Cambios de actitudes -«permite encontrar otra

puede darse que este insight * Adquisicion de nuevos solucién al problema a

no lleve a ninguna solucién y conceptos partir de la primera.

el proceso se repite * Nuevas experiencias

Gréfico 8: Un esquema que describe el lugar que ocupa una solucién por insight en el proceso del
desarrollo de la resolucién de problemas.
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Conclusiones parciales del capitulo 4
A partir del analisis de los resultados anteriores se pudieron identificar y caracterizar
tres tipos de insight los cuales se denominaron:
e Insight inmediato.
¢ Insight por comprension.
¢ Insight a posteriori.
Estos tipos de insight cuando ocurren dentro o fuera del salén de clases permiten

solucionar el problema matematico de forma exitosa.

Se disefid un esquema de resolucion de problemas el cual integra los tres tipos de
insight descritos anteriormente. Dentro del resumen de los resultados de las dos
experiencias, se describen caracteristicas manifestadas en los estudiantes producto

de la observacién y seguimiento a los cinco estudiantes.
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CONCLUSIONES

Se describieron las caracteristicas que permitieron diferenciar a cada uno de los tres
tipos de insight. Esto fue posible al apreciar la ocurrencia de éstos bajo una estricta

observacioén a los cinco estudiantes en los dos semestres.

Esta muy claro que, en los procesos de solucion de problemas, ademas de los tres
tipos de insight, existen dos diferentes niveles de insight. No es lo mismo aquellos que
estan muy bien documentados en la literatura y que permitieron y estan permitiendo
aportes a las matematicas y por tanto de una cierta o gran magnitud y ademas de
trascendencia cientifica por lo que han significado y significan. Muchos de ellos marcan
un antes y un después en las Ciencias Matematicas cada vez que ocurrieron. Es

conveniente diferenciar los mismos atendiendo a dicha trascendencia.

Se deben diferenciar estas dos categorias o niveles de insight. La primera se identifica
como la cientifica y la segunda la escolar. Claro estd, la cientifica es aquella cuyo
resultado se ha heredado y construido en ese edificio que llamamos Ciencias
Matematicas. La escolar es aquella que, sin grandes pretensiones, los estudiantes la
experimentan en sus clases de matematicas y que pueden conducirlos a enriquecer
no solo su pensamiento matematico sino a profundizar en esta importante rama de las
ciencias y empoderarlos para que puedan experimentar, en el futuro, insight cientificos.
Los tres tipos de insight caracterizados en este estudio deben agruparse en la

categoria escolar. Algunos insight cientificos fueron relatados en la introduccion.

Es seguro que la escolar precede a la cientifica, no se puede descartar que los
grandes matematicos no la hayan experimentado en el proceso de desarrollo de la
construccion de sus conocimientos desde una etapa escolar temprana. Son muchos
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los ejemplos al respecto. Se considera que la mayoria de los matematicos creadores
de teorias también los hayan experimentado, asi como, aquellas personas que se han

destacado en competiciones matematicas.

Se disefidé una metodologia netamente cualitativa a manera de estudio de casos en la
cual se le hizo un seguimiento continuo a cinco estudiantes, que permitié identificar las
ocurrencias de estos tipos de insight en el proceso de resolucién de problemas dentro

y fuera del salén de clases.

Los esquemas de resoluciéon de problemas propuestos en el marco teérico fueron
acertados en el sentido que les propicié a los estudiantes nuevos horizontes para la
resolucion de problemas futuros, ademas de incentivar el desarrollo del pensamiento
matematico que puede ser utilizado en su ejercicio profesional, ya que los mismos se
estan formando como docentes en la carrera de la Licenciatura en Matematicas de la

Universidad Antonio Narifio.

En cuanto a la hipotesis de la investigacion planteada se puede asegurar que significo
una buena ruta de trabajo para toda la investigacion ya que se pudo describir tres

diferentes tipos de insight.

Se relacionan dimensiones didacticas y psicologicas que derivaron en un esquema de
resolucion de problemas donde se pudiera apreciar la ocurrencia de los insight.
Ademas, se logr6 establecer una relacion de éstos con el pensamiento convergente,

divergente.

El éxito o no en la solucidon de problemas matematicos presentados en el salén de

clases depende en gran medida del nivel de conocimiento y desarrollo del pensamiento
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gue tenga cada estudiante, ya que para algun estudiante el problema le puede generar

un insight inmediato, y para otro un insight a posteriori.

Los problemas escogidos para implementar las actividades, se diseiiaron y adaptaron
cuidadosamente para que potencialmente elevaran el interés en la obtencién de su
solucion. Era deseable que los estudiantes se apropiaran del problema y lo asumieran
con seriedad. Sin embargo, esto no fue suficiente, ya que muchos de los problemas

no fueron solucionados.

Una dificultad presentada en desarrollo de las actividades fue la comunicacién de los
resultados obtenidos, ya que en algunas ocasiones los estudiantes no hacen un buen
uso de un vocabulario matematico adecuado, haciéndoles perder las ideas que
pretendian expresar. Sin embargo, la claridad de las soluciones fue mejorando en el

transcurso del desarrollo de las actividades.

Por todo lo anterior se tiene la certeza del cumplimiento de los objetivos propuestos

para este estudio.
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RECOMENDACIONES

1. Serecomienda que se utilicen los resultados de esta tesis en la investigacion de
temas relacionados con el pensamiento convergente o divergente.

2. Se recomienda los enfoques de resolucion de problemas propuesto por Mason,
Burton y Stacey, en su obra “Pensar matematicamente”, ya que a los estudiantes
les permite ver nuevos horizontes.

3. Los problemas para implementar actividades de esta naturaleza se deben
disefiar y/o adaptar bajo una concepcion extremadamente cuidadosa, para que
potencialmente logren el interés en la obtencion de su solucion por parte de los
estudiantes y que ademas puedan causar bloqueos de corta o larga duracién con

consiguientes momentos de insight dentro o fuera de salén de clases.
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ANEXOS

Anexo 1. Curso electivo de la Licenciatura en Matematicas UAN. Periodos
2-2015y 1-2016

Nombre del curso electivo: Desarrollo del Pensamiento Matematico a través de la
solucién de problemas. Licenciatura en Matematicas, UAN

Intensidad horaria:

2 horas jueves 20-22 correspondiente a 2-2015

2 horas viernes 18-20 correspondiente a 1-2016

Justificacion:

Cuando se hace referencia al pensamiento matematico, se hace alusion a: pesar,
razonar, y argumentar, ademas de los procesos matematicos que dan lugar en la
construccion del conocimiento. Se pretende de alguna forma complementar a la
formacion de futuro profesor de Matematicas por medio de la solucién de problemas
no rutinarios en el aula en relacién al pensamiento convergente y divergente, que se
pueda dar en el estudiante en el proceso de solucién de problemas.

Objetivo general:

Contribuir a la formacién del futuro profesor de matematicas, de tal forma que por
medio de la resolucién de problemas puedan construir una parte del conocimiento
matematico como resultado del pensamiento matematico dentro de la matematica
escolar.

Objetivos especificos:

e Fortalecer el desarrollo del pensamiento abstracto y formal.
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e Ampliar algunas herramientas teoricas en relacion con la solucién de
problemas.
e Potenciar la capacidad para ensefiar matematicas a partir de problemas no
rutinarios en la matematica escolar.
Desarrollo del pensamiento matematico a través de la solucion de problemas
(Electiva interdisciplinar)

Programay Parcelacién de la Asignatura
Il Semestre 2015

Contenido Tematico Objetivo Metodologia Lecturas Fec
ha
1. Presentacion e Socializar con los | Exposicion por parte del | Programacion del | Ago
Método de los cuatro pasos | estudiantes el  objetivo | docente curso 6
general del curso, forma de Libro “Como
trabajo y evaluacion plantear y resolver
eConocer y analizar el problemas’”
esquema de resolucion de http://www.ingver
problemas propuesto por ger.com.ar/ver-
Polya, en el trabajo dentro polya-resolucion-
del salén de clases. problemas.asp
2. Método de los cuatro Analizar algunos problemas | Exposiciéon por parte del | Como plantear y | Ago
pasos de Polya matematicos en donde se | docente, participacion | resolver 13
aplique este  esquema | activa de los estudiantes. | problemas lectura
Primera Parte ademas de resolver algunos previa primera
problemas propuestos. parte pag. 25-40:
3. Método de los cuatro Los estudiantes | Lectura previa | Ago
pasos socializaran esta parte del | segunda parte del | 20
texto, con  algunos | texto
Segunda Parte ejemplos propios de ellos
dentro de su misma labor,
ademas del desarrollo de
la actividad 1
4. Razonamiento plausible Conocer y analizar los | Exposicion de los | Material facilitado | Ago
de Polya elementos que conforman el | elementos mas importante | por el docente 27
razonamiento plausible de | del capitulo XVI, del texto
Polya en la resolucién de | Matematicas
problemas. Razonamiento Plausible
5. Seguimiento Conocer las  primeras | Andlisis y revision de los | Material disefiado | Sep
posturas de los estudiantes, | problemas propuestos en | por el docente 3
Primera parte en cuanto a la solucién de | la primera parte del curso.
problemas y el pensamiento | Actividad 2
matemaético.
6. Pensar matematicamente | Conocer y analizar algunos | Exposicion por parte del | Lectura previa | Sep
aspectos que componen el | docente capitulo 1: Todo el | 10
7. Pensar matematicamente: | modelo de resolucion de | Exposicion por parte de los | mundo tiene que | Sep
problemas propuestos por | estudiantes, resolucion de | empezar. 17
Fases del trabajo Mason, Burton y Stacey algunos problemas | Material facilitado
propuestos actividad 3 por el docente
8. Pensar matematicamente: Exposicién por parte de los Sep
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http://www.ingverger.com.ar/ver-polya-resolucion-problemas.asp
http://www.ingverger.com.ar/ver-polya-resolucion-problemas.asp
http://www.ingverger.com.ar/ver-polya-resolucion-problemas.asp
http://www.ingverger.com.ar/ver-polya-resolucion-problemas.asp

Respuestas para cuando estudiantes, resolucién de 24
estés atascado algunos problemas
propuestos actividad 4
9. Pensar matematicamente: Exposicion por parte de los Oct
Ataque: Haciendo conjeturas estudiantes. 1
10. Pensar matematicamente: Exposicion por parte del Oct
Desarrollar el pensamiento docente y resolucion de 8
matematico algunos problemas
propuestos actividad 5
11. Seguimiento segunda Conocer y analizar segundas | Andlisis y revision de los | Recoleccion  de | Oct
parte posturas de los estudiantes, | problemas propuestos en | actividades 15
en cuanto a la solucién de | la segunda parte del curso. | anteriores.
problemas y el pensamiento
matematico.
12. Pruebas y refutaciones Analizar un ejemplo del | Exposicion por parte de los | Material facilitado | Oct
de Lakatos método de pruebas y | estudiantes. por el docente. 22
Apéndice 1 refutaciones propuesto por
Lakatos.
13. Problemas relacionados | Potenciar la capacidad para | Resolucién de problemas Oct
con geometria ensefiar matematicas a partir 29
14. Problemas relacionados | de problemas no rutinarios. | Resolucion de problemas Nov
con desigualdades S
15.Problemas relacionados Resolucion de problemas Nov
con funciones 12
16. Proyecto final Apropiarse  de  alguna | Describir en un | Texto escrito Nov
postura en cuanto a la | documento, las 19
resolucion de problemas | experiencias, creencias,
matematicos en el aula. actitudes adquiridas en
cuanto a la resolucion de
problemas matematicos en
el aula.
Porcentajes de evaluacion
CORTES EXPOSICIONES ACTIVIDADES PROYECTO TOTAL
PRIMERO 15% 20% - 35%
SEGUNDO 15% 20% - 35%
TERCERO - 10% 20% 30%
Fuentes de Informacion o referentes (digitales e impresos)
Texto Guia

o Lakatos, I. (1976). Proof and refutations. Cambridge University Press. New York.

e Mason, J, Burton,L. y K. Stacey (1988). Pensar Matematicamente, MEC-Labor, Barcelona.

e Polya, G. (1954). Mathematics and plausible reasoning. Vol. | (Induction and analogy in mathematics). Princeton:
Princeton University Press. New Jersey.

1. Polya G. (1965). Como plantear y resolver problemas. Editorial Trillas, México D.C

Contenido Tematico Objetivo Metodologia Lecturas | Fecha
1. Presentacion e Socializar con los [ Exposicion por parte | Programacion | Feb 5
Método de los cuatro pasos estudiantes el | del docente. del curso
objetivo general del |e Problemas Libro  “Como
curso, forma de | propuestos plantear y
trabajo y evaluacién resolver
o Conocer y analizar problemas”

el esquema de http://www.ingv

resolucién de erger.com.ar/ve
problemas r-polya-
propuesto por resolucion-
Polya, en el trabajo problemas.asp
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dentro del salén de
clases.

convencimiento

1. Método de los cuatro pasos de | Analizar algunos |e Exposicion por parte | Como planteary | Feb 12
Polya problemas del docente, | resolver
matematicos en | participacion activa | problemas
Primera Parte donde se aplique este | de los estudiantes. lectura  previa
esquema ademas de e Problemas primera  parte
resolver algunos | propuestos pag 25-40:

2. Método de los cuatro pasos problemas Los estudiantes | Lectura previa | Feb 19
propuestos. socializaran esta parte | segunda parte

Segunda Parte del texto, con algunos | del texto

ejemplos propios de
ellos dentro de su
misma labor, ademas
desarrollo de los
problemas
propuestos.
3. Razonamiento plausible de | Conocery analizar los | Exposicion de los | Material Feb 26
Polya elementos que | elementos mas | facilitado por el
conforman el | importante del | docente
razonamiento capitulo XVI, del texto
plausible de Polya en | Matematicas y
la  resolucién  de | Razonamiento
problemas. Plausible.
Problemas
propuestos.

4. Seguimiento Conocer las primeras | Analisis y revision de | Material Mar 4
posturas de los | los problemas | disefiado por el

Primera parte estudiantes, en | propuestos en la | docente
cuanto a la solucién | primera parte  del
de problemas y el | curso.
pensamiento
matematico.

5. Pensar matematicamente Conocer y analizar | Exposicidon por parte | Lectura previa | Mar 11
algunos aspectos que | del docente. capitulo 1: Todo
componen el modelo | Problemas el mundo tiene
de resolucion  de | propuestos que empezar.

6. Pensar matematicamente: problemas propuestos | Exposicion por parte | Material Mar 18
por Mason, Burton y | de los estudiantes, | facilitado por el

Fases del trabajo Stacey resolucion de | docente

problemas
7. Seguimiento segunda Parte Andlisis y revision de Abril 1
los problemas
propuestos en la
primera parte  del
curso.

8. Pensar mateméaticamente: Exposicion por parte Abril 8

Respuestas para cuando estés de los estudiantes,

atascado resolucion de

9. Pensar matematicamente: problemas Abr. 15

Ataque: Haciendo conjeturas

10. Pensar Abr. 22

matematicamente:

Ataque: justificacion y
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11. Pruebas y refutaciones | Analizar un ejemplo | Exposicion por parte | Material Abr. 29

de Lakatos del  método  de | deldocente. facilitado por el
Apéndice 1 pruebas y docente.
refutaciones
propuesto por
Lakatos.
12. Problemas relacionados | Potenciar la | Resolucion de Mayo 6
teoria de nimeros capacidad para | problemas
13. Problemas relacionados | ensefiar mateméticas May 13
con desigualdades a partir de problemas
15.Problemas Varios no rutinarios. May 20
16. Proyecto final Apropiarse de alguna | Describir ~ en  un | Texto escrito May 27
postura en cuanto a la | documento la postura
resolucion de | propia en cuanto a la
problemas resolucién de
matematicos en el | problemas
aula. matematicos en el

aula y cémo esta
contibuye a la
construccion del
pensamiento

matematico, ademas
de las experiencias,
creencias, actitudes

adquiridas.
Porcentajes de evaluacion
CORTES Exposiciones Actividades Escrito TOTAL
PRIMERO 15% 20% - 20%
SEGUNDO 15% 20% - 20%
TERCERO 10% 20% 30%
CUARTO - 10% 20% 30%
Fuentes de Informacioén o referentes (digitales e impresos)

Texto Guia

1. Lakatos, I. (1976). Proof and refutations. Cambridge University Press. New York.
2. Mason, J, Burton,L. y K. Stacey (1988). Pensar Matematicamente, MEC-Labor, Barcelona.

3. Pdlya, G. (1954). Mathematics and plausible reasoning. Vol. | (Induction and analogy in
mathematics). Princeton: Princeton University Press. New Jersey.

4. Poélya G. (1965). Cémo plantear y resolver problemas. Editorial Trillas, México D.C
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Anexo 2. Solucionario de los diferentes problemas contenidos en las actividades

implementadas en el estudio
Actividad 1

Problema 1: Encontrar una ecuacion que permita calcular la distancia de dos puntos

cualesquiera en R3.
Solucion:

Representamos dos puntos Ay B en el espacio, el cual denotamos como A(xy, ¥4, 21),
y B(x,, 2, 2,), €stos puntos corresponden a la diagonal de un paralelepipedo generado
por la proyecciones de las componentes de A y B, sobre los ejes x,y,z. Aplicando dos

veces el teorema de Pitdgoras sobre el plano xy y el plano yz, encontramos que la

diagonal del paralelepipedo es d = /(x, — x1)2 + (¥, — y1)2 + (2, — 21)2.

Problema 2: En una universidad el bloque B se encuentra al este del bloque A a una
distancia de 30 m, el bloque C esta ubicado a 40m en direccion nororiente del bloque
B. ¢ A qué distancia debe estar ubicado un punto de encuentro en caso de emergencia,

de tal forma que quede a igual distancia de los tres bloques?
Solucién:

Ubicamos el bloque A en el origen del plano coordenado (0,0) y el bloque B en el punto
de coordenadas (30,0), ahora se debe encontrar las coordenadas del bloque C (x,y),
en direccion nororiente tal que la distancia de B a C sea 40. Por tanto, ha de tenerse

que:

1.d(4,C) =30
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2.d(B,C) =/(x —30)2 + (y — 0)2 = 40

3. El bloque C, debe estar sobre la recta y = x, para que esté en direccion noreste, de

la ecuacion 2 y 3 se encuentra que la posicién del bloque C es (38.9,38.9).

Consideramos el triangulo ABC, formado por los tres bloques, necesitamos calcular el
punto de interseccion de dos de las mediatrices del triangulo, ya que dicho punto es el
centro de un circulo que circunscribe al triangulo garantizando asi que los tres bloques
estén a la misma distancia, por lo tanto, ese es el punto de encuentro en caso de

emergencia.

Ahora se procede a calcular la ecuacion de dos de las mediatrices para AB, se tiene
la recta x = 15, para AC, se tiene la recta y = —x + 38.9, al solucionar las anteriores
ecuaciones tenemos la ubicacion del punto de encuentro D(15,23.9), por tanto queda

a una distancia de 28. 2 m de los tres bloques.
Problema 2 (Primer semestre de 2016):

Dibujese un cuadrilatero convexo, ahora ubiquese un punto interior M tal que la suma

de las distancias del punto a sus vértices sea minima.
Solucién:

Dibujamos un cuadrildtero convexo donde O corresponde a la interseccion de las
diagonales AC y BD, ademas de un punto interior P como se muestra en la siguiente

figura:
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La suma de O a los vértices es igual a AC + BD, pero para cualquier punto P es PA +
PC = AC, por desigualdad triangular, analogamente PD + PB > BD. Lo anterior
significa que la suma de las distancias de P a los vértices no es menor que AC + BD,

esta suma es igual si y sélo si P y O coinciden.
Actividad 2

Problema 1: Trace una gréafica de un polinomio que tenga un 1 extremo relativo, dos

extremos relativos, tres extremos relativos, a partir de la anterior experiencia responda:
¢ Qué relacion tiene los extremos relativos de una funcién polinomial con sus raices?

¢, De acuerdo al grado de la funcién polinGmica es posible determinar cuantos extremos

relativos podria tener la funciéon?

¢Es posible que una funcion polinbmica de grado 5 tenga 3 extremos relativos?

Explique
Solucion:

Se busca que el estudiante particularice y generalice algunas situaciones que le
permitan inferir algunas conjeturas que llevan a los resultados de la teoria de las
funciones polinomiales, por ejemplo, las funciones de grado 2 siempre tienen un
extremo relativo, la relacion a sus raices es que puede tener 2 raices reales repetidas,
diferentes o ninguna, para la funcion de grado 3 sélo hay tres posibilidades para sus
raices reales, si corta una vez al eje x no tiene ningun extremo relativo, si corta tres
veces siempre asegura la existencia de dos extremos relativos. Para la funcion de
grado 4 se puede dar que la funcion no corte al eje x y solo tenga un extremo relativo,
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gue corte solo dos veces y que tenga so6lo un extremo relativo o que corte cuatro veces

al eje x y que tenga 3 extremos relativos.
De la anterior experiencia se busca que el estudiante logre conjeturar que:

e La cantidad de extremos relativos de una funcién polinbmica de grado par
puede ser impar y que la cantidad de extremos relativos de una funcion
polinémica de grado impar puede ser par.

e Toda funcién polinémica de grado n, puede tener a lo sumo n — 1 extremos

relativos.

Problema 2: Determine el area de la region sombreada de la siguiente Figura

120

Solucién:

Trazar la diagonal del cuadrado y mediante la ley de los cosenos determinar su longitud
cuyo valor corresponde a V37 cm, el area del triangulo formado por la diagonal y los
lados dados corresponde a 3+/3cm?, ahora el area de cuadrado en términos de su

2
diagonal corresponde a (%) = 9.25cm?, luego el area de la region sombreada

corresponde a 9.25cm? — 3v/3cm? =~ 4.05cm?.
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Actividad 3
Problema 1: Se saben que algunas de las raices de un polinomio de grado 5 son:

-2,-1, 3, 2i, y que su grafica pasa por el punto de coordenadas (2,-2). Determine la

ecuacion del polinomio.
Solucioén:

Por el teorema de cero conjugado -2i también es una raiz del polinomio, por lo tanto
p(x), se puede escribir de forma factorizada como p(x) = a(x + 1)(x + 2)(x — 2i)(x +
2))(x —3) =alx—3)(x+ 1)(x +2)(x* + 4),lo cual faltaria por determinar el
coeficiente principal del polinomio que es Unico para que pase por el punto (2,-2), al

reemplazar el punto en la anterior ecuacion se determina el valor de a, finalmente la
ecuacion buscada es p(x) = — % (x—=3)(x + D(x + 2)(x2 + 4).

Problema 2%: ;Cudl es el nimero de parejas ordenadas de numeros reales (a, b)
tales que (@ + b))**'° = a — bi 7

Solucién:

Seaz=a+bi,z=a—bi,y |z| =/x2 + y?, la relacion dada implica, z2°1°> = a — bi.
Teniendo en cuenta que |z|?°1> = |z2915| = |Z| = |z|, de donde |z|(|z|?°* — 1) = 0,

luego |z| = 0,y (a,b) = (0,0), 6 |z| = 1. En el caso que |z| = 1, se tiene que z2°1> = z,

multiplicando por z a ambos lados de la anterior expresion se tiene z2°16 = zz =1,

% Modificado, del material “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel
superior, p. 19, 2002.
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como la ecuacion z2°1¢ =1, tiene 2016 soluciones distintas, hay 1+2016=2017,

parejas ordenadas que satisfacen las condiciones del problema.
Actividad 4

Problema 1: Para medir la altura de las nubes en un campo, un trabajador enciende
un reflector hacia arriba a un angulo a por encima de la horizontal. Un observador a
una distancia d mide el angulo de elevacion del reflector y ve que es . Determine una

ecuacion que permite calcular la altura h de las nubes.
Solucion:

De acuerdo al diagrama se tiene

a d-x X [’

d 4||

tan(a) = d% y tan(B) = % luego (d — x) tan(a) = xtan(B), ahora resolviendo para x,

1
X

se tiene d = xtan(f) +x, X =% , por la altura de las nubes esta
determinada por h = %_

Problema 2° Supongamos que a, 3, Y ¥, denotan los angulos de un triangulo.

Mostrar que

9 Polya, G., (1966). Matematicas y razonamiento plausible. Tecnos: Madrid. p. 469
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a. sin(@) + sin(B) + sin(y) = 4cos (%) cos (£) cos (%)

b. sin(2a) + sin(2p) + sin(2y) = 4cos(a)cos(B)cos(y)
C. sin(4a) + sin(4p) + sin(4y) = 4cos(2a)cos(2B)cos(2y)
Solucién:

La relacion de (a) a (b), parece similar a la relacion que hay de (b) a (c), luego para
mostrar la transicion de (a) a (b) utilizamos el hecho de a + § +y = m, ahi 2a + 28 +
2y = 2m, por lo cual (m — 2a) + (r — 2B) + (m — 2y) = m, dado que (a), es valido para
cualquier tres angulos «, 3, v, que sumen 7, obtenemos (b), sustituyendo estos valores
en (a), de la misma forma pasamos de (b) a (c), con la misma sustitucion, para verificar
(a), sustituimos 2u, 2v y m —2u — 2v, en lugar de «,B,y, para transformar (a) en
sin(u) cos(u) + sin(v) cos(v) = [2 cos(u) cos(v) — cos(u + v)]sin(u ¥ v), finalmente

utilizamos las identidades de la suma de senos y cosenos.
Actividad 5

Problema 1. (Cdmo se podria argumentar que todo polinomio con coeficientes

complejos de grado impar, necesariamente debe tener al menos un cero real?
Recordar: un cero o raiz de un polinomio P, es un nimero real c, tal que P(c) = 0.
Solucion:

Una forma de argumentarlo, supongamos que existe un polinomio de grado impar que
no tiene ceros reales, lo cual tendria n raices complejas para alguna multiplicidad k,
pero por el teorema del cero conjugado si r;, €s una raiz compleja también lo seria 77,

por lo cual habrian otras k raices del polinomio, pero la suma de todas las
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multiplicidades es n, por lo cual k + k = 2k, lo cual seria de grado par, lo cual

contradice que el polinomio es de grado impar.

Problema 2: ¢ COmo podria usted demostrar que el perimetro de un triangulo es menor

que los 4/3 de las sumas de sus medianas?
Solucion:

Supongamos que las medianas del triangulo A4, B, C se cortan en el punto M, por tanto
al aplicar la desigualdad triangular se tienen las tres desigualdades AM + BM > AB,
BM + CM > BC,y CM + AM > AC, teniendo en cuenta que AM, BM, y CM, son cada

una 2/3 de la mediana, se logra la desigualdad pedida.
Actividad 6

Problema 1: ¢ Cuantos cuadrados de diferentes tamafios hay en un tablero de 1x1,

2x2, 3x3, 8x8 (ajedrez)? ¢ Podrias generalizar a un tablero nxn?
Solucién:

Se hace un conteo de los cuadrados que hay de los diferentes tableros por ejemplo
para el de 1x1 hay 1 cuadrado, para el de 2x2 hay 5 cuadrados, para el de 3x3 hay 14
cuadrados, por lo cual sugiere la siguiente regularidad 1 =1, 5=1+ 22, 14 =12 +

23 + 32, por lo cual, para el tablero de nxn hay 12 + 22 + ---+ n?, cuadrados. Por

n(n+1)(2n+1)

induccién matematica se puede demostrar que 12 + 22 + -+ n? = -

Problema 2: Dos jugadores se turnan para reemplazar con X y con O en un tablero
de 9x9. El primer jugador inicia con X y el segundo con O, el jugador obtiene un punto

si obtiene mas X o mas O en la misma fila o columna. El jugador con mas
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puntos obtenidos es el que gana.

¢, Cual debe ser la estrategia del ganador?

¢ Funcionaria la misma estrategia si el tablero es de 8x8?

¢, Cual debe ser el tamafio del tablero para que la estrategia funcione?
Solucion:

Hay que jugar varias veces en los tableros de tamafio impar, la estrategia ganadora
consiste en empezar marcando en el centro del tablero y jugar simétricamente al

segundo jugador, para tableros de tamafio par la estrategia no funciona.
Actividad 7

Problema 1. Se sabe que hay dos raices cuadradas de 1, es decir 1 y -1. Estas
corresponden a la solucion de la ecuacion x? = 1, o su equivalente a x2 — 1 = 0. Las

raices cuartas de 1 son las soluciones de la ecuaciéon x* =1,0x*—-1=0
¢, Cuantas raices cuartas de 1 hay?
¢, COmo encontraria las raices sextas de 1? ¢ Cuantas hay?

¢,Cudl seria el nUmero de las raices n-ésimas de 1?
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Solucién:

Para las raices cuartas de 1 hay cuatro raices que se obtienen al resolver x* — 1 = 0,

como (x? — 1)(x? + 1) = 0, de ahi aparecen dos reales y dos complejas.

Para las raices sextas de 1 hay seis raices que se encuentra al resolver x® —1 =0,
demodoque (x3 - 1Dx3+1) =(x-1D?+x+ 1) (x +1)(x?> —x + 1), de modo que

hay 2 reales y cuatro complejas.

Esto nos lleva a conjeturar que para el caso de las n raices pares de 1 hay n raices,

P L - . 2k
gue se pueden calcular con la formula clasica w,y = exp (17”) k=012,..,n—1.

Problema 2: ¢ Cual es el &rea del mayor circulo que se puede inscribir en un triangulo

de lados 3,5y 77?
Solucion:

Representamos el triangulo A4, B, C en el plano coordenado con A = (0,0), B = (5,0),
de esta forma garantizamos que AB = 5, se calcula un punto C = (x,y), de tal forma
que AC = 3, y BC = 7. Esto es posible con la interseccion de dos circunferencias, la
primera con centro en Ay radio 3, la segunda con centro en B y radio 7, las ecuaciones
de estas dos circunferencias corresponde a x?+y2=9, y (x—5)%+ y? = 49,

respectivamente. Al resolver este sistema no lineal tenemos dos opciones de ubicacion

para el vértice C, €, = (—2 —‘/Z—g) yC, = (—;‘/2—5) , el incentro del triangulo se puede

axq+bxp+cx; ayqg+byp+cyc
a+b+c ' a+b+c

calcular por la siguiente formula (x;,y,) = ( ) donde los vértices

del triangulo son (x4, v,), (xu, V), Y (x., ¥.), Y l0S respectivos lados opuestos a,b, Y c.
. , . 1 3
Al aplicar esta férmula con C, tenemos las coordenadas del incentro I = (5,—). Al

2
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calcular el radio de este circulo, tenemos que es > ya que la recta que contiene el

segmento AB, es constante y pasa por el origen, por tanto el radio del circulo inscrito

corresponde a la ordenada del incentro, finalmente el area del mayor circulo inscrito

\/§2_ 3w
7) = 37 ~ 235,

en el triAngulo corresponde a: n( "

Otra solucion (propuesta por un estudiante):

Sea el triangulo A, B, y C, con sus correspondientes lados opuestos, a, b, y c. El
incentro del triangulo lo divide en tres triangulos, con la particularidad de que el radio

del circulo inscrito es la altura para cada uno de los tres triangulos, por tanto el area

.z .- . b- .
del triangulo se puede escribir como A = ZX + 2 + =

+b+ .
~=r (%) es decir el producto

del radio del circulo inscrito por el semiperimetro del tridngulo, pero por la formula de

Heron se tiene que el area es A =\/S(s—a)(s—b)(s—c), donde s denota el

semiperimetro del triangulo. Por eso, al reemplazar los correspondientes lados del

., . p . . 5.625
triangulo e igualando las dos formulas anteriores, se tiene que r = [7—5 = 0.866,

2
. , . , 5.625
finalmente el area de dicho circulo corresponde a 7 - < ?> =m-0.75.

Actividad 8
Problema 1: Si x,y, z son nimeros reales positivos tal que xyz = a, ¢cual es el valor

n
minimo de x™ + y™ + 3237

140



Solucién:

n n

Al reescribir el término de la izquierda como x™ + y™ + z3 + z3 4+ z3, se puede definir

n n n
x"M+y™+z3+423+23
5

la media aritmética de estos 5 términos como

, 'Y por la desigualdad

n n n
xM+y"+2z3+23+23

5

MA=MG, se tiene que > >[xnynzn = 3/a®, por tanto se tiene que x™ +

y™ + 323 > 53/a™.

Problema 21%: Si el ultimo digito de 2%, con x € Z*, es 4, ¢,cémo debe ser la forma de

x? ¢ Cual seria el Ultimo digito de 2500197
Solucion:

Al calcular algunas potencias del 2, el ultimo digito varia entre 2,4,6,8, por cual se
puede inferir que 2*"*1, siempre termina en 2 paran = 1,2,3 ..., 22"*2, siempre termina
en 4, 2473 siempre termina en 8 y 24", siempre termina en 6, por lo cual cualquier
potencia del 2* termina en 2, si al dividir x entre 4 nos da como residuo 1, termina en
4, si al dividir x entre 4 nos da como residuo 2, termina en 6, si al dividir x entre 4 nos

da como residuo 0 y termina en 8 si al dividir n entre 4 nos da como residuo 3.

Por tanto el residuo de dividir 50019 entre cuatro es 3, luego el Gltimo digito de 250019

es 8.

100 Adaptado del recuperado el 4 de abril de 2015 del URL:
http://www.acm.ciens.ucv.ve/main/entrenamiento/material/TeoriaDeNumeros.pdf
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Actividad 9

Problema 1: Se sabe que el area del cuadrado es 40u?, determinar el valor de al®!

Solucién:

Al trazar la diagonal del cuadrado se forman dos triangulos semejantes con las

respectivas longitudes de 3 y 5 respectivamente.

De la Figura se tiene que:

B
Los triangulos rectangulos ACD y DEB son semejantes. Como ACD~DEB se cumple
la relacion: 3_60 De donde CD = 3—a, entonces ED = a — CD = q — 2 =32
5 a—-CD 8 8 8

Calculemos las hipotenusas AD y DB. De donde AD?= CD2+32=(3§)2+ 9= 96%2+ 9=

9a%+576
64

25a%+1600

y DB%= ED?+52%= (%a)2 +52= % + 25 = . De donde la diagonal AB sera

101 Adaptado del recuperado el 4 de abril de 2015 del URL:
https://www.facebook.com/148210950842/photos/a.151449605842.126810.148210950842/10152726406510843/ ?type=18&fr
ef=nf
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9a2+576 n \/25a2+1600

o4 =2 — 80, al desarrollar y simplificar se obtiene

la suma AD + DB = \/
la ecuacion de segundo grado a? + 64 = 80, cuya solucién es a = 4.

Problema 2: Dibuje un cuadrado de area A,, en el anterior cuadrado dibuje el mayor
circulo inscrito. Ahora dibuje el mayor cuadrado, cuya area se denotara por A,, inscrito
en el anterior circulo, repita este proceso un nimero de veces como se puede apreciar

en la siguiente figura:

Sea S, = A, + A, + - +A4A,, lasuma de las areas de los primeros n cuadrados, y M,, =
kA, — S,, donde k es un entero positivo ¢,cuél es el menor valor de k para que M,,, sea
positivo?10?

Solucién:

Se calculan la suma de las areas de los primeros n cuadrados concéntricos de longitud

X, lo cual nos da la expresion:
5, x| x? x? P 1.1 1 .
Sp=x t5 o= 1 +o+ ++ ), por lo cual la expresion M,, se

transforma en M, =kx?—-2x?=x%(k—2), se tiene 1+ ; + i + o+

1 n
1_ s
in tiene lim (—21) = 2,y como X es positivo, se deduce que k > 2.

—00 —_
n 1 >

102 Pyzzle from Zawaira and Hitchcock “A Primer for Mathematics Competitions” OUP 2009.
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Problema 2 (segunda experiencia): Sea P(x) =x%+px—gq, donde py g, son

enteros positivos.

a) Encuentre una pareja de enteros positivos tal que las soluciones de la ecuacion
P(x) = 0, sean enteros menores que 7.

b) ¢ Cuantas parejas (p, q) hacen que la ecuacién x? + px — g = 0, sean menores que

20167103
Solucién:

Al factorizar P(x) = x? + px — q, se tiene que P(x) = (x —r;)(x —ry), donde 7y, y 15,
son las raices del polinomio, por tanto se tendria que r; < 2016, r, < 2016, ademas
debe tenerse que 1, = —q, 1, + 1, = p. De la anterior se deduce que una raiz debe

ser positiva y la otra negativa.

Suponiendo que ry, es positivo debe ser un entero entre 1y 2015, y r,, €s un entero

negativo entre -1y 1 — r;, donde el resultado buscado seré equivalentea 1+ 2 + 3 +

2014 = 20“2& = 2029,105.

Actividad 10

Problema 11%4: Si hay exactamente 4 enteros x que satisfacen la desigualdad x? +

bx + 7 < 0, ¢ cuantos valores enteros de b son posibles?

Solucion:

103 Modificado, del material “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p. 26, 2002.
104 Modificado, del recopilado “olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p.12, 2005.
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La solucién de la ecuacion cuadraticax? + bx +7 = 0,es x; = — >~

vb2-28

, todas las soluciones de la inecuacidn se encuentran entre x; y x,, luego la

longitud de intervalo corresponde a x; —x, = Vb? — 28 < 5, de ahi tenemos que

existen 4 posibles valores para b, los cuales son b = —7,-6,6,7, ya que b? > 28.

Problema 219 ; Cudl es el minimo valor que puede alcanzar la expresion

V2 42+ (=22 +y2 + 22+ (= 22+ (x = D2 + (y - 5)2?
Solucioén:

Sean A(0,0), B(2,0), C(4,5), D(0,2), y P(x,y), puntos en el plano, por la expresion
corresponde a la suma de las distancias de P a cada uno de los puntos A, B, Cy D,

respectivamente, la minima distancia es alcanzada si p coincide en la interseccion de

AC y BD, por lo cual se tiene que x2+y2+,(x —2)2+y2+./x2+ (y—2)%+

Jx =42+ (y—5)2 = AC + BD = V41 + 2V2.

Actividad 11

Problema 1'%: Si a, b, y ¢ son nimeros positivos, demuestre que (a + b + ¢) (% + % +

1
c

)29

Solucion:

105 Modificado, del recopilado “olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p.12,
106 Modificado de Mathematical Circles (Russian experience), American Mathematical Society, (1996). p. 234.
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Del miembro izquierdo de la desigualdad se tiene que, a + b + ¢, es a+:+c > Yabc, y

1

1,1 ,1 ;+%+% 3111 . T .
que —+_-+-, €s & —= |-—-, por desigualdad MA=MG, al multiplicar miembro a

1,1
at+b+c Gtpts

3 - 9 C,yque

: . . L (a+b+c)(%+%+1)
miembro las dos desigualdades se tiene =

3\/abc-3/§%%= 1, luego (a+ b +¢) (2+%+%) >0.

2 2
Problema 2197; Si x,y > 0, demuestre que /x; + /y; > /x + \/;

Solucién:
2 2
La desigualdad a demostrar es equivalente a /x? + y; —x — \/; > 0, como

XAy =2y —yVx _ =y (VX—VY)
Vxy Vxy '

XYy :
5T Vx — [y > 0, se tiene que

Dos casos:
a) Si x >y, entonces x —y, y Vx — \/_, son positivos, por tanto su producto
también.
b) Si x <y, se tiene que x—y, y \/E—\/— son negativos, y su producto

- (Vx—¥)

, €S positivo.
N P

107 Modificado de Mathematical Circles (Russian experience), American Mathematical Society, (1996). p. 237.
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Actividad 12

Problema 1: Demuestre que x > 0, entonces 3x3 —6x2+4 >0

Solucion:

Reescribimos la expresion 3x3 + 4 > 6x?%, pero 2x3+x3 +4 > 6x2, al utilizar la
MA=MG, se tiene que w > 3/8x6 = 2x2, y se tiene que 3x3 + 4 > 6x2.
Problema 21°: Dado un tridngulo de &rea unidad cuyos lados estan dados por a, b, c,
donde a > b > c. Demuestre que b > /2.

Solucién:

De la propiedad fundamental del triangulo se tiene que A < a?b, donde A es el area del

triangulo y por tanto 1 < az—b, y como a y b son dos lados del triangulo cualesquiera,
., bc . b? 5

entonces también >y > 1, Si b = c, entonces 5 > 1 de donde b? > 2.

Actividad 13

Problema 1: Demostrar que para cualquier x, y se cumple X"+ y4 +82>8xy .

Solucién:

El miembro izquierdo de la desigualdad se puede reescribir como x* + y* +4 + 4,y

4,04
x*+y*+4+4
J’4 >

por la MA=MG, se tiene que \/16x*y* = 2xy, por tanto x* + y* + 8 > 8xy.

108 Modificado de Mathematical Circles (Russian experience), American Mathematical Society p. 214.
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Problema 2% Dos nimeros distintos a y b, se escogen aleatoriamente del conjunto

{2,2°,2°,..,2%} ¢Cual es la probabilidad de que 109,b sea un namero entero?

Solucién:

log(2%) _ klog(2) _ k .
os @) — jioa@ — ' asique log, b es

Seaa =2/ y b = 2¥. Entonces log, b = log,; 2¥ =
un entero siy soélo si k es un multiplo entero de j. Para cada j, el nimero de multiplos

enteros de j que son a lo sumo 25 que es la parte entera, es decir, lzj—SJ . Dado que j #

k, el nimero de posibles valores de k para cada j es lZJ—SJ - 1.

Por tanto el numero total de parejas ordenadas (a, b) es Zfil [ZTSJ —-1=244+114+7+
54+443+2(2)+4() = 62.

Dado que el nimero total de posibilidades para ay b es 24 - 25 = 600, finalmente la

probabilidad de que log, b, sea un entero es oz - 3L
600 300

Actividad 14
Problema 119: Calcular el valor de 2015% — 20142 + 20132 —--- 4+ 3%2 — 22 4 12
Solucién:

Expresamos 20152 — 20142 + 20132 —--- 4+ 32 — 22 + 12, como (2015 —

2014)(2015 + 2014)(2013 — 2012)(2013 + 2014).~. (2 — 1)(2 + 1) = 2015 + 2015 +

k241 = %2015 = 2'031,120.

109 Tomado de “Olimpiadas colombianas de matematicas problemas y soluciones”, nivel superior, p.19, 2005.
110 Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013 p. 13.
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Otra solucion: (propuesta por un estudiante):

Se calculan las diferencias de los cuadrados consecutivos de dos en dos, como sigue:
22—-12=3, 42-32=5, 62 —5% =11, 20142 — 2014? = 4027, luego se deduce la
regularidad de la suma 3+ 7 + 11 + --- 4+ 4027, es decir la suma de los primeros 1007
términos que corresponde a 2,029,105, que finalmente se le resta al cuadrado de

2015, para llegar al resultado 20152 — 2’,029,105 = 2'031,120.

Problema 2: ¢Existe un nimero de 4 digitos tal que la suma de mismo nimero mas

sus correspondientes digitos sea 2015?

Ejemplo: Para el nimero 2005, esta 1979 ya que al sumar 1979+1+9+7+9=2005
Solucioén:

Para el 2015 debe ser el 2011, ya que 2011+2+0+1+1=2015.

Actividad 15

Problema 1'!: Para cualquier x real ¢cudél es el valor maximo para v2016 — x +

Vx —2008?

Solucién:

Si se parte de que (V2016 —x +vx — 2008)" = 8 + 2,/(2016 — x)(x — 2008). Ahora

2016 — x,y x — 2008 son reales positivos con suma constante 8. Por MA=MG, se tiene

(2016—x)+(x—2008)
2

que > /(2016 — x)(x — 2008), luego /(2016 — x)(x — 2008) < 4,

para que este valor se alcance V2016 — x = vx — 2008 = 2, por tanto el maximo valor

de V2016 — x + Vx — 2008, es 2 + 2 = 4.

1" Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p.190.
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Problema 2''?; Para m,n enteros positivos, ¢cual es maximo valor de n tal que

Vm =174 + Vm + 34 = n?

Solucién:

Tomando a? =m — 174, y b> = m+ 34, y por el producto notable (b —a)(b + a) =
b? —a?, se tiene que bh?—a?=34—(—174) =208, por tanto (b+a) <104, y
(b —a) = 2 de ahi n < 104, al resolver el sistema a+ b =104,y b —a = 2, se tiene

que b =53, finalmente al tomar m = 532 — 34 = 2775, al sustituir en vm — 174 +

Vm+ 34 =n se tiene V2775 — 174 ++/2775 + 34 =/2601 +v2809 =51 +53 =n

que n = 104.

12 Modificado del texto “International Mathematics Competition” Junior High School Division 1999-2013. p. 175.
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Anexo 3. Consentimiento informado de los estudiantes participantes de la

investigacion

Yo estudiante de Ila

Licenciatura en Matematicas de la Universidad Antonio Narifio, identificado con el

codigo acepto participar voluntariamente en el estudio “Una

caracterizacion de tipos de insight en la solucibn de problemas matematicos

planteados en el salon de clases.

Me han informado que uno de los objetivos generales del estudio es “Describir el
proceso de la iluminaciéon (insight) en la resolucién de problemas matematicos
propuestos en el saldén de clases”. También he sido informado que ademas de cumplir

con los requisitos establecidos en el curso, las clases seran grabadas en audio y video.

Tengo conocimiento que la informacion que se recoja sera confidencial y no se usara

para ningun otro proposito fuera de los de esta investigacion.

Entiendo que una copia de esta ficha de consentimiento me sera entregada, y que
puedo pedir informacion sobre los resultados de este estudio cuando éste haya
concluido. Para esto, puedo contactar al docente titular del curso “Desarrollo del
pensamiento matematico a través de la solucién de problemas”: C.Dr. Carlos Alberto

Cafnon Rincon por medio del correo carloscanon@uan.edu.co

En constancia firmo a los dias del mes de de 201 .

FIRMA DEL ESTUDIANTE
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Anexo 4. Ensayo final de un estudiante de la segunda experiencia

DESARROLLO DEL PENSAMIENTO MATEMATICO A TRAVES DE LA

SOLUCION DE PROBLEMAS

Para abordar este tema primero dejaremos claro que es pensamiento matematico y
solucion de problemas. La resolucion de problemas es algo que todos los seres
humanos enfrentamos en la cotidianidad, desde el momento de nacer un bebe tiene
que aprender a comunicar cuando tiene hambre, suefio, frio entre otros y asi
sucesivamente a medida que vamos creciendo nos enfrentamos a diversos problemas
los cuales debemos buscar la forma de solucionar. En la matematica la realizacion de
ejercicios de forma mecénica no es un problema ya que no nos exige un esfuerzo que
nos permita generar nuevos conocimientos, el problema surge cuando nos
enfrentamos a una situacion en la cual no vemos una solucion inmediata y por tal razén

no sabemos como abordarla.

El pensamiento proviene del intelecto y tiene una serie de operaciones tales como el
analisis, la comparacion, la sintesis, la abstraccion y la generalizacion los cuales
vamos desarrollando a medida que los trabajamos, nuestro pensamiento es el

encargado de emitir juicios, conceptos y razonamientos cuando es oportuno.

Pero el pensamiento matematico por definicion es “El pensamiento matematico
consiste en la sistematizacion y la contextualizacion del conocimiento de las
matematicas. Este tipo de pensamiento se desarrolla a partir de conocer el origen y
la evolucion de los conceptos y las herramientas que pertenecen al ambito

matematico”. (definicion.de, 2016)
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En la educacion el pensamiento matematico se va desarrollando a medida que nos
enfrentamos a diversos problemas matematico los cuales nos permite comprender las
relaciones que se dan en la matematica y nos posibilita cuantificarlas y formalizarlas
para entenderlas mejor y poder comunicarlas, esta forma de pensamiento se traduce
en el uso y manejo de procesos cognitivos tales como: razonar, demostrar,
argumentar, identificar, efectuar algoritmos, relacionar, graficar, interpretar, calcular,
inferir, y modelizar, pero en la actualidad podemos ver que a los estudiantes se les
ensefa a solucionar formulas, a dar sélo el resultado de una operacién, por lo cual el
pensamiento matematico se esta dejando a un lado y en consecuencia cuando se
enfrenta a un problema donde necesita analizar, sistematizar, contextualizar los

conceptos previos queda atascado.

A partir de lo anterior surge la importancia de aprender a solucionar problemas para el
desarrollo del pensamiento matematico el cual se evidencio en la clase cuando nos
enfrentamos a los problemas propuestos por el docente basado en el método de los
cuatro pasos de Polya. Por lo cual expondré mi experiencia al momento de solucionar
un problema con el método de Polya “Comprender el problema, crear un plan, atacar

el problema y revisar la solucién, ver si hay otros caminos.”

Al momento de comprender el problema ya me encontré con un problema el cual se
me hizo evidente en casi todos los problemas propuestos y era no entender cual era
el problema como tal, Polya propone al momento de intentar comprender el problema

realizarse una seria de preguntas para ver si se hace mas entendible.

Paso 1: Entender el Problema.
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e ¢ Entiendes todo lo que dice? Muchas veces leemos tan rapido el problema que no
sabemos que es lo que vamos hacer y pasamos directamente a atacar el problema
y cuando nos encontramos en el punto de que no nos da es donde nos devolvemos
a mirar cual era el error y es en ese momento donde es evidente que no sabiamos
que era lo que teniamos que hacer, “no lei bien la instruccién, no supe entender
gue era lo que me pedian, o simplemente no analice lo que me pedian y me
desvié” ¢Puedes replantear el problema en tus propias palabras? El querer
plantear el problema con mis propias palabras me sirvié para entender que es lo
gue debo encontrar o realizar, te lleva a analizar mas el problema, ¢ Distingues
cudles son los datos?, el preguntarse qué datos tengo y como los puedo utilizar
me llevo a evidenciar que me faltaban conocimientos previos para poder
desarrollar los ejercicios, ¢Es este problema similar a algun otro que hayas

resuelto antes?

Cuando veia que no arrancaba con el ejercicio intente buscar ejercicios que fueran

similares.

Por ejemplo cuando quise trabajar el problema que dice: “dibujar un cuadrilatero
convexo, ahora dibuje un punto interno M, tal que la suma de las distancias del punto
a sus vértices sea minima” lei muchas veces el enunciado y lo primero que se me vino
a la cabeza fue hacer un dibujo para intentar verlo mas claro, por lo cual dibuje un
plano y puse el cuadrilatero sobre él, a los vértices los nombre desde (A,B,C,D) y
trace las diagonales donde salié el puno M, yo sabia que el punto que une las dos
diagonales del cuadrilatero es la distancia mas corta pero no sabia cobmo demostrarlo,

entonces comencé a dibujar los triAngulos que me salian, y no veia ninguna relacion,
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pensaba en la clase de geometria euclidiana que las diagonales las habia visto y

trabajado pero no me acordaba.

Luego pensé el darle valores a los vértices y hallar el punto medio, comprobando que
las distancias de un vértice al punto M era de interseccion de las dos diagonales, luego
nombre cada segmento como una distancia, pero hasta este punto no estaba
demostrando nada, pensé como hago para demostrar que la interseccion de las
diagonales son la distancia mas corta a cada vértice, entonces pensé si tomo otro
punto L y trazo segmentos desde cada el vértice al punto L podré hacer la
comparacion de cual es la distancia mas corta si el punto M que son las diagonales a

los vértices o el punto L que es un punto cualquiera en el cuadrilatero.

En cuanto a las exposiciones se pudo evidenciar que razonar matematicamente es un
proceso gradual que se va ejercitando a medida que lo practicas, muchas veces
pasamos cosas porque nos parecen obvias pero es en lo obvio donde surge las
respuesta que estdbamos buscando, por eso la importancia de darse un respiro
cuando sientes que no avanzas y luego retomar, pero en los ejercicios propuestos por
el docente, observe que cuando estabamos en clase y empezabamos un ejercicio las
probabilidades de resolverlo eran mas altas que cuando lo dejdbamos para después,

en los ejercicios de seguimiento se trabajaba mas.

Ademas, que a pesar de que se nos sugiere no borrar nada el empezar a tener ese
habito se dificulta porque tendemos a empezar a escribir o desarrollar un problema,
pero cuando sentimos que lo que estamos haciendo no nos lleva para ningun lado lo
borramos y volvemos a empezar sin darnos cuenta que a veces volvemos a escribir lo

gue habiamos borrado.
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En otras ocasiones se escribe en hojas las cuales se pierden por lo que todo lo que se
habia avanzado se olvida, es en este punto donde resalto la importancia de dejar todos
los apuntes, para en el momento de volver a retomarlo hacer una revision de que era
lo que se habia hecho y ver si por ese camino se va bien o toca buscar otro camino,
ademas que al momento de revisar los apuntes pueden surgir nueva ideas que antes
no habia considerado, el releer los apuntes es tan valioso que lo lleva a entender las
cosas mejor, por decirlo de otra forma cuando relees los apuntes sientes que vas

entendiendo cosas que antes no eran tan claras.

Como por ejemplo los ejercicios propuestos por Mason, Burton y Stacey del libro
Pensar matematicamente donde lo lee y vuelve leer, e intenta razonar, pero siente que
no lo entiende por lo que lo vuelve a leer y asi sucesivamente hasta que en algun

momento se enciende el bombillo y dice esto es por este camino.

Esto es visible en los problemas del tostado rapido, en el de la edad del padre y el hijo,

la diferencia de los angulos, el de unir los 9 puntos, entre otros.

Estos problemas lo llevan a pensar que es lo que me preguntan, que es lo que yo sé
y a donde quiero llegar, por lo cual podria decir que si cualquier persona quiere
solucionar un problema primero tiene que hacer un proceso de fermentacion de la
informacion permitiéndose tener claro que es lo que sabe y si eso que sabe es
suficiente para poder solucionar el problema, cuando se evidencia que no es suficiente
no debe ser razén para abandonar el problema, sino mas bien un aliciente para buscar
tener mas informacién que me permita solucionarlo, siempre teniendo claro a donde

es que el problema lo quiere llevar.
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Cuando estamos atascado es importante darse un respiro para asi continuar con una
actitud positiva frente al problema, pero cuando intentaba retomar los ejercicios ya se

me habia olvidado por lo cual me sentia mas atascada que antes.

De esta electiva puedo concluir que me dejo una visiéon diferente de como estudiar la
matematica, se esta acostumbrado a ir directamente al ataque de un problema y no al
hecho de detenerse a razonar que es lo que voy hacer, la resolucion de problemas es
una estrategia que permite planificar una estratega para atacar y ejecutar de una forma

articulada un problema por lo cual puede hacer que la solucién sea mas rapida.

Ademas, nos alienta a no abandonar los problemas, aunque admito que abandone
muchos problemas, soy consciente que si los hubiera retomado y trabajado como

deberia, hubiera encontrado la solucion de estos.

Empecé la electiva con un pensamiento desordenado para resolver un ejercicio y la
termino con una serie de herramientas y estrategias que me facilitaran el trabajo de
las matematicas a futuro tanto para mi desarrollo cognitivo como para la ensefianza
de la misma ya que ensefiare a mis futuros estudiantes a trabajar de una forma
ordenada y atener pautas para no olvidar que se estaba haciendo logren desarrollar

un pensamiento matematico.
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