UNIVERSI|IDAID
ANTONIO NARINO

EL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO MATEMATICO A TRAVES DE LA HEURISTICA DE
LAKATOS EN LA CONSTRUCCION DE DEMOSTRACIONES Y EN LA RESOLUCION DE

PROBLEMAS DE LA MATEMATICA DISCRETA

Programa de Doctorado en Educacion Matematica

Tesis presentada como requisito para optar por el grado de Doctor en Educacion Matematica

Jader W. Cortes Amaya

UNIVERSIDAD ANTONIO NARINO

Bogota

2016



EL DESARROLLO DEL PENSAMIENTO MATEMATICO A TRAVES DE LA HEURISTICA DE
LAKATOS EN LA CONSTRUCCION DE DEMOSTRACIONES Y EN LA RESOLUCION DE

PROBLEMAS DE LA MATEMATICA DISCRETA

Programa de Doctorado en Educacion Matematica

Tesis presentada como requisito para optar el titulo de Doctor en Educacion Matematica

Jader W. Cortes Amaya

DIRECTOR DE TESIS

Mary Falk De Losada

UNIVERSIDAD ANTONIO NARINO
Bogota

2016



Nota de aceptacion:

Firma del presidente del Jurado

Firma del Jurado

Firma del Jurado

Bogota D.C., diciembre 9 de 2016



Agradecimientos

Mi mas grande agradecimiento a la Doctora Mary Falk de Losada por sus oportunas y acertadas
sugerencias las cuales fueron determinantes para mi formacion profesional y personal. Al cuerpo de
docente del programa de Doctorado en Educacidn matematica por sus valiosos aportes para la
culminacion de la presente investigacion, especialmente al doctor Mauro Garcia Pupo y al doctor Gerardo

Chacon. A mi madre Rosalba Amaya por su apoyo incondicional y su amor infinito.



Dedicatoria
A Joseph Cortes Pineda mi hijo, quien ha sido

mi fuente de inspiracion.



SINTESIS

El presente estudio tuvo como objetivo analizar el impacto que genera el método heuristico de Lakatos
en la educacién matematica. Concretamente, se obtuvieron resultados importantes al considerar dicha
heuristica junto con la resolucion de problemas retadores como metodologia en un curso de mateméticas
discretas para estudiantes de ingenieria de sistemas y licenciatura en matematicas. Se lograron
resultados en cuanto a la implicacién de la heuristica en el desarrollo del pensamiento matematico, en la
actitud del estudiante, en la construccion de demostraciones matematicas y como herramienta eficaz para

la resolucién de problemas.

Por otra parte, la investigacion permitié aportar, en el contexto de la educacion matematica, al importante
debate acerca de si las matematicas es resolver problemas o demostrar teoremas que considera tanto la
postura filosofica de Celucci acerca de la naturaleza de la matematica y la postura cientifica de Gowers
acerca de las dos culturas inmersas en matematicas, la que prioriza la resolucion de problemas y la que
privilegia la construccion de teoria, y con ello aclarar el papel que desempefian y como se interrelacionan
el entendimiento de teoria, la construccion de demostraciones matematicas y la resolucion de problemas

singulares en el &mbito de la educacién matematica.
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ABSTRACT

This study has as its objective the analysis of the impact of Lakatos’ heuristic method in mathematics
education. In particular, it offers important results when considering these heuristics used in conjunction
with the resolution of challenging problems as the methodology of a course of discrete mathematics for
systems engineering students and students studying to be mathematics teachers at the secondary level.
Results were achieved with regard to the implication of the heuristics on the development of mathematical
thinking, on the student’s attitude, on the construction of mathematical proofs and as an effective tool in

solving problems.

On the other hand, the study contributes, in the context of mathematics education, to the important debate
on whether math is primarily solving problems or primarily proving theorems taking into account the
philosophical posture of Celucci concerning the nature of mathematics and the scientific posture of Gowers
concerning two cultures in mathematics, that which prioritizes the resolution of problems and that which
favors theory building, and discerning the role that they play and how they relate to the understanding of
the theory, the construction of mathematical proofs and the resolution of singular problems in the field of

mathematics education.
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INTRODUCCION

En la presente investigacion se consideran centrales las teorias e investigaciones que colocan la
resolucion de problemas como factor importante dentro del quehacer del matemaético, asignando un papel
subordinado a aspectos mas memoristicos 0 mecanicos que tradicionalmente han dominado en el salén
de clase, considerando que éstos se deben abordar y aprender en el contexto de la resolucién de
problemas y no como fines en si mismos. Por ejemplo, el algoritmo de la adicién por si solo puede ser
efectuado por una calculadora o computador sin mayor esfuerzo del usuario, pero en el proceso de
solucion de problemas retadores e interesantes puede suceder que no solo se ejercita el algoritmo, sino
que se buscan y obtienen otros beneficios como analizar, generar estrategias, motivar a pensar, y por
ende desarrollar el pensamiento matematico.

Por otra parte, se considera el papel de la demostracién en el aprendizaje de la matematica. Se ha
evidenciado la gran dificultad que acarrea llevar un proceso de demostracion en los estudiantes que
aprenden matematicas; esta dificultad se debe no s6lo a la complejidad implicita del proceso sino también
a la manera como esta constituido el curriculo y como el docente aborda la situacion de ensefianza.
Balacheff afirma al respecto: “4Cémo se ensefia la demostracion? Generalmente se hacen
demostraciones delante de los estudiantes y luego se les pide hacer lo mismo.”!

La presente investigacion relaciona estos dos aspectos, la resolucion de problemas y la demostracion,
relacidn que se logra a través de la teoria propuesta por Lakatos, el método heuristico descrito en su obra
Pruebas y refutaciones. Se resalta la manera en que Lakatos hace notar la forma cémo se construye, se
justifica y evoluciona la matematica. Es evidente que su obra tiene implicaciones didacticas; son estas
implicaciones las que motivan al autor de esta tesis hacia una investigacion que tiene como objetivo

analizar la influencia que tiene el método de pruebas y refutaciones sobre el desarrollo del pensamiento

1 Balacheff, N. (2000). Procesos de demostracion en los alumnos de matematicas. Bogota: una empresa docente y
Universidad de los Andes.



matematico, la resolucion de problemas y la construccion de demostraciones formales. La investigacion
se llevara a cabo con estudiantes de licenciatura en matematicas que se encuentran entre el sexto y
octavo semestre y otros estudiantes inscritos en un curso de matematicas discretas, y para ello se
desarrollard un curso completo con un disefio preciso.

Dos aspectos importantes a tener en cuenta en la investigacion son el anélisis de la relacion entre
resolucion de problemas, el método de pruebas y refutaciones, y el desarrollo del pensamiento
matematico, por una parte, y el anélisis de la influencia del método de Lakatos en la construccién de una
demostracion.

La tesis esta estructurada de la siguiente manera: una introduccidn, un capitulo 1. Estado del arte, un
capitulo 2. Marco tedrico, un capitulo 3. Modelacion y disefio de actividades, un capitulo 4. Analisis y
valoracion de los resultados, Conclusiones, Recomendaciones, Bibliografia y referencias y Anexos
Justificacion

“Existe evidencia en la literatura de educacion matematica que el método de pruebas y refutaciones de
Lakatos puede ser util para examinar la produccion de conjeturas de los estudiantes y los procesos de
construccion de la demostracion™2. Atkins (1997) por otra parte afirma que el método de pruebas y
refutaciones proporciona una estrategia motivadora para involucrar a los estudiantes en la solucién de
problemas creando un ambiente en el cual los estudiantes razonan matematicamente, comunican
matematicamente, y hacen conexiones matematicas?.

Godino (1997) afirma que “el interés por la ensefianza de la demostracion parece justificado por el papel
esencial de los procesos de validacion en la propia matematica, y el bajo nivel que muestran los

estudiantes en la comprension y elaboracién de demostraciones”. Desde la experiencia del autor de la

2 Karakus, F., & Btlin, M. (2013). Examining the method of proofs and refutations in pre-service teacher’s education. Bolema:
Boletim de Educagdo Matematica, 27(45), 215-232.

3 Atkins, S. L.(1997). Lakatos’ Proofs and Refutations comes alive in an elementary classroom. School Science and
Mathematics, Corvallis, v. 97, n. 3, p. 150-154, Mar. 1997.



presente tesis, tanto en la etapa de estudiante como la de docente de matematicas, se considera que la
construccion de una demostracidn es una de las tareas mas dificiles de llevar a cabo y que esto se debe
en buena parte a los procesos cognitivos involucrados, como es el de generalizar y el de abstraer, los
cuales considera Tall (1991) pertenecen al pensamiento matemaético avanzado.

Varios autores declaran la importancia de vincular la demostracion matemaética en el curriculo, (Balacheff,
1987; Hanna, 2000; Godino, 1997), y el tema sigue siendo de actual importancia en la comunidad de
educacion matematica. Por ejemplo, se ha abordado en importantes eventos y congresos, tal como en el
reciente Estudio ICMI (2009) cuya conferencia tuvo lugar en la ciudad de Taipen (Taiwan) y cuyo titulo es

“Proof and Proving in Mathematics Education”. La apreciacion del propdsito o funcién de la demostracion

en el aula de clase difiere entre distintos autores. Gila Hanna es enféatica en el rol que desempefia la
demostracion como un vehiculo que promueve la comprension matematica en los estudiantes. Nicolas
Balacheff por otra parte se centra en la demostracion como un tema esencial y especifico de la
matematica y asegura que la mayoria de estudiantes fracasa en la construccion de una demostracion.

Por otro lado, el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) en su publicacién Principles

and Standards for School Mathematics reconoce el razonamiento y la demostracion como aspectos

fundamentales de las mateméticas, alli se afirma que desde muy temprana edad los estudiantes deben
entender la importancia de justificar cualquier afirmacién matematica ademas de discernir qué
argumentos son adecuados y aceptados desde un punto de vista cientifico.

Es importante resaltar algunos aspectos claves sobre la ensefianza de la demostracion. El primero es
que existe una preocupacion de la comunidad cientifica en investigar mas profundamente el tema. Hanna
(2007) argumenta que el rol de la demostracion a nivel secundario esta perdiendo su importancia y por
consiguiente es necesario encontrar diferentes maneras de ayudar a los estudiantes a mejorar sus
habilidades y la comprension que ellos necesitan. En via contraria a Hanna, hay un acuerdo entre algunos

educadores matematicos en asegurar que la demostracion en la escuela aparece Unicamente en el



estudio de la geometria euclidiana. Y, por otra parte, en ocasiones las metodologias de ensefianza
obstaculizan el avance hacia un adecuado y correcto aprendizaje de la demostracion. Por ejemplo, como
lo anota Balacheff, son muchos los docentes que se han limitado a presentar una demostracion formal
en el tablero con el proposito de que sus estudiantes imiten el procedimiento. Esto no permite que el
estudiante explore, conjeture y descubra, sino es un modelo que se torna dificil de comprender, que
pretende tratar la demostracion como si fuera un proceso sistematico, y que se aleja del objetivo de
desarrollar el pensamiento matematico del estudiante.

La presente investigacion tiene como uno de sus propdsitos analizar el proceso de demostrar del
estudiante, y una de las hipotesis es que este proceso se mejora ostensiblemente a través de la heuristica
de Lakatos expuesta en Pruebas y refutaciones, la cual contribuye a establecer modelos para la
ensefianza de la demostracion, el cual a su vez es, como anteriormente se afirmd, un aspecto
fundamental de interés para la comunidad de educadores matematicos.

Ahora bien, otra hipdtesis referente a la funcion de la heuristica de Pruebas y refutaciones es que se
puede ampliarla al campo de la resolucion de problemas. La resolucién de problemas es una, sino es la
mas, importante actividad para el desarrollo del pensamiento matematico. EI NCTM (2000) afirma que “la
resolucion de problemas es una parte integral del aprendizaje de las matematicas”, y agrega que la
solucion de problemas tiene dos funciones en la educacion, el primero es ser un vehiculo para el
aprendizaje y la construccion de conceptos méas robustos y el segundo funciona como una herramienta
para motivar y comprometer a los estudiantes en el estudio de la matematica. Halmos (1980) escribié que

la solucion de problemas es el corazdn de las matematicas.

Wong Khonn Yoong (2009) muestra cdmo esta organizada y pensada el aprendizaje de la matematica
en Singapur, un pais con altos estandares de calidad en educacion y particularmente con resultados entre

los méas altos en pruebas internacionales reconocidas como es el Programa Internacional para la



Evaluacion de Estudiantes (PISA). La estructura general se muestra a través de un pentagono que
organiza y relaciona los aspectos considerados los mas importantes en el aprendizaje de las matematicas
como se muestra en la Figura 1. El pentagono tiene en su centro la solucion de problemas matematicos

rodeada por cinco factores interrelacionados que contribuyen al éxito en la solucion de problemas.

Appreciation Monitc
Interest thinkin
« .umdm\w

4 '

Solving

Mathematical
Problem j

Figura 1. Pentagono actividad matematica Singapur*

Polya (1973) asevera que la resolucion de problemas es una herramienta para llamar la atencion de los
estudiantes hacia el estudio de la matematica, y afirma que frente a “cualquier problema por modesto que
parezca, si desafia tu intelecto e ingenio y lo logras solucionar, experimentaras la tension y disfrutaras la
victoria del descubrimiento”. Shoenfeld (1985) atraido por el libro de Polya How to solve it, emprende una
investigacion que pretende responder a dos cuestiones principales: “;qué significa pensar
matematicamente? y ;como podemos ayudar a los estudiantes a hacerlo? La investigacion fue publicada

en el libro Mathematical problem solving en el que analiza y describe el comportamiento intelectual en la

solucién de problemas. Se resalta el hecho de la importancia dada por Shoenfeld a la resolucion de
problemas, la cual lo dirigi6 a investigar sobre la actividad intelectual implicada en la resolucién de

problemas complementando las ideas de Polya.

4Wong, K. Y., Lee, P. Y., Kaur, B., Foong, P. Y., & Ng, S. F. (2009). Mathematics education: The Singapore journey (Vol.
2). Singapore: World Scientific Publishing



La presente investigacion tiene como uno de sus propositos analizar la incidencia de la heuristica de
Lakatos en la resolucion de problemas para responder a la pregunta ¢ cuéles son el aporte, las fortalezas
y las debilidades de dicha heuristica?

El dltimo punto a tener en cuenta en este aparte es el rol que desempefia la matematica discreta en la
presente investigacion. En primera instancia, el contenido de la asignatura como tal es de aplicacién en
diferentes ramas del conocimiento como la biologia, quimica, economia, ingenieria de transporte,
sistemas e informatica, entre otras muchas. Ademas diferentes autores indican la importancia de
investigar acerca de la ensefianza-aprendizaje de la matematica discreta (Hart, 2008; lan Anderson
(2004); Debellis Valerie, Rosentein, (2004); Rivera Marerro, (2007)), la cual cubre una tematica que
proporciona problemas con dos principales caracteristicas: por una parte, son retadores, interesantes y
motivan al estudiante a comprometerse intelectualmente con la matematica; y por otra parte muchos de
estos problemas, aunque conserven la caracteristica retadora, no necesitan conocimientos sofisticados
para abordarlos. Ahora bien, los problemas de la matematica discreta son apropiados para que el
estudiante explore, analice, conjeture y demuestre, tal como lo muestran Denise Grenier y Charles Payan
(1999) a través del planteamiento de cuatro problemas de la matematica discreta. En el Capitulo 2 del
presente escrito se muestra el desarrollo de dos de los problemas con el fin de visualizar mejor la cualidad
anteriormente nombrada.

Problema de investigacion

La mayoria de las veces en las matematicas el producto final de una construccion social e histérica se
resume en una demostracion. Lakatos muestra y analiza el proceso que esta detras de una demostracion
formal, a saber, una construccién que implica en ocasiones décadas o siglos para llegar al producto final,
hecho que el estudiante ignora ya que la misma presentacion de los textos pretende centrarse en un

resultado decantado.



Este proceso heuristico que Lakatos llama “pruebas y refutaciones” en el aula se desconoce casi
totalmente, y quizds sea por medio de éste que se propicie situaciones que pueden aportar al
pensamiento matematico del estudiante y conducirlo a experimentar procesos de construccion de

conocimiento analogos a los de los investigadores matematicos.

Es importante resaltar que en las demostraciones no se sigue sistematicamente un camino; al contrario,
se trata de una total exploracidn del estudiante de una determinada conjetura. Con ello es posible, dentro
de las hipotesis de la presente investigacion, que se conduzca al estudiante al desarrollo del pensamiento
matematico y le permita una mejor comprension de los conceptos inmersos en la conjetura.

No se desea presentar un cuadro formal de demostraciones pues lo que se desea es dejar de lado la
ensefianza tradicional. El propdsito es crear un ambiente de debate social entre estudiantes con una
prudente participacion del docente, debate cuyo desenlace sera la responsabilidad de los estudiantes: la
conjetura, el contraejemplo, la demostracion, asi como el idear lo que Lakatos denomina contraejemplos
globales. Estos son algunos de los ingredientes necesarios en dicho debate.

Por otra parte, las apreciaciones de autores reconocidos acerca de la demostracion justifican el porqué
del rumbo de la presente investigacion. Balacheff (1987) considera que la demostracidn debe ocupar un
lugar importante en los curriculos de Francia. Analogamente Juan Godino (1997) asevera que este interés
por la ensefianza de la demostracion parece justificado por el papel esencial de las situaciones y procesos
de validacion en la propia matematica y el bajo nivel que muestran los estudiantes en la comprension y
elaboracién de ella. Por otra parte, Gila Hanna (1995) afirma que la demostracién merece un lugar
importante en el curriculo de matematicas. Todo lo anterior lleva a la formulacién del siguiente problema
de investigacion: ;Como aporta el método heuristico de “pruebas y refutaciones” de Lakatos al
desarrollo del pensamiento matematico, a la solucion de problemas y a la construccion de

demostraciones por parte de los estudiantes en la disciplina matematica discreta?



Preguntas de investigacion
e ;Como aporta el método heuristico de “Pruebas y refutaciones” de Lakatos al desarrollo del
pensamiento matematico y a la construccion de demostraciones por parte de los estudiantes?
e ;Cual es la percepcion emocional y actitudinal de los estudiantes con respecto a la clase
desarrollada a través de los planteamientos de Lakatos?
e ;Cudl es el aporte del método heuristico de Lakatos en la resolucién de problemas?
Objeto de investigacion
El proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica discreta.
Objetivo general
Explorar, a través de un curso completo de matematica discreta a nivel superior, la repercusion del método
heuristico descrito por Lakatos en Pruebas y refutaciones en el desarrollo del pensamiento matematico,
en la solucion de problemas y en la construccion de demostraciones por parte de los estudiantes, lo cual
se condensa en la construccion de un modelo didactico para la ensefianza de la matematica discreta.
Este objetivo direcciona la atencion al siguiente:
Campo de accion
El proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica discreta en la universidad en relacion con el
desarrollo del pensamiento matematico, la solucion de problemas y la construccion de demostraciones.
Objetivos especificos
¢ Analizar el impacto que genera el método heuristico de Lakatos cuando se utiliza para abordar
la demostracion de una conjetura o la justificacion de una solucion a un problema significativo.
e Explorar la actitud del estudiante cuando las clases se desarrollan bajo esta perspectiva.
e Analizar profundamente cémo la heuristica de Lakatos funciona como una herramienta practica

para la resolucion de problemas de matematica discreta.



Examinar cdmo la heuristica de Lakatos se convierte en un vehiculo eficaz para el entendimiento
significativo de una demostracién en la matematica discreta.
Observar de qué manera la heuristica de Lakatos fomenta el trabajo autdnomo y el compromiso

de los estudiantes hacia la actividad matematica

Aporte practico de la investigacion

Disefio de un curso completo de matematica discreta para estudiantes universitarios.

Aporte tedrico de la investigacion

Andlisis de las posiciones de Timothy Gowers y Carlo Cellucci, que enfrentan dos vertientes de la

actividad matematica y de la naturaleza de la misma, la de resolver problemas y la de construir teoria

(demostrar teoremas) desde la perspectiva de la educacién matematica.

Tareas de investigacion

Para cumplir los objetivos de la tesis se identificaron y cumplieron las siguientes tareas.

1.

Se profundizaron y complementaron los fundamentos tedricos que forman la base de la
presente investigacion.

Se efectud la busqueda y analisis de diversas publicaciones e investigaciones que aborden algin
aspecto de la presente investigacion.

Se disefié e implementd un modelo didactico; asi como, un primer curso de matematicas discreta
dirigido a estudiantes universitarios.

Se realizd el disefio de una primera encuesta dirigida a estudiantes de la licenciatura en
matematicas y de ingenieria.

Se recogieron datos a través de la grabacion en video y un diario de campo del curso de
matematica discreta.

Se disef6 y realiz una segunda encuesta a estudiantes con el propdsito de recolectar datos

para analizar la metodologia empleada en el curso.
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7. Se disefid, aplicé y analizd los resultados de una segunda entrevista a los estudiantes con el
proposito de recolectar datos para analizar la metodologia empleada en el curso.
8. Se replanteo, redisefid e implementd el curso de matematica discreta de acuerdo al modelo
didactico planteado.
9. Se analizé los resultados obtenidos durante toda la investigacion.
Resultados esperados
Como en varias ocasiones se ha comentado, existen problematicas con respecto al aprendizaje y
ensefianza de la demostracion, a la motivacion de los estudiantes y al desconocimiento de las
caracteristicas particulares de los contenidos y los problemas de la matematica discreta. Por lo anterior
se espera:
e Obtener informacion de como la heuristica de Lakatos mejora el proceso de la construccion de
demostraciones matematicas.
e Contribuir un modelo didactico que mejore el proceso ensefianza-aprendizaje de la matematica
discreta en la educacion superior.
o Mejorar el aspecto actitudinal de los estudiantes hacia la matematica por medio de la resolucion de
problemas retadores.
e Aportar al desarrollo del pensamiento matematico del estudiante especificamente como un mejor
resolutor de problemas.
e Obtener informacién de la heuristica de Lakatos como herramienta eficaz en la resolucién de

problemas.
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CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

A continuacion se analizan diferentes publicaciones que permiten ver puntos de vista e investigaciones

acerca de la problematica planteada en el presente estudio y que incluyen:
e Laensefanza de la demostracion.
e La heuristica de Lakatos como herramienta para la ensefianza de la demostracion.
e Laresolucion de problema como generador del pensamiento matematico.
e Laensefianzay aprendizaje de la matematica discreta.
1.1. La ensefanza de la demostracion.

Mejorar en la construccion de la demostracion es uno de los objetivos del presente trabajo de
investigacion. La heuristica de Lakatos es la principal herramienta y la hipétesis es que a través de ella
el estudiante mejore en dicho proceso. A continuacion se presenta el resultado de la busqueda de
diferentes publicaciones acerca de la ensefianza de la demostracion que colindan con la presente

investigacion y permiten delimitarla.
1.1.1. The Use of Logic in Teaching Proof5

Este articulo, en términos generales, desarrolla ideas y da sugerencias especificas de cémo llevar al aula
de clase la ensefianza de la demostracion. El articulo se divide en tres subtemas, a saber: la importancia
de los principios logicos en la ensefianza de la demostracidn; escribir y re-escribir demostraciones y la
importancia de ser cuidadoso al escribirlas; sugerencias para inducir al estudiante a demostrar; es decir,
que sienta la necesidad de hacerlo. A continuacion, se analizan dichas sugerencias contrastandolas con

la propuesta que el autor ha planteado en el presente trabajo de investigacion.

5 Epp, S. S. (2009). The use of logic in teaching proof. Resources for Teaching Discrete Mathematics: Classroom Projects,
History Modules, and Articles, (74), 313.
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En primer lugar, en el articulo se afirma que los estudiantes no tienen bases fuertes en logica las cuales
se requieren en cursos donde se demandan demostraciones escritas, y por ende es necesario ensefiar
principios l6gicos fundamentales como los tipos de demostracion, su estructura y sus diferencias:
demostracion directa, demostracion por contrarreciproco, por contradiccién y por contraejemplo. El

articulo sugiere el uso de rompecabezas para fomentar y entender la demostracion por contradiccion.

Es claro que es importante que el estudiante haya interiorizado y tenga dominio de los principios l6gicos
a la hora de escribir una demostracién, sin embargo, el articulo los describe como algoritmos que el
estudiante debe aprender para tal propdsito. Por ejemplo, en él se sugiere que en las demostraciones de
la forma para todo x en un cierto conjunto, si [hipotesis] entonces [conclusion], describe los pasos que se
deben seguir, primero elegir un x arbitrario del conjunto y segundo mostrar que ese x hace que la

conclusién sea verdadera.

Otra idea que se desarrolla en el articulo es el uso de las definiciones y lo menciona debido a su rol
importante en el desarrollo de demostraciones. El autor afirma que, dada una nueva definicion, los
estudiantes necesitan experimentar con un amplio rango de ejemplos que incluyan objetos que cumplan
y que no cumplan con la definicién dada. Para la presente tesis se considera mucho méas enriquecedora
la nocion de Tall y Vinner 8 de la imagen del concepto, la cual se define como la estructura mental total
que una persona tiene de un determinado concepto. La imagen del concepto es susceptible a ser siempre
mejorada, pero generalmente permanece incompleta. Se sostiene en la presente tesis que lo que mejora
sustancialmente dicha imagen son problemas retadores que requieran el uso del concepto en la

respectiva solucion.

6 Tall, David O. And Shlomo Vinner (1981). Concept Image and Concept Definition in Mathematics with Particular Reference
to Limits and Continuity, Educational Studies in Mathematics 12 (1981) 151-169.
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En tercer lugar, el articulo desarrolla ideas acerca del proceso de escribir demostraciones asegurando
que es un proceso bastante dificil de llevar a cabo por los estudiantes. Se dan algunas sugerencias
concretas, como por ejemplo pedir a los estudiantes que completen pedazos en blanco de una
demostracion, pedir que muestren sus demostraciones con el fin de examinar si se han escrito
afirmaciones coherentes, e identificar tipos de errores comunes. Cambell y Baker? desarrollan actividades
en las cuales se proporcionan diferentes demostraciones de una conjetura determinada y proponen que
por grupos los estudiantes analicen dichas demostraciones identificando los errores que contienen o
aceptandolas como validas. Cambell reporta que esta actividad ayuda a los estudiantes no solamente a
reconocer errores l6gicos en la demostracion sino a reconocer que un teorema se puede demostrar de

diferentes maneras.

Richard L. Morrow propone otra estrategia con el fin de involucrar a los estudiantes en los procesos de
desarrollar una demostracion. Esta se desarrolla en el tablero, pero son los estudiantes quienes
construyen cada paso. Afirma que se realiza de esta manera con el fin de que se pueda demostrar el
valor de un diagrama antes de escribir la demostracion, mostrar el valor de obtener un punto de vista
holista de la situacion y mostrar que las demostraciones no necesitan ser perfectas y elegantes. Morrow
enfatiza situaciones que el autor de esta tesis considera importantes, como por ejemplo construir un
diagrama o apreciar el valor de una vision holista antes de realizar una demostracion; éstos son puntos

esenciales inmersos en del proceso informal de la construccion de la demostracion.

Hasta este punto, se observa que la direccion principal en la que el articulo se encamina es hacia la
escritura de una demostracidn y en especial sobre los pasos logicos que el estudiante escribe en la

demostracion. Sugerencias como la de escribir una demostracion de un estudiante en el tablero para

" Baker, Diane and Connie Campbell (2004). Fostering the Development of Mathematical Thinking: Observations from a Proofs
Course, PRIMUS 14, 345-353.
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analizarla y evitar asi errores en el futuro, de considerar maneras alternativas de expresar los pasos de
una demostracién, y de escribir y re-escribir una demostracion hasta que sea correcta son muestras del

objetivo que el articulo persigue

Un Ultimo aspecto a considerar en el articulo es la necesidad de la demostraciéon. En muchas ocasiones
se le pide al estudiante demostrar determinada afirmacion, pero sin que él sienta la necesidad de hacerlo
mas que por la exigencia de su docente. Algunos consejos importantes del documento que se tendran en
cuenta en el presente trabajo de investigacion se resumen en que la exploracion y la experimentacion
son herramientas para sentir la necesidad de generar conjeturas y demostrar o refutarlas, y por ende, no
trabajar teoremas ya presentados como verdaderos, esto con el fin de que el estudiante se vea forzado
a dar justificaciones coherentes o demostraciones completas a sus compafieros con el fin de validar sus

afirmaciones.

Ahora bien, el autor del presente trabajo de investigacion desea ir mas alla de que el estudiante reconozca
y tenga conocimiento de los pasos a seguir en una demostracion ya sea directa, por el contrarreciproco,
por contradiccidn, entre otros. Para llegar a escribir una demostracion, Lakatos describe toda una
heuristica, todo un proceso, toda una construccién social de los alcances y limites de una proposicion, y
se considera que es esta parte informal la esencial en la construccidn de la demostracién. Cada conjetura
es una oportunidad para que se lleve a cabo la heuristica de Lakatos y que a su vez esto implique el

desarrollo del pensamiento matematico.

El articulo es muy concreto en proporcionar sugerencias para llevar al aula de clase las cuales se
considera sean valiosas pero que se quedan cortas con el objetivo que se ha planteado en la presente
investigacion. Las estrategias a seguir para llegar a una demostracion en general no son sistematicas,
sino variadas y definitivamente requieren de esfuerzo, dedicacion e ingenio. Ideas novedosas e insight

deben surgir en muchas ocasiones para lograr el objetivo de llegar a demostrar y en este punto se
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considera que es fundamental que el estudiante explore, proponga, ejemplifique, visualice la conjetura,
proponga una justificacion coherente pero informal, la comparta con sus comparieros, se debata, se

busquen contraejemplos globales y locales, se refine y finalmente se escriba y re-escriba formalmente.

El objetivo de la presente tesis no se enfatiza en cdmo escribir una demostracion o si los reglones estan
dados de acuerdo a los principios légicos, que es claro es una parte para tener en cuenta, pero como
objetivo posterior, sino en primera instancia se enfatiza en cdmo construir una demostracion, objetivo que
esta estrechamente relacionado con la resolucion de problemas, con la experimentacion y la exploracion,

y con el desarrollo del pensamiento matematico del estudiante.

Como conclusién del analisis del articulo, se considera que hay aportes valiosos para la presente tesis;
no obstante, los objetivos que el articulo plantea son limitados con respecto al trabajo que se puede y se
debe plantear al estudiante a partir de la construccion de la demostracion, como son mejorar como

resolutor de problemas y desarrollar el pensamiento matematico.
1.1.2. The Need for Proof and Proving: Mathematical and Pedagogical Perspectives &

El 19th ICMI Study se elabord con base en una conferencia del mismo nombre que tuvo lugar en mayo
del 2009 en Taipei, Taiwan, y cuyo principal tema fue “la demostracién en la educacién matematica”.

Diferentes autores reconocidos internacionalmente fueron participes en este evento.

Dentro de las contribuciones realizadas a este estudio, Orit Zaslavsky y otros enfocan su publicacion
hacia tres cuestiones: ;por qué ensefiar la demostracion?, ;cuéles son los aspectos que el estudiante
considera importantes por los cuales se debe llevar a cabo una demostracién? y ; cémo puede el docente

promover que el estudiante sienta la necesidad de llevar a cabo una demostracion?

8 Zaslavsky, O., Nickerson, S., Stylianides, A., Kidron, 1., & Winicki, G. (in press). The need for proof and Proving:
Mathematical and pedagogical perspectives. In G. Hanna & M. de Villiers (Eds.), Proof and proving in mathematics
education. New York, NY: Springer.
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En primer lugar, se analiza y examina las funciones y el rol de la demostracion en la matemaética misma,

que es un primer aspecto que influye en el papel que debe desempefiar en el aula de clase.

La demostracion dentro de la matematica tiene diferentes funciones, como validar una afirmacién
matematica o sistematizar resultados, ademas de una funcién explicativa. Esta Ultima se puede
considerar como un aspecto importante no sélo dentro de la matematica misma sino también dentro de
la educacion matematica. Una manera muy deficiente en que se ha ensefiado la demostracidn es intentar
que los estudiantes la repliquen teniendo como base lo realizada por el profesor en el tablero (Balacheff,
1987). No obstante, Zaslavsky afirma que la demostracion tiene un poder explicativo, y en ese orden de
ideas un rol de la demostracion es el de “explicar el por qué” una afirmacion matematica es valida. Por lo
tanto, la demostracidn debe ser una herramienta que propicie el entendimiento matematico (Hanna 1995),
y este entendimiento involucra no solo el significado del teorema sino muchos otros conceptos
involucrados en la demostracion matematica. El entendimiento es un objetivo importante en la actividad
matematica, sin embargo, una meta de la presente investigacion es el de analizar de qué manera el
demostrar en matematicas contribuye al desarrollo del pensamiento matematico, un objetivo que va mas

alla del entendimiento matematico.

Zaslavsky afirma por otra parte que, si el unico rol de la demostracion es validar una afirmacién, como
algunos pueden pensar, entonces no existirian multiples demostraciones para un mismo teorema.
Asevera que los matematicos generan diferentes tipos de demostracién para mostrar el poder de otros
métodos o para descubrir nuevas técnicas. Por lo tanto, la demostracion tiene una nueva funcién, la de

proporcionarle al estudiante nuevos métodos para la resolucion de problemas.

Ahora bien, uno de los puntos que mas destaca el autor es que frecuentemente el estudiante no le ve

significado a la tarea de realizar demostraciones matematicas, de realizar una demostracién
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exclusivamente como un ejercicio pedido por el profesor, de modo que no hay un compromiso intelectual

o el estudiante no ve la necesidad de llevarla a cabo.

Desde un punto histdrico, ¢ cuéles fueron las necesidades que sintieron los matematicos para realizar
demostraciones? El autor afirma que, por ejemplo, los griegos observaron en los trabajos de sus
antepasados inconsistencias, y con el fin de subsanar tales inconsistencias se empezd a sentir la
necesidad de la construccion de una demostracion, y por otra parte las paradojas desempefiaron un papel

importante en hacer sentir la necesidad de demostrar.

En este punto Zaslavsky muestra una dificultad en la ensefianza de la demostracion en el aula de clase,
y por consiguiente es fundamental repensar situaciones en las cuales el estudiante tenga la necesidad
intelectual de construir una demostracion. El autor sefiala cinco categorias de necesidad intelectual: “for

certainty, for causality, for computation, for communication and for structure”. Zaslavsky, en resumen,

sefiala que el estudiante debe sentir la necesidad de realizar una demostracion no porque el profesor lo
haya sugerido, sino por motivaciones mas personales; éste es un aspecto a tener en cuenta en la presente
investigacion. Es importante que el tipo de problemas o conjeturas que surjan en el aula de clase tengan
una funcion motivadora y sean una herramienta que conlleve a la necesidad de construir una
demostracion, teniendo en cuenta el aspecto social de la demostracién, que segun la heuristica de

Lakatos, es una herramienta mas que impulsa la necesidad de la misma.

Ahora bien, los autores describen dos perspectivas desde las cuales el docente se puede apoyar con el
fin de desarrollar esa necesidad intelectual en los estudiantes, la incertidumbre y el conflicto cognitivo, y
asi lograr el aprendizaje basado en la investigacién. El conflicto cognitivo que Zaslavsky sugiere tiene
correspondencia con la teoria de equilibracion de Piaget, en la cual el razonamiento cognitivo se ve
alterado por contradicciones, por ejemplo, una situacion en la cual exista la demostracion de una conjetura

y al mismo tiempo un contraejemplo. Este conflicto cognitivo tiene la funcién de crear en el estudiante la
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necesidad de demostrar, es una perspectiva que en el presente trabajo se considera la heuristica de

Lakatos debe y puede proporcionar.

Por otra parte, inquiry-based learning es una perspectiva en la cual el estudiante explora, refuta, investiga,
conjetura, etc., es una idea totalmente coherente con la heuristica de Lakatos llevada al aula de clase,

aspecto que la presente investigacion considera fundamental.

El autor de la presente tesis considera que la demostracién como herramienta que proporciona nuevos
métodos de resolucion de problemas es un punto de vista importante. No obstante, el enfoque que el
autor del articulo le da a esta nueva funcion de la demostracion, a saber, que por medio de una
demostracion ya establecida, como por ejemplo obtener la férmula cuadratica completando al cuadrado,
el estudiante adquiere una nueva técnica para reproducirla de nuevo en la solucién de otro nuevo
problema, es un enfoque que debe ser enriquecido en el sentido siguiente. Dada una conjetura, el
estudiante por medio de la exploracion sea quien construya nuevas estrategias eficaces para la resolucion
de problemas. Es decir, la demostracién, al mismo tiempo que proporcione nuevas técnicas para la

resolucion de problemas, por otra parte, motive y desarrolle el pensamiento.
1.1.3. Challenges to the importance of proof?

¢ Dénde ubicamos la demostracién en el curriculo de matematicas? ;Qué papel debe desempefiar la
demostracion en el curriculo? ¢ Cémo se debe presentar la demostracion a los estudiantes?, ;,de manera
formal, informal, visual, etc.? ; Qué rol debe desempefiar el docente en la ensefianza de la demostracion?
Son algunas cuestiones que se presentan en este articulo de Gila Hanna. En primer lugar, Hanna afirma
que es innegable que la demostracion debe ser parte del curriculo de matematicas, pero con una funciéon

que vaya mas alla de simplemente justificar o validar un teorema. Esa es la funcién que cumple en las

9 Hanna, G. (1995). Challenges to the importance of proof. For the Learning of Mathematics, 15(3), pp. 42-49
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matematicas mismas, pero no debe ser asi para la educacién matematica. Hanna asegura que la
demostracion debe constituirse en una herramienta para el objetivo principal que es la comprensidn
matematica. En la presente investigacién se complementaria esta afirmacién en el sentido que también
debe ser objetivo principal desarrollar el pensamiento matematico del estudiante y que la demostracidn

debe también promover el pensamiento matematico.

La autora argumenta que la importancia del rigor debe ser secundaria en importancia a la comprensién,
que si la demostracion formal no contribuye a la comprensién de las matematicas sino Unicamente a
encadenar definiciones, axiomas y teoremas de manera abstracta, entonces ella no aporta en absoluto a
los objetivos de la educacion matematica. Es importante aclarar que Hanna no rechaza la demostracion
formal, sino propone que en ocasiones no va a constituirse en herramienta idénea para el objetivo

principal de la educacion matematica que la autora plantea: la comprension matematica.

Respecto al rol que desempenia el docente, Hanna asegura que éste deber tener una intervencion activa
en la ensefianza de la demostracion, el docente se convierte en un moderador de los argumentos
matematicos que presentan los estudiantes, debe ensefiar la estructura de la demostracion y distinguir
entre argumentos validos y no vélidos, “Se sugiere un rol crucial del profesor, ayudar a los estudiantes a
identificar la estructura de una demostracion, a presentar argumentos y a distinguir entre argumentos

correctos e incorrectos (traducido del inglés)'0.

La autora sefiala que el docente no debe tomar un rol tan pasivo como quizas la teoria constructivista de
aprendizaje lo propone, y que es importante la interaccion entre estudiantes, pero con una participacion

activa del profesor ya que es demasiado esperar que sélo con la interaccion entre estudiantes éstos

10 Hanna, G. (1995). Challenges to the importance of proof. For the Learning of Mathematics, 15(3), pp. 42-49
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lleguen a descubrir o redescubrir métodos sofisticados de demostracion en matematicas. Por lo tanto, es

necesario ensefarlos.

Hanna escribe acerca de la influencia que la teoria de Lakatos ha tenido sobre la educacion matematica
y particularmente sobre la demostracion matematica, afirmando en primer lugar que quizas la teoria de
Lakatos ha influenciado a muchos educadores matematicos a rechazar totalmente la demostracidn
formal, no porque esa fuese la intensién de Lakatos, sino por diferentes interpretaciones que se la ha

dado a la obra Pruebas y refutaciones.

Al respecto del método heuristico de Lakatos, Hanna cuestiona algunos aspectos, en particular, si el
método de Lakatos es aplicable de forma general. Es decir, Hanna sefiala que Pruebas y refutaciones
esta dirigido a una unica situacion que es la conjetura de Euler de los poliedros, pero que quizas en otras
conjeturas o situaciones no es aplicable o apropiado el método de Lakatos. Ademas, afirma que algunas
demostraciones se descubren de manera diferente a las ilustradas por Lakatos, y aun asevera que no es
posible usar el método de Lakatos en un tema como el &lgebra abstracta donde la teoria esta totalmente

axiomatizada. El mismo Lakatos, citado por Hanna, afirma:

“‘No todas las teorias matematicas estan en igual peligro de la heuristica e refutaciones en un periodo
dado. Por ejemplo, la teoria de grupo elemental esta apenas en peligro, en este caso la teoria informal
original ha sido tan radicalmente reemplazada por la teoria axiomatica que la heuristica de refutaciones

parece ser inconcebible “(Traducido del inglés)!.

Luego cabe formular algunos interrogantes. ; Cuando es apropiado o viable el método de Lakatos para

demostrar una conjetura? ;Qué caracteristicas debe tener la conjetura para que se pueda aplicar el

11 Hanna, G. (1995). Challenges to the importance of proof. For the Learning of Mathematics, 15(3), pp. 42-49

20



método y cuales para que no sea concebible? ;O quizas sea posible generalizar el método para cualquier

conjetura? ; Qué otras reglas heuristicas se podrian agregar al método para que sea mas general?

Hanna plantea importantes cuestiones sobre la teoria de Lakatos, pues reclama de nuevo que lo formal
es importante en la educacion matematica. En este aspecto el autor de la presente investigacion se
encuentra en acuerdo, lo formal no se puede dejar a un lado. De hecho, se deben seguir reglas de la
l6gica establecidas para estructurar correctamente una demostracién, y se debe ensefiar métodos de

demostracion ya establecidos. La cuestion pertinente es ; cdmo se debe hacerlo?

Igualmente, el autor de la presente investigacion considera que debe existir una relacion entre el método
no formal planteado por Lakatos y la posicién de la escuela formalista, no son ideas opuestas como quizas
algunos educadores matematicos las ha considerado. Considera ademas que lo formal hace parte del
método heuristico de Lakatos en el sentido de ser el objetivo final llegar a una demostracion formalmente
solida, pero ensefiar la demostracion Unicamente de manera formal es donde se pierden aspectos de
gran valor y riqueza para la educacion que se recuperan con la teoria de Lakatos, y una de estas riquezas
es precisamente el objetivo principal que Hanna plantea, la comprension matematica, es decir, reconocer
no sélo que la demostracién establezca la veracidad de un teorema sino que la demostracién deja ver

por qué el teorema es veraz.

Es la opinidn del autor de la presente investigacion que el formalismo es la préactica dominante de la
matematica actual y por lo tanto es de mucha importancia dentro de la comunidad cientifica. Dejar a un
lado este aspecto es estar en contra de una caracteristica fundamental de la matematica misma. Lakatos
no rechaza la demostracidn formal, sino insiste que ésta es el producto final en el desarrollo de un proceso

de hacer matematicas, y que antes existen otros aspectos informales que se deben considerar.

Resumiendo, se quiere resaltar aqui el aspecto mas relevante en el cual Gila Hanna enfatiza

frecuentemente y es que la demostracion debe ser una herramienta que mejore la comprension
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matematica; se complementa este punto de vista asegurando que ademas debe ser una herramienta que

potencie los procesos cognitivos involucrados en el pensamiento matematico.
1.1.4. Mathematicians’ perspectives on the teaching and learning of proof12

El articulo de Lara Alcock reporta los puntos de vista de cinco matematicos que han tenido a cargo el

curso “Introduction to mathematical reasoning” que se ofrece en diferentes universidades en los Estados

Unidos y que es prerrequisito para que los estudiantes puedan acceder a cursos de alto nivel como
analisis matematico y algebra abstracta. El curso es ensefiado en periodos de 80 minutos durante 14
semanas con una poblacion entre 20 y 25 estudiantes. El objetivo de éste es familiarizar al estudiante

con los mecanismos para demostrar.

Alcock, a través de las perspectivas de los profesores, construye una visién teérica sobre a ensefianza y
aprendizaje de la demostracion. La recoleccion de datos se realizé a través de entrevistas que fueron

cuidadosamente transcritas y analizadas.

El articulo presenta en primer lugar diversas opiniones de investigadores quienes han realizado un trabajo
previo acerca de la ensefianza y aprendizaje de la demostracion en la cuales han sefialado las dificultades
que tienen los estudiantes en construir una demostracién, entre las cuales se encuentra el que las
justificaciones que los estudiantes ofrecen son argumentos empiricos en el lugar donde un argumento

deductivo es requerido. (Harel y Sowder; Recio y Godino, 2011).

El uso de las definiciones es un aspecto en el cual los estudiantes encuentran dificultad al demostrar. En
primer lugar, porque no son conscientes de su uso y por otra parte porque no se tiene una comprension

clara de ellas, en especial en cursos avanzados de matematicas (Dubinsky y Gong, 1988). EI dominio

12 Alcock, L. (2010). Mathematicians’ perspectives on the teaching and leaming of proof. Research in collegiate mathematics
education VI, 63-91.
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de la estructura logica es otro inconveniente méas en la construccion de una demostracion, particularmente

con respecto al uso de cuantificadores y conectores l6gicos (Dubinsky y Yiparaki 2000).

Algunos pocos investigadores se han dirigido a analizar cdmo los estudiantes pueden llegar a comprender
y a construir demostraciones. Simpson (1995) y Tall (2002) coinciden en que hay al menos dos rutas para
lograr comprender la demostracion. La primera es una ruta “formal” en el cual se privilegia los mecanismos
y la estructura légica para luego aplicarlos. La segunda es una ruta “natural” en el cual las ideas informales

son refinadas y relacionadas con las definiciones formales.

El método de Lakatos de Pruebas y refutaciones muestra que las dos rutas estan relacionadas con la
construccion de la demostracion. La parte informal, el explorar, el conjeturar, el buscar contraejemplos y,

de manera alterna, la construccién de una demostracion son la ruta natural y formal, respectivamente.

Alcock asegura que muchas investigaciones estdn encaminadas a observar las dificultades de los
estudiantes al abordar una demostracion. Otras pocas se enfocan sobre como mejorar las habilidades
para demostrar. Algunos estudios empiricos muestran como son ensefiados los cursos de transicion de
la matematica de calcular a la matemética de demostrar. No obstante, el sintetizar puntos de vista y
métodos empleados por profesores matematicos quienes ensefian dichos cursos es un tema muy poco

abordado, el cual es el principal objetivo de la investigacién de Alcock como ella lo asevera.

Es importante sefalar en este punto, que la investigacion de la presente tesis tiene como uno de sus
propositos, analizar la repercusion del método de pruebas y refutaciones en ese proceso de construir

demostraciones. Pocas investigaciones, como lo asegura Alcock, han perseguido este objetivo.

Después de la recoleccion y analisis de datos Alcock identifico cuatro modos de pensar que deben ser

usados para ser exitoso en las demostraciones. Estos modos son:

e Ejemplificacion
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e Pensamiento estructural
e Pensamiento critico
e Pensamiento creativo

La autora los clasifica en modos semanticos y sintacticos. A continuacion se da un breve detalle de cada

uno de ellos.

Ejemplificacion. Su objetivo es comprender significativamente la declaracion matematica. Es la manera

de hacer el material menos abstracto.
Pensamiento estructural. Su meta es usar adecuadamente la estructura formal en una demostracién.

Pensamiento creativo. El objetivo es identificar el conjunto de propiedades que pueden ser el punto crucial
en una demostracion. Basicamente se refiere a reconocer la justificacion de la afirmacion matematica a

través de ideas informales.
Pensamiento critico. El objetivo es revisar la estructura y las ideas formuladas en la demostracion.

La autora afirma que cada uno de los cuatro modos de pensamiento son importantes para la construccion

de la demostracion y deben ser potencializados en los cursos de introduccidn a la demostracién.

Una cuestidon surge: Como deben ser alcanzados estos cuatro modos? Alcock argumenta que la
ensefianza no se debe basar sobre un solo modo (aunque en la practica de muchos docentes y en los
textos el pensamiento estructural es el primero en ensefiarse), sino que deber ser de manera flexible y

circular.

Ahora bien, si se piensa en la teoria de Lakatos como método para la ensefianza de la demostracion se
observa una relacion directa con cada uno de los cuatro modos. Por ejemplo, la etapa exploratoria de

las definiciones inmersas en una conjetura y de la conjetura como tal de la teoria de Lakatos es analoga
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al modo ejemplificacion. El pensamiento creativo se presenta también en la etapa informal, pero la
conjetura se justifica coherente y convincentemente a través de ideas informales como diagramas, dibujos
etc. El pensamiento estructural se aplica cuando una demostracion con su estructura formal es propuesta,
y el pensamiento critico se refiere a aquella etapa en el cual surgen contraejemplos locales y por ende se

modifica y refina la conjetura y la demostracion respectivamente.
1.2. Ensefnanza y aprendizaje de la matematica discreta.

El curso en el cual se llevara a cabo la presente investigacion es de matematicas discretas para
licenciados en matematicas e ingenieros. La matematica discreta se considera como un topico propicio
para desarrollar la heuristica de Lakatos, sus problemas son de facil entendimiento, motivadores,
interesantes y retadores. A continuacion se analizan diversas publicaciones acerca de la ensefianza y

aprendizaje de la matematica discreta.
1.2.1. Discrete mathematics in relation to learning and teaching proof and modeling. 13

El primer Congreso Europeo de Investigacion en Educacion Matemética (CERME 1) realizado en

Alemania en 1998, dio lugar a varias publicaciones, entre ellas la de Denise Grenier y Charles Payan.

Estos autores afirman que la matematica discreta no es contemplada en los curriculos de Francia, y que
en algunos textos de matematicas para secundaria aparecen unos pocos temas de esta &rea, en
ocasiones algo sobre técnicas de conteo y esporadicamente algunos problemas concernientes a la
matematica discreta. Es mas, afirman los autores que algunos profesores de matematicas de secundaria
desconocen esta rama de la matematica. Aseveran que el curso de matematica discreta no es

frecuentemente ofertado sino en carreras como matematicas para la economia o después del quinto

13 Grenier, D., & Payan, C. (1999). Discrete mathematics in relation to learning and teaching proof and modelling. In .
Schwank (Ed.), Proceedings of CERME 1, vol. 1 (pp. 143-155). Osnabruck
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semestre de la carrera en matematicas. En la actualidad en Colombia es prudente sefialar que en los
estandares basicos de competencias en matematicas esta casi ausente la matematica discreta excepto
por un estandar del pensamiento numérico para el grado sexto que dice: “Reconozco argumentos
combinatorios como herramienta para interpretacion de situaciones diversas de conteo”. Ademas, la
asignatura no se contempla en planes de estudio, por ejemplo, de la carrera en matematicas de la
Universidad Nacional de Colombia, ni en la licenciatura en matematicas de la Universidad Pedagogica

Nacional.

Los autores también informan que las investigaciones realizadas en este campo se limitan a
investigaciones sobre combinatoria, dando como ejemplo autores como Batanero y Godino quienes se

han focalizado en este punto.

Ahora bien, como se mencion6 anteriormente, los autores afirman que en textos escolares y en la practica
docente los temas de la matematica discreta estan casi completamente ausentes, y los pocos problemas
que se sugieren en los textos escolares no son significativos. Para sustentar esta afirmacion los autores

presentan los siguientes dos ejemplos.

“Sin mover el cuadrado pequefio dividir el cuadrado mas grande en cinco figuras de igual forma y con la
misma area.” Los cuadrados son dibujados con cerrillas de madera como se muestra en la figura, los
autores del libro donde es presentada esta situacion aseguran que la reflexién es muy util para desarrollar

el problema.

————rc—wc—=
Lu:u:u:u

[

Figura 2. Problema de combinatoria'4

14 Grenier, D., & Payan, C. (1999). Discrete mathematics in relation to learning and teaching proof and modelling. In .
Schwank (Ed.), Proceedings of CERME 1, vol. 1 (pp. 143-155). Osnabruck.
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Algunas cuestiones sobre el problema son: ;cual es el papel que desempefia el contexto de las cerillas
en el problema?, ;es la reflexion una estrategia realmente adecuada? y ;qué se desea que los
estudiantes aprendan a raiz de este problema? En resumen, los autores sefialan que, aunque el problema
sea de matematica discreta no es interesante, no es retador y es muy poco lo que puede generar en el

pensamiento y en el entendimiento de los estudiantes.
El segundo problema es:

“Dibuje un rectangulo ABCD de modo que AB =8 cmy BC = 5 cm. Tome un punto E sobre AC de modo
que AE = 3 cm. Dibuje la recta paralela a (AD) que pasa a través de E; ésta intersecta a AB en un punto
N, y aDC en un punto L. Dibuje la recta paralela a AB pasando a través de E; ésta intersecta a AD en un

punto My a BC en un punto K. ;Cual de los dos rectangulos EMDL y ENBK tiene la mayor area?

Figura 3. Rectangulo de Euclides's
El problema se puede resolver usando el teorema de Pitagoras o el de Thales, no obstante el método de

descomposicidn y recomposicion es una muy buena estrategia para solucionarlo, pero esta segunda

estrategia es muy poco tenida en cuenta por los profesores de matematicas.

Los autores muestran en primer lugar que la matematica discreta esta ausente en el curriculo, en la

practica del docente y en los textos escolares de Francia, y por otra parte aseveran que los problemas de

15 Grenier, D., & Payan, C. (1999). Discrete mathematics in relation to learning and teaching proof and modelling. In |.
Schwank (Ed.), Proceedings of CERME 1, vol. 1 (pp. 143-155). Osnabruck.
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la matematica discreta son bien importantes ya que se consideran como una herramienta significativa
para la ensefianza de la modelacion y de la demostracion, a través de validar y explorar afirmaciones
matematicas. Para ilustrar lo anterior, los autores muestran tres problemas interesantes que no sélo
motivan a los estudiantes, sino que los guian por un camino de exploracién, validacién, modelacién y
demostracion. Los describen como problemas que no necesitan un conocimiento profundo en
matematicas para interpretarlos y entenderlos, pero si conllevan a una verdadera actividad matematica.

De los tres problemas planteados se mostrara a continuacion la solucién de uno de ellos.

Problema 1. ;Es posible teselar con triéminos en forma de L, un poliémino cuadrado de lado 2" borrando

un cuadrado (monomino)?

Figura 4. Teselacion con tridminos.'6

Se muestra la solucion para ilustrar el pensamiento matemaético involucrado, estratégico, creativo y

formalmente sélido.

Considérense cuadrados cuya longitud de arista es de la forma 2, con n = 1, 2, 3,..., donde Ln

representara el nimero de “tribminos” que tesela el cuadrado quitando un cuadrado de longitud 1.

e Cuando n = 1 se tienen cuatro opciones:

16 Grenier, D., & Payan, C. (1999). Discrete mathematics in relation to learning and teaching proof and modelling. In 1.
Schwank (Ed.), Proceedings of CERME 1, vol. 1 (pp. 143-155). Osnabruck
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Opcion 1. (Lr=1)

Figura 5. Opcion 1

Es claro que para las otras opciones siempre que n = 1 se tiene L1 = 1.

e Cuando n=2, se tiene

Figura 6. Cuando n=2

Cualquiera que sea el “mondmino” que se elimine del “poliémino”, la figura que queda se puede dividir en

cuatro regiones de la siguiente manera:

B

Figura 7. Poliémino restante
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Se colorea un primer triémino, como se muestra en la figura a continuacion:

Figura 8. Triomino coloreado

Ahora bien, cada cuadrado de longitud 2! corresponde al caso anterior. En conclusién, L2=4 L1+ 1. De

esta forma se puede conjeturar que:
o [1=1
o [2=4[1+1
o Ly=4Ln1 +1ysellegaalaformulaL,= Y3 4k,
Demostracion por induccion.
i. Paran=1,esclaro que se cumple

i.  Supongamos que para n + 1 se cumple que Ln+1 = Y?_, 4% , luego para un “poliGmino” cuyo

lado tiene 22 “mondminos” se tiene
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Figura 9. Polidmino de lado 2n+2

Dividendo la figura en cuatros partes iguales se tiene:

Figura 10. Poliémino dividido en cuatro partes
o Lps2=4 Lo+ +1 = X0EL4% como se queria.

Problema 2. ; Cuél es el numero de todas las posibles configuraciones de pintar n balones con a lo mas

k colores?

Problema 3. ;Cual es el triangulo equildtero mas pequefio en el cual se pueden colocar k discos de

diametro 1 sin que se traslapen?
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1.2.2. The Place of Discrete Mathematics in the School Curriculum: An Analysis of Preservice

Teachers’ Perceptions of the Integration of Discrete Mathematics into Secondary Level Courses 17

El documento que se referencia fue una investigacion llevada a cabo como requisito parcial para optar el
titulo de Ph.D. en matematicas, su autora es Olgamary Rivera-Marrero. Se presenté en el afio 2007 en la

Facultad de Matematicas del Instituto Politécnico y Universidad Estatal de Virginia, “Virginia Tech”.

La investigacién analiza la percepcion de los profesores de matematicas en formacién acerca de dos

importantes cuestiones:
e ;Como perciben los profesores en formacion la matematica discreta?

e ;Cdmo los profesores en formacion reaccionan ante la integracion de la matematica discreta en

el curriculo escolar?

La investigacion tuvo lugar con multiples profesores-estudiantes matriculados en el curso Mathematics

for Secondary Teachers , y en ella se analizan profundamente de una manera cualitativa las percepciones

de cuatro profesores en formacion. A continuacion se dara un analisis resumido acerca de algunas
consideraciones importantes de la autora, de los resultados obtenidos y de los aciertos y diferencias con

el actual trabajo de investigacion.

La autora afirma que se debe considerar incluir la matemaética discreta dentro del curriculo de
matematicas de la educacion secundaria, pues es un area que motiva el aprendizaje de los estudiantes
y desarrolla el pensamiento matematico. Cita a Rosenstein (1997) quien asevera que la matematica
discreta es atractiva, interesante, accesible, y apropiada, y a algunos otros autores quienes afirman que

la introduccion de la matemaética discreta es considerada como una estrategia efectiva en la cual se

17 Marrero, O. R. (2007). The place of discrete mathematics in the school curriculum: An analysis of preservice teachers’
perceptions of the integration of discrete mathematics into secondary level courses (Doctoral dissertation, Doctoral
dissertation, Virginia Polytechnic Institute and State University).
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promueven los cinco procesos estandares que propone el NTCM: Solucién de problemas, comunicacion,
razonamiento y demostracion, representacion y conexion. No obstante, la autora asegura que la
matematica discreta poco se ensefia en las escuelas de Norteamérica, afirmacién que se apoya en
investigaciones como la de Bayle en la cual 8 de 34 escuelas sondeadas reportaban llevar a cabo la
ensefianza de la matematica discreta, y la de Likje Dologos (1990) quien afirma que el problema no es
que la matematica discreta no sea contemplada en el curriculo sino que los profesores no son conscientes
de su existencia. Denise Grenier y Charles Payan aseveran en un articulo denominado “Discrete

mathematics in relation to learning and teaching proof and modelling”, publicado por European Research

in Mathematics Education en el CERME 1 en el afio de 1999, que en paises como Hungria o Estados
Unidos por lo menos la matematica discreta es considerada en los curriculos, mientras que en Francia
no sucede asi, sino que esta casi ausente en ellos. Afadido a ello, la experiencia del autor de la presente
propuesta como profesor de matematicas en educacion secundaria en colegios de Colombia es que la

asignatura no es tomada en cuenta.

EINTCM (1989) incluyd el topico de la matematica discreta en los estandares curriculares de matematica,
y a raiz de esta situacion surgieron algunos textos y publicaciones que no fueron basados en
investigaciones acerca de la importancia de la matematica discreta en educacién matemética. De hecho,
la autora afirma que es sorprendente que la comunidad que investiga en educaciéon matematica no se ha
focalizado sobre el aprendizaje y ensefianza de la matematica discreta. Adicionalmente, en la publicacion
sobre estandares curriculares del NTCM (2000) la matematica discreta esta ausente como un tdpico de
los estandares basicos, y en ellos es poca la importancia que recibe esta asignatura, tan solo se encuentra
en unos pocos parrafos la afirmacion de que “la matematica discreta debe ser una parte integral del

curriculo de matematicas”.
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La investigacion llevada a cabo por Olgamary Rivera-Marrero concluye que los cuatro profesores en
formacion perciben que las mateméaticas discretas son significativas para los estudiantes, la matematica
discreta enfatiza en procesos y ésta proporciona una oportunidad para una instruccion innovadora. Los
profesores argumentan que la matematica discreta es significativa para los estudiantes debido a su
aplicacién en problemas del mundo real, a que sus problemas son desafiantes e interesantes a la vez
que accesibles a todo estudiante, pues muchos problemas en otras areas requieren de un conocimiento
basico de la matematica para entenderlos y abordarlos. Las matematicas discretas, segun opinan los
docentes en formacién, ayudan a los estudiantes a ser mejores resolutores de problemas, fortaleciendo
las habilidades de pensamiento, y en su tratamiento se involucran los cinco procesos estandares
propuestos por el NTCM (2000): resolucién de problemas, razonamiento y estrategia de demostracion,
comunicacion, conexion y representacion. Respecto a la innovacién en la instruccion, los profesores
consideran que la matematica discreta conduce a una actividad de discusion, a una actividad matematica

no rutinaria, promueve el aprendizaje por descubrimiento y fomenta la exploracidn.

El trabajo realizado por Olgamary Rivera-Marrero describe la importancia de la matematica discreta como
herramienta para el desarrollo del pensamiento matematico y contiene problemas interesantes y
desafiantes que se prestan para ser desarrollados por medio de la construccidn social y la exploracion.
Ademas, como afirma la autora, es poca la investigacion existente en el aprendizaje y la ensefianza de

la matematica discreta.
1.2.3. Discrete mathematics in primary and secondary schools in the United States1®

Los autores del articulo presentan una vision de la situacion de la ensefianza-aprendizaje de la

matematica discreta en Estados Unidos; aspectos como qué porcentaje de escuelas tienen en su curriculo

18 Debellis, V. A., & Rosenstein, J. G. (2004). Discrete mathematics in primary and secondary schools in the United
States. ZDM, 36(2), 46-55.
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topicos de la matematica discreta, cuantos profesores en la practica real la ensefian, qué dicen los
lineamientos de el NCTM al respecto, cuél es el valor, misién y objetivo de ensefiarla, son abordados y

tratados a lo largo del articulo.

La matematica discreta ha tenido poca presencia en las escuelas en general. EI NCTM en 1989 publica

“Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics” en la cual se sitlia la matematica discreta

como area independiente dentro del curriculo. A partir de esta publicacién diversos autores escriben
acerca de su importancia y del por qué y del cémo ensefiarla en el aula de clase. No obstante, el que el
NCTM las haya implementado en los estandares como area independiente no implicd que cada escuela
las contemplara dentro de su curriculo. Muy pocos profesores, matematicos y educadores matematicos
conocian lo que significa el término “matematicas discretas” y las oportunidades que ésta ofrece a sus
estudiantes. Por tal motivo el NCTM desarrollé cursos ofrecidos a profesores, matematicos y educadores
matematicos que tenian como objetivo mostrar los beneficios que las matematicas discretas tienen y
como ensefiarlas en el aula de clase. Varios de esos programas fueron financiados por the National

Science Foundation (NSF); en particular los autores de este articulo desarrollaron el programa titulado

Leadership Program in Discrete Mathematics (LP-DM). Parafraseando a los autores, éstos sefialan que

una primera leccion que aprendieron rapidamente a través de estos cursos fue que la importancia de la
matematica discreta no radicaba Unicamente en sus contenidos sino en la oportunidad que ésta ofrecia

para incentivar, motivar e involucrar a los estudiantes hacia el estudio de la matematica.

Ahora bien, resumiendo la situacion que los autores presentan de la matematica discreta en los Estados
Unidos, es que pocos curriculos y ain menos profesores abordan tépicos de esta area en la ensefianza
de la matematica. En 1989 se inicia una preocupacion por implementarla en las escuelas de primaria y
secundaria (K-12), en seguida se desarrollan programas para capacitar a los profesores, y comienzan

diversos autores a publicar acerca de la importancia y del como abordarla en el proceso de ensefianza
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aprendizaje. Joseph G. Rosenstein, autor del articulo, ha contribuido con diferentes publicaciones a

fomentar la inclusion de los topicos de la matematica discreta en la ensefianza de la matematica en el

colegio. En el articulo “Discrete Mathematics in the Schools: An Opportunity to Revitalize School
Mathematics” sefiala que la matematica discreta ofrece nuevas oportunidades a los estudiantes, para
aquellos que no han tenido éxito con las matematicas lo comenzaran a lograr, y para aquellos estudiantes
que han sido talentosos pero han perdido interés, ella ofrece la oportunidad de enfrentar reto y desafio.
Ademas, proporciona al docente nuevas maneras de responder a la pregunta ;cémo ensefiar
matematicas?, convirtiéndola asi en una herramienta para reformar la educacion matematica. Es de
resaltar la consideracion que hace Rosenstein sobre la matematica discreta como herramienta para
reformar la educacion, es decir, el autor plantea que esta area de la matematica contiene dentro si mismo
topicos, ejercicios, problemas, teoremas y demostraciones que permiten y facilitan nuevas maneras de
ensefiar. Por supuesto que el proponer un problema de la matematica discreta no significa que hay un
cambio en la ensefianza de la matematica, pero bajo un modelo apropiado de ensefianza-aprendizaje los
problemas se convierten en una herramienta poderosa para tal fin. La obra de Lakatos Pruebas y
refutaciones se considera como un fuerte complemento para desarrollar los topicos de la matematica

discreta potenciando en su totalidad la riqueza que éstos ofrecen.

Otro aspecto relevante que consideran los autores es ver la matematica discreta como una herramienta
que posibilita involucrar y comprometer al estudiante hacia el estudio de la matematica. Rosenstein y

DeBellis (2004) sefialan que:

“‘Nuestra visidn de las matematicas discretas es que es un vehiculo para darle a los profesores nuevas

maneras para pensar acerca de los topicos tradicionales de matematicas y nuevas estrategias para
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involucrar a sus estudiantes en el estudio de las matematicas. Las matematicas discretas ofrecen un

nuevo comienzo para los profesores y un nuevo comienzo para los estudiantes”. (Traducido del inglés) 79

El articulo permite establecer una relacion entre la riqueza de los problemas de la matematica discreta,
el método heuristico de Lakatos ejemplificado en Pruebas y refutaciones, y la resolucion de problemas.
Para ello, en primer lugar, Rosenstein y DeBellis aseguran que los estudiantes necesitan crear estrategias
para la resolucion de problemas, la cual es considerada como una de las principales actividades en el
aprendizaje de la matematica. Aseguran que los profesores deben ir mas alla de las técnicas, algoritmos
y ejercicios, proponiendo problemas desafiantes que involucren a los estudiantes hacia al estudio de la
matematica. Afirman que los problemas de la matematica discreta son faciles de comprender, permiten
la exploracion y la experimentacion, ademas de que conducen a conjeturar. Estas son caracteristicas
principales que Lakatos identifica en la epistemologia de la matematica, y por consiguiente se considera
que los problemas desafiantes de la matematica discreta se pueden abordar de una manera adecuada y
consistente a través de la heuristica de Lakatos, potenciando tanto la riqueza de los problemas como el
método para abordarlos y promoviendo de esta manera el pensamiento matematico y el interés hacia una

verdadera actividad matematica.

A los profesores en el LP-DM se les ensefia por medio de una actividad matematica que se aborda a
través de la resolucion de problemas desafiantes, en la cual se incremente en el estudiante las habilidades
para resolver problemas y ademas éste experimente y sienta la emocion de resolverlos, sienta la tension
en el camino cuando se resuelve un problema no rutinario pero también el éxito cuando surge el jAHA!
Para llegar a la solucion, es claro que la experimentacion, la exploracion, el conjeturar, probar, discutir,

ejemplificar, refutar y construir el conocimiento a través del debate social son aspectos relevantes que

19 Debellis, V. A., & Rosenstein, J. G. (2004). Discrete mathematics in primary and secondary schools in the United
States. ZDM, 36(2), 46-55.
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mejoran al estudiante como resolutor de problemas y que desarrollan el pensamiento matematico,

aspectos que Lakatos asegura surgen en la construccidn del conocimiento matematico.
1.2.4. Problem solving with discrete mathematics2

El National Council of Teachers of mathematics (NCTM) ha publicado una serie de articulos bajo el

nombre de Teaching Children Mathematics, entre muchos de éstos, Luis M. Friedler escribe acerca de la

ensefianza de la matematica discreta en un nivel elemental.

El Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics (1989) del NCTM hace un llamado hacia

el énfasis en la resolucién de problemas y recomienda incluir topicos de la matematica discreta.

Friedler explora la resolucion de problemas a través de los topicos de la matematica discreta a nivel
elemental, concretamente en estudiantes de grado 5 del sistema educativo de Estados Unidos, nifios
cuyas edades oscilan entre los 10 y 11 afios. El trabajo se desarrolld con sesiones de 45 minutos por
semana. Entre los objetivos del curso estan involucrar a los estudiantes en una matematica interesante e

estimulante y proporcionarles problemas retadores en los cuales el nifio se pueda sentir exitoso.

La metodologia que aplica el autor en las sesiones de trabajo esta respaldada por la teoria de Polya,
particularmente hace un énfasis en la heuristica que Polya denomina “Analogy™!, y que consiste en
buscar problemas analogos mas simples que puedan dar pistas de cémo solucionar el problema original.
El método que el autor propone concretamente consiste en proponer un problema que él llama desafiante
o retador y en seguida sugerir solucionar algunos problemas analogos mas simples para finalmente darle

solucion al primero.

20 Friedler, L. (1996). Problem Solving With Discrete Mathematics. National Council of teachers of mathematics
21 Polya, G. (1945). How to Solve It: A New Aspect of Mathematical Method: A New Aspect of Mathematical Method. Princeton
university press. Pag 36.

38



El articulo muestra algunos puntos importantes que estén en concordancia con la propuesta didactica del
presente trabajo de investigacion, por ejemplo, el autor recalca acerca de la resolucion de problemas
como una herramienta que se debe aplicar en la ensefianza de la matemaética en todos los niveles.
También el autor sefiala la importancia que el estudiante explore y sea independiente en su razonamiento
y estrategia a utilizar para la solucion de un determinado problema. No estd centrado en métodos
sistematicos ni en presentar directamente las respuestas a los estudiantes, y asegura que cuando un
estudiante le hace una pregunta es muy probable que la respuesta sea de nuevo una pregunta que se le
hace al estudiante. También es de resaltar el lugar que Friedler concede al trabajo en grupo dado que

divide a los estudiantes en grupos de cuatro o cinco para empezar a abordar los problemas.

Por otra parte, el autor del articulo tenia como objetivo principal explorar la resolucion de problemas en
los estudiantes a través de los topicos de la matematica discreta. En concordancia con muchos autores,
Friedler asegura que los problemas son interesantes, estimulantes, de facil comprehensién, pero
retadores en sus soluciones, y agrega que se trata de topicos de la mateméatica actual o0 moderna pues
es aplicada ampliamente en procesos de informacion, la ciencia computacional, la economia, entre otras.
En este aspecto los problemas de la matematica discreta son apropiados para abordarlos a través de la
heuristica de Lakatos, pues en primer lugar involucran al estudiante y lo motivan hacia la busqueda de la

solucién, y ademas diferentes caminos y estrategias pueden surgir para la resolucion del mismo.

A continuacion se analizara una de las clases que se presenta en el articulo. La clase se desarrolla en

aproximadamente 50 minutos, y el primer problema a abordar es:

e La escuela elemental S-R necesita programar algunos entrenamientos deportivos como futbol,
banda y softbol de modo que ningun nifio tenga dos entrenamientos al mismo tiempo. Vanesa se

inscribe a softbol y banda, Daniel se inscribe a futbol y banda, ningun otro estudiante se inscribe
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a mas de una actividad. ¢ Cual es el menor numero de periodos de clase que se necesitan para

programar todas las actividades sin que haya conflictos?

La respuesta es dos, banda en un periodo, futbol y softbol en otro periodo. El problema se puede abordar

a través de un modelo grafico como se muestra a continuacion:

A graph model for problem 1

SOC.CBT SOC.CGI g
. e band . \. band ~— %
softball softball ‘@ 2 1
(a) (b) (c)

Make a Draw a line to Use the fewest

point for connect two integers to
each activity. activities if a label the points.

student is No line can
involved in both. have the same

number on

both ends.

Figura 11. Grafo modelando el problema2?

Cada vértice representa una actividad deportiva y cada linea se dibuja entre dos puntos si algun
estudiante se inscribe a las dos actividades representadas por los dos puntos, el objetivo es etiquetar los
puntos con numeros enteros de tal manera que si dos puntos tienen una misma arista entonces se

etiquetan diferentes.

El proposito de presentar el problema de esta manera segun el autor es brindarle al estudiante una
estrategia para abordar en el futuro problemas analogos méas complejos. El segundo problema que se

aborda en la clase es precisamente un problema de mas complejidad.

e Se tiene la misma situacion que en el problema uno excepto que las actividades son nifia

exploradora, banda, lecciones de clarinete, futbol, gimnasia y softball. Zack se inscribe a banda

2 Friedler, L. (1996). Problem Solving With Discrete Mathematics. National Council of teachers of mathematics.
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y futbol; Lilian a futbol y gimnasia; Pat se inscribe a futbol, banda y lecciones de clarinete; Kathy

a gimnasia y futbol; Zoe toma softball y gimnasia; y Sorelle se inscribié a nifias exploradoras,

banda, y lecciones de clarinete. Si ningun otro nifio se inscribe en mas de una actividad, ¢cual

es el nimero mas pequefio de periodos de clase necesarios para evitar conflictos?

Usando las mismas ideas que en el problema uno, resulta el siguiente modelo gréfico, concluyendo que

la respuesta es tres.

A graph for problem 2

Girl Scouts
»

) clarinet
lessons

-
gymnastics

band € * softball

A
soccer

(a)

Make a point and label
each activity. Draw a
line between two points
if a student is in both.

e o

133

%\
J

o

3

(b)

Start at any point and
use the fewest numbers
of integers to label the
endpoints. No line can
have the same number at
each endpoint.

o ol

Figura 12. Grafo para el problema 22

Ahora bien, el autor del articulo plantea que si el estudiante tiene dificultades con este segundo problema

entonces se plantean otros cuatro problemas con el prop6sito de brindarle pistas para solucionarlo.

e Problema 3. ;Ves algun patrén en los siguientes grafos? ;Cual es el siguiente grafo en la

sucesion? ;Observas algun patron para el numero mas pequefio de periodos? ¢Cual es el

patrén? ; Cuantos periodos serian necesarios para el grafo de la sucesion con 10 vértices?

23 Friedler, L. (1996). Problem Solving With Discrete Mathematics. National Council of teachers of mathematics.
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A pattern of graphs for problem 3. Does a pattern of
fewest number of integers occur here, too?

pa— . 4 \ d . y -

(a) (b) (c) (d) (e)

I3

Figura 13. Patrén de grafos para el problema 324

e Problema 4. ;Ves algun patron en los siguientes grafos? ;Cual es el siguiente grafo en la
sucesion? ;Observas algun patron para el numero mas pequefio de periodos? ¢ Cuél es el

patrén? ; Cuantos periodos serian necesarios para que el grafo de la sucesion con 10 vértices?

What are the graphs’ pattern and fewest-number-of-
integers pattern?

(a) (b) (c) (d) (e)
Figura 14. Patron en los grafos?

e Problema 5. ;Ves algin patrén en los siguientes grafos? ;Cual es el siguiente grafo en la
sucesion? ;Observas algun patron para el numero mas pequefio de periodos? ;Cual es el

patrén? ; Cuantos periodos serian necesarios para el grafo de la sucesién con 10 vértices?

What are the graphs’ pattern and fewest-number-of-
integers pattern?

A | L 3 .

.
. »
. - .

& - ¢ N - - ¥ . | ]

(a) (b) (c) (d) (e)

Figura 15. Regularidad en Grafos26

24 Friedler, L. (1996). Problem Solving With Discrete Mathematics. National Council of teachers of mathematics.
25 |bidem.
2 |bidem.
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e Problema 6. Encuentre el numero mas pequefio de enteros que se requieren para etiquetar los

siguientes grafos.

Three different types of graphs
that are not intended to form

a pattern. What is the fewest
number of integers necessary
for each?

(a) (b)

(c)

Figura 16. Tres tipos diferentes de Grafos?’

Es claro como el autor utiliza el método heuristico de Polya en la clase nimero 1, partiendo de problemas
analogos mas sencillos para dar finalmente con la solucién del problema retador nimero 2. La estrategia
heuristica de Polya es una herramienta importante y util en la resolucion de problemas. No obstante,
como se observa en la clase 1, el autor la desarrolla de manera que podria llamarse sistematica. Se
observa que tiene como objetivo ensefiar la heuristica en si misma. En este punto es relevante sefialar
que sin duda la heuristica de Polya es de gran importancia en la resolucion de problemas, pero como se
desarrolla en el articulo no le permite al estudiante ser totalmente independiente en su razonamiento
puesto que los problemas anélogos son propuestos por el profesor y por lo tanto el problema retador se
convierte en un problema de rutina. El objetivo en el modelo didactico de la presente investigacion busca
que sea el estudiante quien proponga el problema anélogo. En muchas ocasiones el buscar un problema

analogo mas simple es precisamente el insight requerido para darle solucion al problema.

27 Friedler, L. (1996). Problem Solving With Discrete Mathematics. National Council of teachers of mathematics.
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Ahora bien, haciendo el paralelo con la propuesta didactica de la presente investigacion se puede afirmar
que la metodologia de permitir al estudiante razonar y buscar estrategias por si mismo planteada en el
articulo, es una de las principales caracteristicas de la heuristica de Lakatos en la cual el docente debe

con mucha prudencia responder las inquietudes de sus estudiantes.

Por otra parte, el trabajo en grupo como se mostré anteriormente es una estrategia importante que el
articulo desarrolla; en la teoria de Lakatos es claro que la construccion del conocimiento matematico
surge a través de la interaccién social por medio de mejoras en las conjeturas, teoremas y

demostraciones.
1.2.5 Teaching Combinatorics through Guided Discovery2

El presente documento es la evaluacién de un proyecto financiado por la National Science Foundation

(NSF) en Estados Unidos. El proyecto es denominado: Teaching Combinatorics through Guided

Discovery, el investigador es Kenneth P. Bogart y la evaluadora es Jane Korey.

Bogart propone una nueva manera de ensefiar la combinatoria teniendo en cuenta el guided discovery

model. En esta publicacion Jane Korey describe la experiencia que se tuvo en dos instituciones en las

cuales se ensefio combinatoria a través del método nombrado anteriormente y el método tradicional.

En primer lugar, se sefalaran las caracteristicas del método particular utilizado en la ensefianza de la
combinatoria y se hara simultineamente un paralelo con lo que el autor del presente trabajo de

investigacion propone.

Sefiala el autor de la evaluacion que la diferencia entre guided discovery combinatorics y cualquier otra

clase de matematicas es el aprendizaje activo; los estudiantes exploran ideas y construyen ellos mismos

28 Korey, J. (2004). Teaching Combinatorics Through Guided Discovery: a summary evaluation Report. National Science
Foundation.
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los conceptos a través de problemas propuestos. El profesor da muy pocas instrucciones; son los
estudiantes quienes buscan estrategias diversas para solucionar los problemas. Al respecto Kenneth P.

Bogart afirma en su libro Combinatorics Through Guided Discovery que:

“El punto de aprender de este libro es que usted esta aprendiendo como descubrir ideas y métodos por
usted mismo, no que este aprendiendo a aplicar métodos de alguien mas. Los problemas en este libro
son disefiados para guiarlo al descubrimiento y a demostrar por usted mismo las ideas principales de la
combinatoria. Hay evidencia que esto le permite aprender con mayor profundidad y mas comprension

(traducido del inglés)”.29

Es trascendental la afirmaciéon que hace Bogart con respecto a la metodologia propuesta por él, en
particular el aseverar que existe evidencia que los estudiantes logran un aprendizaje mas profundo y una
mejor comprension de los conceptos y, ademas, complementando a Bogart, un mejor desarrollo del

pensamiento matematico.

Otro aspecto fundamental que el autor del articulo sefiala en cuanto a la metodologia de las clases es el
trabajo en grupo; los problemas eran desarrollados por los estudiantes para finalmente realizar una
retroalimentacion entre todo el grupo, mostrando diferentes heuristicas en la resolucion de los problemas.
Es importante sefialar que el rol del profesor era algo “pasivo”, permitiendo siempre que los estudiantes
llegaran a sus propias conclusiones. Un estudiante que fue entrevistado afirmé que mas que utilizar una
formula dada por el profesor era él quien deberia llegar a dicha férmula, esto hacia que tuviera una

comprensidén mas profunda de los conceptos.

Otro punto a resaltar del método Teaching Combinatorics Through Guided Discovery que Jane Korey

reporta es la parte emocional y actitudinal de los estudiantes, pues éstos se mostraron mas motivados y

29 Bogart, K. (2004). Combinatorics through Guided Discovery. National Science Foundation Grant Number DUE-0087466
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comprometidos con la clase, ellos mismos afirmaron que la clase era divertida y ademas el encontrar y
descubrir cosas por ellos mismo era emocionante. Los problemas de la combinatoria y de la matematica
discreta en general tienen la caracteristica de ser faciles de comprender y abordar con conocimientos no
muy sofisticados pero que requieren de creatividad e ingenio para solucionarlos. Esto hace que los
estudiantes se sientan retados y por ende motivados y por lo tanto son propicios para ser desarrollados

a través de la heuristica de Lakatos.

Resumiendo, el método descrito en Combinatorics Through Guided Discovery es uno que se lleva a cabo

a través de la solucion de problemas y los conceptos se introducen a través de problemas propuestos.
En clase los estudiantes forman grupos pequefios y resuelven problemas, exploran, analizan y deducen
formulas. Los estudiantes proponen estrategias y el profesor orienta prudentemente las preguntas de sus
alumnos. Los problemas que se proponen no son triviale,s pero tampoco tan dificiles que los estudiantes

no tengan oportunidad de resolverlos.

El articulo de Jane Korey sefiala puntos valiosos en la ensefianza de la combinatoria y que estan en
concordancia con la presente investigacion. Por ejemplo, es de recalcar que en la heuristica de Lakatos
uno de los puntos importantes es que el estudiante explore, analice y por medio de contraejemplos y

pruebas se refinan conjeturas, de manera analoga a como lo plantea Bogart.

Otro punto a tener en cuenta dentro de la propuesta didactica del autor de la presente tesis es el trabajo
en grupo, considerado como una estrategia en la construccion del conocimiento matematico tal como lo
muestra Lakatos en su obra Pruebas y refutaciones, pues es bastante claro que para Lakatos el
conocimiento matematico es una construccion social. La metodologia de Bogart muestra y sefiala
enfaticamente que el trabajo en grupo es parte fundamental en la construcciéon del conocimiento

matematico.
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Como se menciond y se mostré anteriormente, la presente tesis concuerda en puntos esenciales con el

método de Combinatorics Through Guided Discovery el cual como lo sefiala Jane Korey ha tenido
resultados pedagogicos positivos. No obstante, es importante determinar puntos diferentes entre la
propuesta didactica del presente trabajo de investigacion y el método que describe el articulo. El punto
esencial de la presente tesis de investigacién es analizar, mas que la comprensién de conceptos, el
desarrollo del pensamiento matematico a través de la heuristica de Lakatos; estudiar como la heuristica
de Lakatos junto con sus estrategias particulares, como el contraejemplo local y global, es en si misma
una estrategia para la resolucién de problemas. Por otro lado, la propuesta del presente trabajo de
investigacion no se limita a la combinatoria sino que se amplia a otros topicos de la matematica discreta

y aun a problemas transversales a otras areas del conocimiento como la geometria y la teoria de nimeros.

La propuesta didactica de la tesis propone una conjetura principal la cual es una estrategia totalmente
original e innovadora y la cual tiene como propoésito involucrar, motivar e incentivar al estudiante a la
actividad matematica de proponer, investigar y construir conocimiento a largo plazo, con sucesivas etapas
de avance, como lo hacen los matematicos profesionales. Dicha conjetura permitira al estudiante pensar
en un problema no durante diez minutos o quizas una hora, sino que posiblemente durante todo el
semestre académico se esté trabajando en él, mostrando al estudiante el aspecto epistemoldgico de la

matematica a la manera propuesta por Lakatos.

Ahora bien, una sugerencia final de los estudiantes que estuvieron trabajando con el método de la

Combinatorics Through Guided Discovery fue desafiar a todos los estudiantes, incluyendo a estudiantes

mas talentosos, pero sin frustrar a aquellos que no estan tan bien preparados. En este punto es importante
destacar que la propuesta didactica de la tesis esta disefiada y pensada con mucho cuidado para abarcar
precisamente esta demanda. Aunque los ejercicios no son la prioridad en el modelo didactico, se

propondran algunos pocos ejercicios para que el estudiante se familiarice con los conceptos. Otro grupo
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de problemas son aquellos que se denominan problemas motivadores los cuales tienen un nivel
intermedio y que permite una mejor comprension de los conceptos. Finalmente se abordard un grupo
denominado problemas reto los cuales se consideran como los esenciales para la profunda comprension

de conceptos y el desarrollo del pensamiento matematico.

Como conclusién se puede afirmar que la investigacion que describe el articulo es un aporte teorico
positivo que califica la heuristica de Lakatos como una herramienta eficaz para la ensefianza de la
matematica discreta, pues como se mostré anteriormente hay puntos esenciales del método del articulo
que son caracteristicos de la heuristica de Lakatos. Sin embargo, la propuesta didactica de la tesis abarca

mas topicos y aspectos pedagogicos que lo que se hace en el_Combinatorics Through Guided Discovery.

1.2.6 Problem Solving Heuristics, Affect, and Discrete Mathematics30

En 1989 el NCTM consider6 en los estandares para matematicas de los Estados Unidos incluir las
matematicas discretas como un topico independiente tal como lo era la geometria o el algebra. ¢ Por qué
esta preocupacion, que ha venido en aumento, de incluir la matematica discreta como primordial en el
curriculo, no solo de los Estados Unidos sino en otros muchas mas paises? Gerald Goldin discute en este
articulo acerca de las posibilidades que ofrece las matematicas discretas en el desarrollo del pensamiento

matematico y en la parte emocional del estudiante.

Goldin en particular enfatiza sobre los procesos heuristicos que ocurren durante la resolucion de
problemas en este ambito de la matematica, en especial se centra en el “modelar lo general sobre lo

particular’.

El autor sefiala que este campo de la matematica es un medio que permite revivir el aprendizaje de ésta

en aquellos estudiantes quienes por alguna razén se han desmotivado. El redescubrimiento matematico

30 Goldin, G. A. (2004). Problem solving heuristics, affect, and discrete mathematics. ZDM, 36(2), 56-60.
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y la resolucién de problemas no rutinarios e interesantes son dos aspectos que motivan hacia dicho

objetivo.

Gardiner (1999)3' sefiala que, a cambio de introducir la matematica discreta como un conjunto de
algoritmos y hechos que deben ser memorizados, se trate como un campo para la resoluciéon de

problemas, razonamiento y experimentacion.

En este orden de ideas, en el cual las situaciones de la matematica discreta fortalecen los procesos
heuristicos y direccionan las emociones de los estudiantes, el autor ejemplariza esta teoria a través del

siguiente problema.

“‘Usted se encuentra a la orilla de un rio con dos baldes. Un primer balde se puede llenar con exactamente
3 litros de agua y el otro con exactamente 5 litros. Los baldes no tienen marcadas medidas de ningun

tipo. ¢ Como puede usted transportar exactamente cuatro litros de agua?”.

El problema cumple con dos de las caracteristicas que muchos autores afirman que tienen los problemas
de las matematicas discretas, una es la facilidad para entender el enunciado y la otra es la estructura
matematica escondida que permitiria solucionarlo de una manera mas facil. Esta segunda caracteristica
es fundamental en los problemas retadores en los cuales el “insight” permite descubrir o construir tal

estructura.

Como se menciono anteriormente, Goldin se enfoca en los procesos heuristicos, en particular sobre la
‘modelacién de lo general sobre lo particular”. En el problema enunciado se observa de una manera clara

el significado de dicho proceso. No obstante, antes de aclarar esta idea, se muestra el analisis que el

31 Gardiner, A. D. (1991). A cautionary note. In M. J. Kenney & C. R. Hirsch (Eds.), Discrete Mathematics across the Curriculum,
K-12. Reston, VA.: National Council of Teachers of Mathematics.
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autor realiza del problema en términos de lo que éste ofrece a la parte cognitiva y emocional del

estudiante.

En primera instancia, el enunciado del problema es sencillo de comprender, lo que permite que el
estudiante de entrada se sienta comodo y se empiece a involucrar en la actividad matematica. No
obstante, Goldin advierte que el resolutor se puede encontrar con algunas dificultades y junto con ellas
diferentes emociones. Un primer impase es considerar solucionar el problema llenando cada balde hasta
la mitad (pues esto nos da cuatro litros), pero claro son dificultades faciles de superar. Un segundo impase
es que después de dos o tres pasos el estudiante no considere que haya logrado un progreso. En este
punto, la perseverancia, el deseo de ser exitoso, el sentirse retado son emociones deseables, sin
embargo, la frustracion y el deseo de rendirse son emociones que también pueden acompafiar al

resolutor.

Goldin sefiala que la meta no es que emociones como el rendirse o el frustrarse desaparezcan, sino que
estos sentimientos se canalicen apropiadamente; por otra parte el sentimiento de éxito es una de las

metas que debe promoverse a través de los problemas de las matematicas discreta.

Ahora bien, el problema permite que el estudiante explore, proponga, construya estrategias y en general
que sea autéonomo en sus procesos heuristicos. Cuando el estudiante logra representar la situacién de
tal manera que le permita solucionar el problema, se evidencia creatividad, ingenio y por ende el desarrollo

del pensamiento matematico.

Por otra parte, cuando el problema se haya solucionado surgen diversas conjeturas con el fin de
generalizar mas el problema. Algunas de las cuestiones que pueden surgir es si el problema tiene mas
de un camino para solucionarlo, qué pasa si se quieren llevar siete litros con cinco baldes de diferentes
medidas o, aun mas general, si se tienen n baldes con capacidades k; , k- ,...k[], ¢ cuantos litros se

pueden transportar? Este tipo de heuristica es lo que el autor ha denominado “modelando lo general de
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lo particular’, es un proceso totalmente deseable que fomentan las situaciones en matematica discreta y
que aun se puede fortalecer a través de la heuristica de Lakatos tal como el autor del presente trabajo de

investigacion se ha propuesto.
1.3. Heuristica de Lakatos en el aula de clase

1.3.1. Lakatos’ heuristic rules as a framework for proofs and refutations in mathematical learning:

local counterexample and modification of proof 32

En la presente publicacion el autor analiza la ensefianza de la demostracion a través de las reglas
heuristicas de Lakatos; concretamente, estudiantes japoneses entre las edades de 14 y 15 afios intentan

demostrar el teorema del angulo inscrito en un arco.

Es relevante resaltar la importancia que el autor le da a la demostracion, considerandola como el centro
de la actividad matematica en todos los niveles. El autor asegura que dentro de los procesos heuristicos
involucrados en la demostracion es fundamental que los estudiantes conjeturen, prueben, refinen la
demostracion y refuten; conceptia que dichos procesos guiaran al aprendizaje auténtico de las

matematicas, ademas de estimular el pensamiento critico y la buena actitud en los estudiantes.

Quizas un aspecto que se deja a un lado cuando se cita a Lakatos es la parte formal, el desarrollo del
método de Lakatos debe concluir con una parte formal, pues de ninguna manera se desea dejar a un lado

tal practica de la matematica actual, y es un aspecto que en la investigacion presente se desea resaltar.

Lakatos (1976) presenta las cinco reglas heuristicas siguientes.

32 Komatsu, K. (2012) Lakatos’ heuristic rules as a framework for proofs and refutations in Mathematical learning: local-
counterexample and modification of proof. En 12th International Congress on Mathematical Education Topic Study Group
14.
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1. Regla 1. Si usted tiene una conjetura, se dispone para probarla o refutarla. Inspeccione la
demostraciones cuidadosamente, prepare una lista de lemas no ftriviales; encuentre
contraejemplos tanto globales como locales.

2. Regla 2. Si usted tiene un contraejemplo global descarte su conjetura, agregue a su proof-
analysis un adecuado lema que seré refutado por el contraejemplo, y remplace la conjetura
descartada por una mejorada incorporando ese lema como condiciéon. No permita que una
refutacién sea descartada como un monstruo. Trate de que todos los lemas escondidos sean
explicitos.

3. Regla 3. Si usted tiene un contraejemplo local, mire si no es también un contragjemplo global, si
es, usted puede aplicar facilmente la regla 2.

4. Regla 4. Si usted tiene un contragjemplo que es local pero no global, trate de mejorar su proof-
analysis remplazando el lema refutado por uno adecuado.

5. Regla 5. Si usted tiene un contraejemplo de cualquier tipo, trate de encontrar, un teorema mas

profundo en el cual estos contragjemplos ya no lo sean.

La situacion que se describe en el articulo muestra las acciones de los estudiantes cuando se enfrentan
a un contraejemplo local, es una de las cuestiones principales que alli se plantea. Los estudiantes
demostraron el teorema del angulo inscrito para el caso en el cual el centro del circulo esté en el interior
del angulo inscrito. Después, cuando se mir6 otro caso, aparecio el contragjemplo local, asi que los
estudiantes optaron por hacer una pequefia modificacion en la demostracion anterior. El autor resalta
hechos como el que los estudiantes al enfrentarse al contraejemplo local no sélo se percataron de que
su demostracién no era adecuada, sino del porqué de la falsedad de la demostracién, y sugiere que

precisamente el docente debe fomentar la discusion en el aula de clase teniendo como objetivo obtener
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dicho resultado. Afirma, ademas, que el estudio le permiti6 ver métodos empleados en la actividad

matematica avanzada.

Al respecto y de acuerdo con el autor, el método heuristico de Lakatos desarrolla la comprension
matematica y aun la actitud positiva de los estudiantes hacia ésta, pues por medio de la heuristica el
estudiante se involucra en situaciones que le cuestionan y le retan, situaciones que dejaran ver esa parte
interesante y emocionante de la actividad matematica la cual se desea rescatar. Igualmente, el autor del
presente proyecto piensa que otro valor agregado de la heuristica de Lakatos es que desarrolla el
pensamiento matematico e involucra al estudiante en situaciones similares a las que enfrentan los

profesionales e investigadores matematicos.

Como conclusion, en el articulo se afirman cuestiones interesantes e importantes con respecto al método
heuristico de Lakatos, no obstante se aprecia una insuficiencia en dos aspectos relevantes a dicho

método, que son:
e ;Cudl es el papel que desempefia el método en el desarrollo del pensamiento matematico?
e ;Cual es el aporte del método de Lakatos a la construccién de demostraciones formales?
Son dos preguntas que tienen un valor importante para la presente investigacion.
1.3.2. Proofs and refutations in the undergraduate mathematics classroom3:

Sean Larsen y Michelle Zandieh presentan un episodio de una clase de teoria de grupos para estudiantes
universitarios ilustrando el método de la invencidn guiada con procesos analogos a los que describe
Lakatos en su obra Pruebas y refutaciones. Los autores estan convencidos que la heuristica de Lakatos

llevada al aula de clase da mas sentido a la actividad matematica.

3 Larsen, S., & Zandieh, M. (2008). Proofs and refutations in the undergraduate mathematics classroom. Educational Studies
in Mathematics, 67(3), 205-216.
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Dentro de los objetivos de los autores del articulo esta el explorar la utilidad del método de Lakatos de
Pruebas y refutaciones en la reinvencion de la matematica. Esta reinvencion se puede pensar como re-
descubrir el conocimiento matematico en el aula de clase de manera andloga a como surgid
histéricamente. Este concepto de reinvencidn guiada se atribuye al trabajo de Freudenthal, quien creé la
teoria de educacion matematica denominada educacién matematica realista (EMR) en la cual la
matematica es pensada como fruto de una actividad humana que puede ser recreada por el estudiante

en el aula.

Los autores afirman que el episodio de clase se penso en primer lugar desde |a teoria de la matematica
realista, no fue sino después de la experiencia que observaron procesos analogos a los que Lakatos
describe en su obra. Concretamente los autores sugieren que los procesos que Lakatos llama monster-

barring, exception-barring y proof analysis pueden servir de apoyo para generar situaciones en las que

se revienten las matematicas.

Freudenthal afirma que la matematica usualmente es ensefiada como un producto ya acabado, en
palabras de Lakatos, en un estilo deductivista. Dicha metodologia esconde los procesos del
descubrimiento matematico. Freudenthal asegura que los estudiantes deben reinventar las matematicas

por ellos mismos y los autores aseveran que el método de Lakatos es (til para tal re-descubrimiento.

El episodio de clase, como se menciond anteriormente, se desarrolla en un curso de teoria de grupo, en
donde se reinventa un teorema del &lgebra abstracta. Los estudiantes buscan las condiciones suficientes
para garantizar que un subconjunto de un grupo es de nuevo un grupo. Los autores ilustran cémo los
procesos que describe Lakatos en las dos situaciones histéricas mostradas en su obra Pruebas y

refutaciones surgen en el aula de clase en la reinvencion del teorema.

En las situaciones historicas del descubrimiento matematico que relata Lakatos surgen diversas etapas,

la primera de las cuales es la aparicion de la conjetura primitiva. Por ejemplo, en el siglo XVIII se cuestiond
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si el limite de una sucesion convergente de funciones continuas era también continua. Después aparecid
la demostracion, en este caso atribuida a Cauchy. En la tercera etapa aparecen los contraejemplos
globales que fueron trabajo de Fourier. Luego, se dieron tres posibles respuestas al contragjemplo,

monster-barring, exception-barring y proof analysis, y por Ultimo se llegd a la restructuracion de la

conjetura y de la demostracion.

Estas mismas etapas son las que los autores analizan en el aula de clase, afirmando que la matematica
puede ser redescubierta en el salon de clases a través de una actividad andloga a la realizada

histéricamente por los grandes matematicos en el descubrimiento del conocimiento.

Algunas conclusiones y consideraciones importantes de los autores son que la heuristica de Lakatos
proporciona un ambiente en el cual la actividad matematica cobra sentido. En el salén de clase cuando
los estudiantes se ven responsables del desarrollo de las ideas matematicas, la actividad se vuelve
fuertemente similar a la realizada por los grandes matematicos. Las matematicas pueden ser
reinventadas en el salon de clase a través de procesos analogos a los descritos por Lakatos en Pruebas
y refutaciones. El método de Lakatos puede ser beneficioso y adaptado a la educacion matematica, y
dicho método le da sentido a la actividad matematica en la cual los estudiantes son activamente

involucrados en el desarrollo de las ideas matematicas.

Se pretende que en el modelo didactico que el autor plantea en la presente tesis los estudiantes empleen
la heuristica de Lakatos en la demostracion de teoremas y en la resolucién de problemas en general de
la matematica discreta. También se desea explorar la incidencia de la heuristica en un curso de
matematicas discreta. Se piensa que el curso resultarad motivador si en él los estudiantes se comprometen
e involucran en la actividad matematica, los conceptos se construyen de manera mas robusta, y se
recrean situaciones similares a aquellas de los matematicos profesionales, desarrollando asi el

pensamiento matematico.
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La heuristica de Lakatos llevada al aula de clase se considera como una herramienta que permite que el
estudiante siempre esté pensando. Si los estudiantes se involucran en la actividad matematica los
resultados que se obtienen de dicho compromiso son prometedores y es precisamente el método de

Pruebas y refutaciones un puente hacia dicho compromiso.
1.3.3. Examining the Method of Proofs and Refutations in Pre-Service Teachers Education34

Fatih Karakus y Mesut Butun inician su articulo exponiendo opiniones de diferentes investigadores que

han llevado la teoria epistemoldgica de Lakatos al aula de clase.

Reichel (2002) asevera que las matematicas no deben ensefiarse como un conjunto de verdades
absolutas estructuradas a traves de un conjunto de axiomas, sino que se debe comenzar con problemas,
conjeturas y estrategias. Atkins (1997) asegura que el método de Lakatos proporciona estrategias para
involucrar a los estudiantes en la solucion de problemas, y en crear un ambiente en el cual los estudiantes

razonan matematicamente, se comunican matematicamente y hacen conexiones matematicas.

Sriraman 2006 afirma que uno de los objetivos globales del profesor de matematicas es mostrar a los
estudiantes las conexiones entre los diferentes topicos de la matematica, y que, al respecto, el ambiente
basado sobre conjeturar, demostrar y refutar ayuda al profesor a cumplir este objetivo. Por otra parte, el
método proporciona una oportunidad a los estudiantes para mejorar su conocimiento usando un método

inductivo en lugar de uno deductivo.

Larsen y Zandieh 2008 concluyeron que el método es una herramienta til para el ambiente en el aula en

el cual los estudiantes participan activamente y mejoran su pensamiento.

34 Karakus, F., & Bitlin, M. (2013). Examining the method of proofs and refutations in pre service teachers education. Bolema:
Boletim de Educagéo Matematica, 27(45), 215-232.
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En este estudio Fatih Karakus y Mesut Butun tienen como propésito principal analizar la discusion que
tienen profesores en formacién entorno a una conjetura, en un ambiente que es estructurado sobre la

base del método de Lakatos. Dos cuestiones de investigacion se formulan.

e ;Coémo funciona el método de Lakatos?

e ;Qué ocurre durante las etapas del método?

La investigacion se llevd a cabo con 24 profesores en formacion en educacion en mateméatica elemental.
La relacion entre el perimetro y el area de un rectangulo fue la conjetura a considerar. Para su analisis
los autores tuvieron en cuenta la categorizacion que hacen Larsen y Zandieh 2008 en términos de las

respuestas de los estudiantes durante la actividad matematica.

e Monster-barring. Se rechaza el contraejemplo, el cual no se constituye un ejemplo verdadero del

concepto relevante. Se evidencia cuando se aclara o modifica un concepto fundamental

e Exception-barring. La conjetura se modifica cuando surge un contraejemplo sin hacer referencia

a la demostracion.

e Proof-analysis. La conjetura se modifica con el fin de que la demostracién funcione mas que

simplemente excluirlo del dominio de la conjetura.

Las categorizaciones anteriores surgieron durante el episodio de clase descrito por Fatih Karakus y Mesut
Butun, clase que fue llevado a cabo por medio del método de Lakatos. Aseguraron que los estudiantes
demostraron, probaron sus demostraciones, crearon contragjemplos, modificaron la conjetura, y pronto
ellos completaron los pasos en la formacion del conocimiento matematico de acuerdo a la filosofia

falibilista de Lakatos.

Los autores concluyeron que el método puede ser usado como estrategia de ensefianza. Los estudiantes

experimentaron la produccién del conocimiento matematico sin usar un texto o un experto.
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Es importante sefialar que el proyecto de investigacion desarrollado por el autor de esta tesis pretende
analizar otros aspectos ademas de los que en este estudio se mencionan sobre el método de Lakatos
llevado al aula de clase. Cuestiones como ;de qué manera repercute el método en el desarrollo del
pensamiento matematico?, ¢en la actitud del estudiante?, ;en las creencias acerca de la matematica? y

ien el aprendizaje de conceptos robustos de la matematica discreta? son analizadas en detalle.
1.3.4. Proofs and Refutations as a Model for Defining Limit 35

Swinyard y Larsen describen la manera como estudiantes universitarios razonan acerca de la definicién
formal de limite. Los autores aseveran que pocas investigaciones se dirigen hacia cémo se formalizan los
conceptos intuitivos. Se disefiaron dos experimentos de ensefianza con cuatros estudiantes quienes
tenian una comprension robusta informal de limite, mostraban interés por la construccion de las ideas

matematicas y ninguno de los cuales habia visto antes la definicion épsilon-delta de limite.

En ambos experimentos los estudiantes tenian que generar una definicién precisa de limite. Los
estudiantes intentaron matematizar su comprension informal de limite siguiendo muy de cerca las etapas
descritas por Lakatos. En otras palabras, en esta ocasion no se pretendia que los estudiantes
demostraran una conjetura, que es cémo la heuristica de Lakatos se aplica en Pruebas y refutaciones,

sino que generaran definiciones precisas siguiendo esa heuristica.

Aunque el problema inicial consistia en definir puntualmente el significado del limite de una funcion en un
punto x = a, debido a su complejidad y siguiendo a los métodos de Polya, se sugirié primero definir el

limite de una funcién cuando x tiende a infinito, esto es, definir lim f(x) = L.
X—00

35 Swinyard, C.; Larsen, S (2010). Proofs and refutations as a model for defining limit. In: annual conference on research in
undergraduate mathematics education, 13th, 2010, Raleigh, NC. Proceedings... Raleigh, North Carolina: RUME, 2010. p.
1-12. Available at: <http://sigmaa.maa.org/rume/crume2010/>. Accessed at: Nov. 2015.
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En primer lugar los estudiantes realizaron dibujos de ejemplos y no ejemplos de limite y aparecio la
primera definicion conjeturada de los estudiantes: “sobre el intervalo (b, oo ) la funcidn necesita acercarse

a algun valor finito L”.

De acuerdo a Zaslavsky los estudiantes desarrollaron definiciones de conceptos a través del proceso de

monster-barring, no obstante Swinyard y Larsen aseguran que los estudiantes se involucran también en

el proceso que Lakatos denomina proof analysis.

Basicamente el proceso inicia con una definicion conjeturada, surgen contraejemplos y los estudiantes
aplican monster-barring donde un resultado del proceso es la clarificacion o modificacion de una definicidn
subyacente, por ejemplo, a través de diversos ejemplos y no-ejemplos los estudiantes sintieron la

necesidad de clarificar el significado de acercarse a un valor L.

Después de refinar la definicidn surgian nuevos contragjemplos y los estudiantes se involucraban también
en el proceso de proof-analysis. Por ejemplo, en algun punto los estudiantes construyeron la siguiente
definicion: “cuando x toma valores mas grandes entonces la distancia |L — y| decrece”. Aparece el
contraejemplo y en lugar de excluir el contraejemplo se revisa la definicion conjeturada y se analiza por
qué el contraejemplo es problematico. Este proceso Swinyard y Larsen lo asimilan con el de proof-

analysis.

Todo el proceso se puede resumir en:

Se presenta la definicién

Se pone la definicion a prueba

Surgen contraejemplos

Se aplican los procesos de monster-barring y proof-analysis
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e Se modifica la definicion

e Se repite el proceso.

Es importante resaltar algunas de las consideraciones de los autores respecto a los experimentos
realizados. Afirman que se proporcion6 un contexto donde los estudiantes fueron creativos ademas de
ser una situacion consistente con el método de Pruebas y refutaciones. Los estudiantes agradecieron lo
original de este tipo de método de ensefianza aprendizaje. EI método de Pruebas y refutaciones simula
las actividades que desarrollaron los grandes matematicos y finalmente, una idea muy valiosa de Larsen
y Zandieh, cuando los estudiantes se ven responsables del desarrollo de las ideas, la actividad

matematica puede ser fuertemente similar a la de los matematicos creativos.
Conclusiones parciales Capitulo 1

Este capitulo muestra diferentes publicaciones e investigaciones acerca de la matematica discreta, de la
heuristica de Lakatos en el aula de clase y de la ensefianza de la demostracion. Con respecto a la
matematica discreta se puede resaltar los siguientes aspectos: el primero es la caracteristica motivadora
de los problemas inmersos en esta rama de la matematica y el segundo son los esfuerzos realizados en
paises como Estados Unidos, para que esta asignatura sea parte integral del curriculo de matematicas,

sin embargo en Colombia se requieren mayores investigaciones.

Por otra parte, los anteriores articulos sobre la heuristica de Lakatos en el aula muestran como este es
usado en la construccion de definiciones y en la exploracion de conjeturas, en ramas como el célculo,
geometria y algebra abstracta. En esta oportunidad se pretende llevar el método de la heuristica de
Lakatos en un curso de matematicas discretas y analizar la relacion existente entre el método la resolucion

de problemas y la demostracion matematica.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Dos conceptos importantes que se deben tener en cuenta en el proceso de ensefianza y aprendizaje de
las matematicas son, por un lado, el entendimiento matematico y por otro el desarrollo del pensamiento
matematico. Harel, G (2005) hace una distincion entre maneras de entender y maneras de pensar,
distincion que se considera importante retomar en la presente investigacion. En primera instancia Harel

distingue tres actividades matematicas:
1. Comprensién del contenido matematico
2. Resolucion de problemas
3. Justificacion o refutacion de una afirmaciéon matematica
Dentro de estas actividades matematicas, las maneras de entender se refieren a:
e El particular significado que una persona le da a un concepto
e La particular solucion que una persona le da a un problema
e La particular justificacion o refutacion que una persona le da a una afirmacion matematica.
Por otra parte, la manera de pensar de una persona involucra estas tres categorias interrelacionadas:
e Creencias que la persona tiene de las matematicas
o Estrategias para resolver problemas
e Estrategias de demostracion.

Entre las maneras de pensar de una persona pueden encontrarse creencias como: “la solucion de un

problema no debe tomar mas de 10 minutos”; “la forma correcta de aprender matematicas es mirar una
demostracion formal y replicarla entendiendo los pasos légicos deductivos”; “resolver problemas me hace
mejor matematico”, etc. Por otra parte, algunas estrategias de resolucion de problemas que una persona

61



N,

aplica para una gran cantidad de problemas pueden ser: “los cuatro pasos de Polya”; “buscar palabras
claves dentro del problema”; “buscar ejemplos particulares”, “encontrar la solucién por tanteo’, entre
muchas otras mas. Por consiguiente, una idea importante de lo que significa desarrollar pensamiento
matematico es lograr un cambio positivo en la manera de pensar; por ejemplo, si una persona siempre
tiene como estrategia de resolucién de problemas el tanteo, el brindarle a través de la misma resolucidn
de problemas, estrategias mas eficaces, aporta un cambio en la manera de pensar y por ende en el
desarrollo del pensamiento matematico. Una de las hipotesis de la presente investigacién es que el
método de Lakatos proporciona no so6lo una nueva estrategia de resolucion de problemas que es la
heuristica en si misma, sino que ademas implica nuevas y mejoradas estrategias para la resolucion de
problemas, lo que significa que hay un avance en el desarrollo del pensamiento matematico. Es decir,
una caracteristica del desarrollo del pensamiento matematico es concebir toda una gama de estrategias
utiles, practicas, logicas, creativas e innovadoras a la hora de enfrentarse a un problema significativo. Por
otra parte, las estrategias utilizadas en varios problemas cuyas soluciones deben ser demostradas son
consideradas por Harel como maneras de pensar. No obstante, es necesario aclarar que Harel entiende

por demostracion aquel argumento que se utiliza para convencerse a si mismo y para convencer a otros.

El mejorar estas estrategias de justificacion hace parte del desarrollo del pensamiento matematico.
2.1. La demostracion matematica en el aula de clase

En segundo lugar, nos centramos en discutir acerca de la nocién de demostracion en matematicas. A
partir de la preocupacién por fundamentar la matematica que surgié en el siglo XIX, aparecieron las
escuelas logicista, formalista e intuicionista, que tenian puntos divergentes, pero también puntos en
comun, como por ejemplo ser rigurosos a la hora de establecer una demostracion, y se crea la idea que
una demostracion en matematicas es aquella que se presenta de manera rigurosa, restringiendo el papel

de la intuicién. Dieudonné (1971) matematico francés de la escuela Bourbaki afirmé:
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“aqui la necesidad absoluta desde ahora sobre cada matematico preocupado con la decencia intelectual
a presentar sus razonamientos en forma axiomatica, en una forma donde las proposiciones son limitadas
por virtud solamente de las reglas de la l6gica, toda evidencia intuitiva que pueden sugerir expresiones a

la mente sean deliberadamente ignoradas (traducido del inglés).”6

No obstante, otros puntos de vista mas recientes acerca de la demostracion no consideran que el aspecto
mas significativo de la matematica sea el razonamiento deductivo llegando a la demostracion formal. En
este punto se resalta el hecho de que, frente a una demostracién ensefiada exclusivamente a partir del
razonamiento deductivo, puede suceder que alguien entienda los pasos légicos sin poder juzgar el
significado de la misma. Entonces surgen preguntas como las siguientes. ; Como se le ocurri6 al autor
esa demostracion? ;Sera que tenia una mente sobrenatural? E irbnicamente la persona no quedara con
total conviccion de la veracidad de la demostracion. Por lo tanto, es relevante considerar puntos de vista
como el de Davis, (1986): una demostracion es un argumento necesario para validar una declaracion, un
argumento que puede asumir diferentes formas siempre y cuando sea convincente. Demostracion ha sido
descrita como un foro de debate. Por otra parte, parafraseando a Lakatos, 1976, las matematicas, de
hecho, crecen a través de una incesante mejora de suposiciones por especulacion criticismo, por la légica

de pruebas y refutaciones.

Estos dos puntos de vista de las matematicas y por ende de la demostracion matematica sugieren que
ésta es una actividad social, en la cual surgen hip6tesis, conjeturas, preguntas, supuestos, ejemplos,
contraejemplos y toda una gama de herramientas e interacciones sociales que la demostracién formal no

tiene en cuenta y es incapaz de reflejar.

3 Dieudonne, J. A, (1971), ‘Modem axiomatic methods and the foundations of mathematics’, in F. Le Lionnais (Ed.), Great
currents of mathematical thought (Vol. I), Dover, New York.
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A partir de estos puntos de vista de la demostracion surgen preguntas como: ¢ Debe ser descartada la
demostracion formal en la ensefianza de la matematica?; Y si es asi, acaso no es ésta una practica de
mucha relevancia dentro de la comunidad cientifica?; y ¢ Qué aspectos formales se deben, y cuéles no,

ensefar en el aula?

La presente investigacion tiene en cuenta ambos puntos de vista, pero con un énfasis predominante a la
matematica informal, a la demostracién desde el punto de vista de construccién a través del proceso
heuristico de pruebas y refutaciones. En este proceso se plantea una importante relacién con la resolucién
de problemas y con el desarrollo del pensamiento matematico, y finalmente después de toda una
construccion social de debate, preguntas, ejemplos, contragjemplos, refutaciones, demostraciones, etc.,
se dara paso a una demostracion que debe ser puesta a la critica del estudiante mismo, de sus
comparieros y del profesor, procurando evitar cualquier ambigiiedad y siempre con la opcion de mejorarla.
Dentro de las hipotesis planteadas se considera que la demostracion que se construye a través de un
proceso de debate social, de pruebas, ejemplos y contraejemplos proporciona al estudiante una visién

clara de la conjetura y de la demostracion ademas de potenciar el pensamiento matematico.
2.2. Pruebas y refutaciones. Lakatos

Imre Lakatos presenta una nueva vision epistemoldgica de la matematica. En los afios sesenta del siglo
pasado Lakatos escribe su tesis doctoral en la Universidad de Cambridge centrada en un dialogo
heuristico acerca de la formula de Euler y elabora dos articulos adicionales acerca de la logica de la
creacion del conocimiento matematico, recopilados postumamente en la obra titulada Pruebas y

refutaciones.

Pruebas y refutaciones es una obra que ataca el formalismo de Hilbert en el cual el conocimiento
matematico se construye a través de la axiomatizacién, definiciones rigurosas, teoremas vy

demostraciones formales; éstos ultimos se reducen a derivaciones aplicando reglas de transformacion
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especificas a formulas sin significado, a partir de férmulas primitivas. Aun en la metamatematica, Hilbert
exige que las demostraciones se presenten a través de un razonamiento légico deductivo partiendo de
los axiomas y definiciones, apoyandose en teoremas ya demostrados. Lakatos en cambio toma una
posicion epistemoldgica en la cual se muestra la construccion del conocimiento matematico de una
manera informal y empirica, de hecho, la matematica es concebida por Lakatos como una ciencia cuasi
empirica. “las matematicas no se desarrollan mediante un monétono aumento del nimero de teoremas
indubitablemente establecidos, sino mediante la incesante mejora de las conjeturas gracias a las

especulaciones y la critica, siguiendo la l6gica de pruebas y refutaciones™’.

En su obra Pruebas y refutaciones Lakatos critica la manera como algunos textos presentan el
conocimiento matematico, particularmente en el area del andlisis real. Sefiala que una de las
metodologias de estos textos es dar una definicidén, mirar algunos ejemplos y seguidamente dar un
teorema demostrandolo haciendo uso de la definicién dada y de otros teoremas ya establecidos, y
muestra como esto dista de la manera en que la comunidad matematica hace matematicas. Un ejemplo
de esta situacion que se ve frecuentemente en el aula de clase seria la siguiente. El profesor da una
definicion: “Decimos que una sucesion de funciones { fa} con n=1,2,3,..., converge uniformemente en E
hacia una funcion f si para cada € > 0 hay un entero N tal que n = N implica que |f,(x) — f(x)| <

€ para todo x € E.”8

Es importante sefialar que la definicién no es muy fécil de asimilar y ademés el estudiante no tendra
claridad sobre la razén de ser de la definicién. ¢ Por qué surge? ;De donde surge? ;Quién la planted?
Es probable que empiece a pensar que las definiciones surgen de la nada, o que algin matematico con

capacidades inimaginables e inteligencia incomprensible e incuestionable las haya propuesto. Mas de 30

37 Recuperado el dia 2 de marzo del 2015 del link: “http://revistasuma.es/IMG/pdf/30/125-130.pdf’
38 Rudin, W. (1964). Principles of mathematical analysis (Vol. 3). New York: McGraw-Hill.
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afos de debate, propuestas, contraejemplos, preguntas y conjeturas entre diferentes matematicos estéan
detras de esta definicion final aceptada por la comunidad cientifica. No es solo cuestién de considerar la
historia de la matematica, sino que en esta construccion de conocimiento, Lakatos se da cuenta, y permite

que sus lectores se den cuenta, de la heuristica empleada.

Volviendo a la situacién de clase, después de dar la definicion el profesor muestra algunos ejemplos de
sucesiones de funciones que convergen uniformemente y otras que no, y seguidamente se establecen

algunos teoremas junto con sus demostraciones. Por ejemplo,

‘La sucesion de funciones { fn }, definida en E, converge uniformemente en E siy solo si para cada € >

0 existe un entero N tal que m 2 N; n 2 N; x € E implica que |f;,(x) — fn ()| < .73
Ahora bien, se efectla el procedimiento con otros tres teoremas para finalmente obtener el siguiente:

“Si { fn } es una sucesién de funciones continuas en E, y si f;, — f uniformemente en E, entonces f

es continuaen E.”

Es una clase con un estilo deductivista la cual, como lo expresa Lakatos (1976), esconde la lucha y oculta
la aventura; la historia muestra que el problema se origin6 con la conjetura: “; Es la funcién limite de una
sucesion convergente de funciones continuas, continua?”. Por otra parte, una clase que tiene en cuenta
la heuristica de Lakatos se desarrollaria de la siguiente manera. Se inicia con la conjetura que originé el
debate, se hace una exploracion de la conjetura, se analizan los contraejemplos que expuso Fourier
teniendo en cuenta la definicion de Cauchy de continuidad, se analiza la demostracion que dio Cauchy
de la conjetura, y se expone el lema culpable respecto del cual los contraejemplos globales son también
locales. Luego se mejora la demostracion asi como la conjetura lo que da paso a la formulacién de un

nuevo concepto, la de convergencia uniforme.

39 Rudin, W. (1964). Principles of mathematical analysis (Vol. 3). New York: McGraw-Hill
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La epistemologia de la matematica desde el punto de vista de Lakatos muestra el crecimiento de esta
ciencia como proceso de la actividad humana y no se limita a mirar la matematica como un producto
finalizado que se da por arte de magia. Lakatos describe el estilo deductivista y el heuristico de la siguiente
manera: “El estilo deductivista desgaja las definiciones generadas por la demostracion de sus “pruebas-
antepasadas” y las presenta aisladamente de un modo artificial y autoritario. Oculta los contraejemplos
globales que han llevado a su descubrimiento. Por el contrario el estilo heuristico pone en el candelero
esos factores y hace hincapié en la situacién problematica: hace hincapié en la légica que ha dado a luz

el nuevo concepto.”0
Las etapas explicitas que son consideradas en el método heuristico de Lakatos, son*':
1. Se formula una conjetura primitiva.

2. Se pone la conjetura a prueba (un experimento mental o argumento aproximado, que

descompone la conjetura primitiva en subconjeturas o lemas).
3. Surgen contraejemplos globales (contraejemplos de la conjetura primitiva).

4. Se reexamina la demostracién. El “lema culpable”, respecto al que el contragjemplo global es un

contraejemplo local, queda identificado.

Estos cuatro estadios constituyen la parte esencial del andlisis de la demostracién. Otros estadios a

considerar son los siguientes.

5. Se examinan las demostraciones de otros teoremas por si el lema recientemente descubierto o

el nuevo generado por la demostracion apareciese en ellos.

40 | akatos, 1. (1976). Proofs and refutations. Cambridge: Cambridge University Press. Pag 168.
4! Ibidem Pag 149-150.
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6. Se comprueban las consecuencias aceptadas hasta el momento de la conjetura original ya

refutada.

7. Los contragjemplos se convierten en ejemplos nuevos; se abren nuevos campos de

investigacion.

La siguiente grafica es una buena explicacion del proceso de la heuristica de pruebas y refutaciones:

Heuristics in Proofs and Refutations

Conjecture/
Theorem

[
\VA

Demonstration/
Proof

e Lemma Conceptual

I - ] incorporation refinement
Proof anal ysis il l

Local counterexample

>
—

Global counterexample

Formal theory

Figura 17. La heuristica en pruebas y refutaciones4

Lakatos describe algunos métodos importantes a los que el estudiante puede recurrir para responder
cuando se enfrenta a un contraejemplo en el proceso de considerar una conjetura. El primero es el
monster-barring, el cual es una manera de excluir un contraejemplo no considerandolo como verdadero
dentro del dominio de ésta, lo cual implica la aclaracién de un concepto inmerso en la conjetura. El

segundo es exception-barrring en el cual no se desecha el contraejemplo, pero tampoco la conjetura; este

método permite modificar la conjetura dentro de un dominio de validez. Y por ultimo, se tiene el método
de pruebas y refutaciones en el cual se distingue entre contragjemplos globales y locales con la finalidad

de incorporar un lema en la conjetura.

42 Recuperado el 7 de Marzo del link: http://hps.elte.hu/~kutrovatz/LakatosEng.pdf
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El trabajo de Lakatos es la base para el presente trabajo de investigacion. Cada problema presentado a
los estudiantes se desarrollaré teniendo en cuenta las etapas de la heuristica junto con el énfasis en la
justificacion coherente. En este orden de ideas, propuesto un problema, se abre un espacio para que los
estudiantes lo exploran, lo entienden y lo analizan; después de esta fase exploratoria el propésito es que
se socialicen las diversas estrategias. Muchas variables pueden surgir en este punto, no obstante, una
primera etapa de la heuristica se hace observable: la etapa exploratoria. Ahora bien, de las diferentes
estrategias pueden surgir conjeturas construidas por los propios estudiantes; éstas son fundamentales
para seguir adelante en las etapas de pruebas y refutaciones. Se socializa la conjetura y se inicia una
tercera etapa, buscar contraejemplos a la conjetura o una demostracion o una justificacion logica y
convincente. En este punto pueden surgir los métodos de monster-barring y exception-barrring. Si en
alguin momento algun estudiante propone una demostracion de la conjetura quizas el método de pruebas
y refutaciones se evidencie. Por lo tanto, la demostracion y la conjetura se mejoran y se escriben
formalmente. Quizas no se puedan desarrollar todas las etapas de la heuristica en un problema, pero

siempre se buscara la oportunidad para llegar lo mas lejos posible.
2.3. Matematica discreta

La matematica discreta es una rama de la matematica que en términos generales trata fenémenos
discretos y procesos finitos en oposicion a las funciones continuas y limites infinitos que son el soporte
principal del calculo y andlisis clasico (Hart, Eric 1990). La definicion de Monaghan y Orton (1994) la
“describe como la matematica que trata conjuntos contables como los nimeros naturales y los racionales,
mientras que la matematica continua se preocupa por los conjuntos no-contables como los numeros
reales”. Rosen (2004) sefiala que es la parte que se dedica al estudio de los objetos discretos y que los

tipos de preguntas que se resuelven haciendo uso de la matematica discreta incluyen:

e ;De cuéntas formas se puede elegir una clave de acceso a un equipo informatico?
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e ;Cuél es el camino mas corto entre dos ciudades usando un sistema de transporte?

e ;Cuantas direcciones validas de internet existen?

Retomando las anteriores definiciones, podemos resumir diciendo que la matematica discreta se focaliza

en procesos Y conjuntos numerables.

Dentro de los topicos que diferentes autores incluyen en un curso de matematica discreta se encuentran
las siguientes descripciones. Maffioli (1987) “incluye en un curso de matematica discreta la logica
matematica, teoria de conjuntos, estructuras algebraicas, algebra booleana, teoria de grafos,
combinatoria y teoria de computacién”. (Hart, 1985) incluye la légica matemética, teoria de grafos, teoria
de numeros, algebra lineal y abstracta, algoritmos y probabilidad”. Los Principios y Estandares de la
Matematica Escolar del NCTM integran tres importantes topicos de la matematica discreta: combinatoria,
iteracion y recursion, y teoria de grafos. Como se observa son varios los topicos que un curso de
matematica discreta puede abordar, y basado en ello se han seleccionado los temas que se van a
considerar en el curso de la presente investigacion, a saber, combinatoria, teoria de grafos, induccion
matematica, teoria de juegos, y problemas transversales a otras areas como a la geometria, teoria de

numeros, teoria de conjuntos, y algebra, entre otras.

Ahora bien, la matematica discreta es ampliamente aplicada en areas como los negocios y la industria
ademas en otras areas como ‘la geologia, quimica, gestion empresarial, informatica e ingenieria’, (Roa
2001). Rosenstein, Fransblau y Roberts (1997) enumeran una variedad de aplicaciones, asegurando que
los topicos de matematica discreta “son usados en tomar decisiones en negocios y administracion, por
trabajadores en campos como telecomunicaciones y computo cuyo propésito es la transmision de

informacion, en biologia, quimica y transporte. Cada vez mas, la matematica discreta es el lenguaje de
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un amplio cuerpo de la ciencia y constituye la base para la toma de decisiones que los individuos hacen

en su propia vida, en su profesion y como ciudadanos™.

Como se acaba de mencionar, la matematica discreta es una rama bastante aplicada en otras areas de
conocimiento, pero su importancia no se acaba alli. En los Estandares del NCTM (2000) se afirma que
‘la matematica discreta debe ser una parte integral del curriculo de matematicas”, es decir, que debe ser
un area transversal a todas las demas ramas de la matematica. Sin embargo, para la escuela secundaria
puntualmente en los Estandares se hace alusion a la ensefianza y comprension profunda de las técnicas
de conteo. EI NCTM asevera que la matematica discreta posee caracteristicas particulares muy
importantes. Por ejemplo, Hart (2008) sefiala que “esta rama no sélo incluye contenido matematico
relevante sino que es un poderosos vehiculo para la ensefianza y aprendizaje de los procesos
matematicos, y ademas sus contenidos son interesantes lo cual logra motivar a los estudiantes hacia el
quehacer matematico”. Hart agrega que el “trabajo con matematica discreta fortalece en el estudiante
habilidades de razonamiento, demostracion, resolucion de problemas, comunicacion, conexion y
representacion de distintas maneras”.4* Algunos otros autores estan de acuerdo en este punto afirmando
que la “matematica discreta es una excelente herramienta para mejorar las habilidades del pensamiento
y de resolucion de problemas™5. lan Anderson, Glasgow (2004) sefiala que quizas el campo de la
matematica discreta puede ofrecer méas problemas desafiantes pero accesibles para lograr que los
estudiantes se interesen por la matematica. La perspectiva de Debellis, V. y Rosenstein, J. (2004) es que

la matematica discreta deber ser vista no solamente como una coleccidn de nuevos e interesantes topicos

43 Rosenstein, J.G., Franzblau, D., & Roberts, F. (Eds.). (1997). DIMACS Series in Discrete Mathematics and Theoretical
Computer Science: Discrete mathematics in the schools. (Vol. 36). American Mathematical Society and National Council
of Teachers of Mathematics. (cita traducida al espafiol por el autor de esta tesis)

44 Hart, E. W. (2008). Navigating through discrete mathematics in grades 6-12. Principles and Standards for School
Mathematics navigations series. Reston, VA: Author.

45 Rlvera-Marrero, O. (2007). The Place of Discrete Mathematics in the School Curriculum: An Analysis of Preservice Teachers'
Perceptions of the Integration of Discrete Mathematics into Secondary Level Courses, tesis de doctorado, Virginia
Polytechnic Institute and State University. Blacksburg, Virginia.
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de matematicas, sino como un vehiculo para que los profesores fomenten una nueva manera de pensar
acerca de los topicos de la matematica tradicional y nuevas estrategias para comprometer a sus
estudiantes con el estudio de la matematica. Existe un acuerdo entre los diferentes autores en afirmar
que los problemas de la matematica discreta son accesibles, motivadores y retadores, y por lo tanto se

constituyen en herramienta para lograr que el estudiante se interese por la matematica.

Ahora bien, aunque diversos educadores matematicos consideran importante la ensefianza de la
matematica discreta en la escuela, aun no es desarrollada dentro de la préactica del profesor de
matematicas. Debellis y Rosenstein (2004) publican un articulo en el cual dan cuenta del status de la
matematica discreta en las escuelas estadounidenses y aseguran que los profesores no estan
familiarizados con esta area. Por otra parte, son pocas las investigaciones que hasta el momento se
tienen acerca del aprendizaje y ensefianza de esta rama de la matematica, y ain menos se han llevado
a cabo en el nivel superior. Los diferentes articulos, como se puede observar en el estado del arte,
discuten acerca de la importancia de la matematica discreta a nivel de la educacion primaria, secundaria

y media.

Hasta este punto es claro que la matematica discreta desempefia un rol importante en otras ciencias asi
como en la matematica misma. Ademas, existe una estrecha relacion con la resolucién de problemas
que, puede argumentarse, es la principal actividad matematica, y esta relacion se da en cuanto la
matematica discreta proporciona problemas que envuelve al estudiante en una significativa actividad. El
rol que desempefiara la matematica discreta de acuerdo a todo lo anteriormente mencionado, esta en
permitir buscar, analizar y preparar problemas que puedan motivar al estudiante debido a su simplicidad

para entenderlos pero al reto que constituye resolverlos.

72



2.4. Resolucion de problemas

‘La resolucion de problemas siempre ha sido el corazon de la actividad matematica™s. Diversos autores
han considerado la actividad de la resolucién de problemas fundamental en el proceso del aprendizaje
de la matemética. Entre ellos se pueden destacar Kilpatick (1967); Schoenfeld (1985,1992); Krulik y
Rudnik (1987), Lesh y Harel (2003), Borasi (1986); Rico (1988) Carrillo (1995); Puig (1996); Campistruos
y Rizo (1996); Gonzélez (1998); Cobo y Fortuny (2000); Socas (2001); Koichu, Berman y Moore (2003);

Pochulu y Rodriguez (2012), entre muchos otros.

Algunas cuestiones que se consideran alrededor y a partir de la resolucion de problemas son: qué es
un problema?, jcual es su importancia en la educacién matematica?, ;cual es el rol del docente bajo
esta perspectiva?, ;qué caracteristicas debe tener un buen resolutor de problemas? Para intentar
responder a estas preguntas, se remitira a dos autores que han contribuido de manera trascendental a la
teoria: George Polya y Miguel de Guzman. En particular se centrara la atencion en tres referencias

tedricas: How to solve it* y Mathematics and plausible reasoning*® de Polya y Para pensar mejor4° de

Miguel de Guzman.

Polya (1973) asegura que tener un problema significa buscar de forma consciente una accion apropiada
para lograr un objetivo claramente concebido pero no alcanzable de forma inmediata. Ahora bien, quien

se sumerge en la resolucion de problemas obtiene diversos beneficios intelectuales y emocionales.

Polya (1973) menciona que la solucién a un gran problema es un gran descubrimiento, pero hay pequefios

descubrimientos en cualquier problema resuelto. Cualquier problema por modesto que sea, si es

4 J. M. Sigarreta, J. M. Rodriguez & P. Ruesga (2006). La resolucién de problemas: una vision historico-didactica

47 Polya, G. (1973). How to Solve It: A New Aspect of Mathematical Method. Stanford University, second edition, Princeton
University Press. Princeton, New Jersey.

48 Polya, G. (1990). Mathematics and plausible reasoning: Induction and analogy in mathematics (Vol. 1). Princeton University
Press.

49 De Guzman Ozamiz, M. (2006). Para pensar mejor: desarrollo de la creatividad a través de los procesos matematicos.
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desafiante para el resolutor, lo sumerge en una verdadera actividad mateméatica en la cual se experimenta

la tensidn, en ocasiones la frustracion, el desafio y finalmente el sabor de triunfo del descubrimiento.

La resolucién de problemas entonces se convierte en una herramienta que tiene el profesor para
involucrar y motivar al estudiante a comprometerse con la actividad matematica. Polya (1973) asegura
que, si se desafia la curiosidad de los estudiantes a través de problemas proporcionales a su
conocimiento, orientdndolos con cuestiones estimulantes, entonces, se puede generar gusto por este
quehacer e independencia de pensamiento. Es mas, el afirma que las matematicas se vuelven deseables
como cualquier hobby estimulante. Aunado a esto, quien se interesa en ser un mejor resolutor de

problemas mejora su pensamiento y razonamiento matematico.

Polya (1990) distingue entre dos tipos de razonamiento: el demostrativo y el plausible. El primero se
refiere a los procesos deductivos por los cuales se establece un enunciado matematico como verdadero.
El producto final de una conjetura matematica se resume en un teorema con su respectiva demostracion

lo que conlleva todo un trabajo a priori denominado como razonamiento plausible. “...ciertamente

aprendemos a demostrar pero también aprendemos a conjeturar”0

El pensamiento plausible esta directamente relacionado con la creatividad matematica, en el cual se
experimenta, se conjetura, se explora, se analiza, se formulan y reformulan ideas matematicas, esto con
el fin de darle solucion a una afirmacién matematica. La relacion entre la resolucion de problemas vy el
razonamiento plausible es evidente. Se pretende que el estudiante mejore su creatividad matematica a
través del trabajo auténomo; esto se fomenta a través de la propuesta de problemas interesantes,

motivadores y retadores. Polya (1990) refuerza lo anterior diciendo que el uso efectivo del razonamiento

% Polya, G. (1990). Mathematics and plausible reasoning: Induction and analogy in mathematics (Vol. 1). Princeton University
Press.
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plausible juega un rol esencial en la resolucion de problemas. Algunos tipos de razonamiento, como el

inductivo y el analégico, son clasificados por Polya (1990) dentro del razonamiento plausible.

La induccidn comienza con la observacion de algunos casos sencillos los cuales generan una conjetura,
luego se intenta descubrir la veracidad de ésta. Para este propdsito se exploran casos mas complejos
para observar cdmo se comporta la conjetura. Los casos particulares precedentes a la formulacion de la

conjetura y los posteriores son denominados como suggestive y supporting respectivamente. Polya

(1990) asegura que se debe tener una actitud inductiva, esto quiere decir que se debe estar listo para
revisar cualquiera de las creencias y tener la capacidad de cambiar una creencia cuando hay una razon

convincente para hacerlo, pero no se debe cambiarla, aunque sea sin sentido, sin una buena razén.

La analogia es un tipo de similitud, por ejemplo, el triangulo y la piramide se pueden mirar como figuras
analogas en el sentido que, en un plano dado un segmento y un punto que no esta en el segmento, luego
todos los segmentos unen el punto con un punto del segmento forman un tridngulo. Ahora, considere un
poligono en el espacio y un punto fuera del plano del poligono, los segmentos que unen el punto con el
poligono forman una piramide. El rol que desempefia la analogia es observar la conjetura en casos
analogos. Siendo categorizada la analogia como razonamiento plausible, desempefia un rol importante

dentro de la resolucion de problemas y especificamente en el proceso de conjeturar.

El libro de Miguel de Guzman (2006) “Para pensar mejor” abarca un tépico denominado la actividad
subconsciente en la resolucion de problemas; en él se describen algunas anécdotas en el cual grandes
matematicos resuelven u obtienen una idea brillante en un momento ajeno a la actividad matematica.
Estas iluminaciones surgen después de un largo periodo pensando en determinado problema. Se puede
aseverar que, al atrapar al estudiante con un problema estimulante, estas iluminaciones pueden surgir

evidenciando asi el desarrollo de la creatividad matematica.
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Ahora bien, con respecto al rol que desempefia el docente en el aula de clase, Polya (1976) dice que la
tarea méas importante que tiene es ayudar al estudiante, la cual es bastante ardua. Principalmente sugiere
que el docente fomente el trabajo independiente, pero sin llegar a dejar al estudiante completamente solo;
para lograr esto es necesario comprender cdmo esta pensando el estudiante con el fin de guiarlo a través
de preguntas cuidadosamente construidas. Para un buen desempefio del rol del profesor es fundamental
también conocer dos aspectos, el primero es qué caracteristicas debe tener un buen resolutor de

problemas y qué sugerencias pueden ayudar al estudiante a solucionar un problema dado.

Miguel de Guzman (2004) enuncia algunas caracteristicas que un experto tiene en la resolucién de
problemas, entre las cuales se tienen: Una actitud inicial sana, una preparacion adecuada para afrontar
el problema, la disponibilidad de estrategias variadas, una constante atencion a la iluminacion, inspiracion

o intuicién, y una perseverancia tenaz.

De Guzman (2004) describe también las reglas de Descartes, las cuales son los procedimientos a realizar

de un buen resolutor de problemas, y que incluyen las siguientes.
e Conviene estimar la magnitud de los problemas que nos enfrentamos.
¢ Ante un problema conviene ensayar herramientas propias originales.
e Conviene reducir lo complejo a lo simple.

e Para adquirir una buena destreza en el arte de la resolucion de problemas conviene ejercitarse

en recorrer con método los caminos que ya han sido descubiertos por otros.

e Elexperto en la resolucion de problema permanece abierto a la utilizacién de todos los recursos

del entendimiento, de la imaginacion, de los sentidos y de la memoria.
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Ahora bien, tanto Polya como de Guzman describen algunas fases o estrategias que el resolutor debe
tener en cuenta. Por un lado, Polya enuncia cuatro etapas: comprender el problema, disefiar un plan,

llevar a cabo el plan y mirar hacia atras.

De Guzman por otra parte enuncia estas etapas: familiarizarse con el problema, buscar estrategias
diversas, empezar por lo facil, experimentar, realizar un esquema, figura o diagrama; buscar un problema
semejante, suponer el problema resuelto, llevar adelante la estrategia, revisar el proceso y sacar

conclusiones.

Las caracteristicas, estrategias y sugerencias descritas anteriormente son de suma importancia en el
desarrollo de la presente investigacion, pues la resolucion de problemas es un aspecto clave dentro de
los objetivos de la tesis. Las etapas tanto de Polya como de de Guzman seran tenidas en cuenta por el
docente y por los estudiantes en el aula de clase; esto quiere decir que el investigador prudentemente,

clase a clase fomentara dichas fases.

Por otra parte, el método de Lakatos y la teoria de resolucion de problemas se relacionan claramente. Al
proponer un problema a los estudiantes, se inicia con una fase exploratoria y en este punto todas las
recomendaciones, sugerencias, fases, consejos que Polya y de Guzman enuncian se ponen en préctica,

desde las sugerencias del rol del docente hasta las que se formulan para ser un buen resolutor.

El razonamiento plausible de Polya se evidencia en el aspecto informal de la heuristica de Lakatos, tal es
el caso por ejemplo de la induccion. Este aspecto informal, tal como lo muestra tanto Lakatos como Polya,
es de suma importancia en la resolucion de problemas y en la construccion del conocimiento matematico.
Para la presente investigacion es un aspecto totalmente crucial. La teoria formal de Lakatos, la ultima
etapa que se identifica en el proceso, es analogo al razonamiento deductivo de Polya y es también tenido

en cuenta, pues seria trascendental llegar hasta este punto en el aula de clase.
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2.5. ¢ Que son las matematicas? Una perspectiva desde la filosofia y la matematica

En esta seccion se analizan las posturas del matemético Timothy Gowers y del fildsofo Carlo Celucci
relacionadas con la cuestion de si el hacer matematicas y el método fundamental de las matematicas es
resolver problemas o construir teoria (demostrar teoremas). Como se apreciara la posicién de Gowers es

relativa mientras que la posicién de Celucci es absoluta. Gowers en su articulo “The Two Cultures of

Mathematics™* realiza una distincion entre aquellos matematicos cuyo principal objetivo es resolver
problemas y aquellos cuya preocupacion primordial es la comprension y la construccién de teorias,
dejando en claro Gowers que todo matematico se dedica a las dos facetas de la actividad matematica.
Gowers utiliza dos afirmaciones para seleccionar una de ellas y asi indicar a cual grupo pertenece el
matematico que elige. Si el proposito de solucionar problemas es para comprender mejor las
matematicas, el matematico esta situado dentro del grupo de los que privilegian la construccion de teoria,
pero si el proposito es comprender las matematicas para capacitarse y ser un mejor resolutor de
problemas, €l esta situado entre los que enfatizan la solucion de problemas. Celucci por otra parte en su

articulo “Is Mathematics Problem Solving or Theorem Proving?™2 discute desde un punto filoséfico la

naturaleza de las matematicas. En su concepto, decir que la esencia de la matematica es solucionar
problemas esta fuertemente ligado con (o quizas equivalente a) decir que el método de las matematicas
es el analitico, mientras que asegurar que la matematica es esencialmente demostrar teoremas expresa

el punto de vista que el método de las matematicas es el método axiomatico.

Tanto Celucci como Gowers coinciden que es innegable que desde la praxis del matematico las

matematicas involucran ambas actividades. Al respecto Celucci asevera:

51 Gowers, W. T. (2000). The two cultures of mathematics. Mathematics: frontiers and perspectives, 65.
52 Cellucci, C. (2015). Is Mathematics Problem Solving or Theorem Proving?. Foundations of Science, 1-17.
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“desde el punto de vista de los matematicos esta respuesta deberia ser perfectamente justificada porque,
en su practica los matematicos solucionan problemas y demuestran teoremas (traducido del inglés).”s® y
Gowers escribe: “ asi que cuando yo digo que los matematicos pueden ser clasificados dentro de os que
construyen teoria y resuelven problemas, yo estoy hablando acerca de su prioridad, mas que decir que

ellos estan exclusivamente a solo un tipo de actividad matematica (traducido del inglés).”*

Aunque hay una estrecha relacion entre el contenido de los dos articulos, también existen diferencias.
Gowers, siendo matematico, muestra la diferencia entre las dos culturas y concluye que ambas son de
igual importancia para el desarrollo de la matematica, aunque se preocupa porque una parte
preponderante de la comunidad matematica enfatiza la construccidn de teorias. En cambio, Celucci, quien
es filosofo, argumenta que desde una perspectiva filoséfica los dos puntos de vista del método
matematico son opuestos. Celucci finalmente concluye que solamente el punto de vista que la matematica

es solucionar problemas es sostenible.

La postura de Gowers se analiza desde la matematica pura. Una primera apreciacion que hace Gowers
es que los que construyen teorias aseguran que esta actividad es el nucleo de la matematica y temas
como la combinatoria no son altamente relevantes para los objetivos principales a los que apuntan las
matematicas. También Gowers afirma que los temas de moda son aquellos en los que se enfocan los
constructores de teoria. Gowers, por medio de su articulo, rechaza las criticas que se hacen a los temas
que son menos reconocidas y enfoca sus argumentos en defensa de la combinatoria. Sin embargo, afirma

que estas mismas ideas se aplican a otras areas.

53 Cellucci, C. (2015). Is Mathematics Problem Solving or Theorem Proving?. Foundations of Science, 1-17.
5 Gowers, W. T. (2000). The two cultures of mathematics. Mathematics: frontiers and perspectives.

79



Ahora bien, algunas de las criticas que Gowers menciona son que la combinatoria es un conjunto de
problemas aislados que carece de direccion, que le falta profundidad, que las ideas no tienen nexos

interesantes con otras areas de las matematicas y que varios de los resultados no tienen aplicaciones.

Ante la critica que la combinatoria no tiene una estructura en el sentido de establecer definiciones y
axiomas para luego empezar a desarrollar teoremas y proposiciones, Gowers asegura que la prioridad
en la combinatoria es resolver problemas asi que el combinatorista estara enfocado en entender los
resultados en este campo con el fin de mejorar sus habilidades como resolutor de problemas. Las ideas
importantes en combinatoria no aparecen como teoremas sino como principios generales de amplia
aplicabilidad, principios que incrementan el poder matematico del resolutor de problemas; y ademas
muchos problemas que han parecido imposibles de resolver se tornan casi triviales a través de estos

nuevos principios.

Por otra parte, ante la critica de que la combinatoria es una asignatura superficial, esto en el sentido del
poco conocimiento de fondo que se necesita para lograr resultados significativos, a diferencia de otras
ramas como la teoria de nimeros algebraicos, en la cual un teorema se juzga profundo porque requiere
establecer una cadena de muchos otros resultados, Gowers afirma que aunque no hay una formal
dependencia entre dos resultados, existe una dependencia en el sentido que la demostracion de un
resultado no hubiese tenido éxito sin ser consciente del principio general aplicado en otro resultado, y por

lo tanto el &rea de la combinatoria como un todo progresa.

Por otra parte, Gowers escribe que esta rama de la matematica es altamente aplicada en la computacién
ademas de campos de la misma matematica como la probabilidad, el analisis armdnico, la geometria de

espacios de Banach, entre otros.

Como conclusién, los aspectos claves de la postura de Gowers son: (1) existe esas dos culturas en el

quehacer de los matematicos profesionales; (2) €l considera que tanto el quehacer de los teéricos como
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el de los resolutores es importante; y (3) que es importante que esa asimetria se supere de modo que los
resolutores de problemas aprendan un poco mas de teoria y los tedricos sean mas tolerantes con aquellos

que no saben sobre lo que es la cohomologia. Tales esfuerzos enriquecen ambas culturas.

Celucci, por otro lado, analiza la cuestion de si la matematica es esencialmente solucionar problemas o
demostrar teoremas. Para esto discute si el método de las matematicas es el método analitico o el método

axiomatico.

El método analitico es el método en el cual, para enfrentar un problema, se buscan algunas hipétesis que
sean condiciones suficientes para solucionar el problema. Las hipdtesis se convierten en un nuevo
problema que debe ser solucionado de esta misma manera; por lo tanto, la solucion al problema se
convierte en un proceso potencialmente infinito. EI método analitico involucra tanto reglas deductivas

como no deductivas.

Por otra parte, el método axiomatico tiene como objetivo la justificacion a través de conexiones logicas.
El método axiomético es la presentacion final y el fundamento completo y Iégico del conocimiento, segun

Hilbert, y es por ello que el método axiomatico merece el primer lugar.

En el siglo XX, Hilbert, por medio de una serie de articulos, busco formalizar la mateméatica a través de
un sistema que estuviese libre de paradojas y que fuese completo. La preocupacion de Hilbert se focalizd
totalmente sobre la justificacion de resultados ya encontrados. En el contexto de este trabajo, el método
matematico sostenible fue el método axiomatico, luego para Hilbert las matematicas era demostrar

teoremas.

El trabajo de Gddel en el mismo siglo fue fundamental para descartar el método axiomatico como el

método de las matematicas, esto debido a:
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1.

El punto de vista que el método de las matematicas es el axiomatico requiere que toda la
matematica consista de la deduccion de enunciados a partir de axiomas dados. El primer teorema
de incompletitud de Godel asegura que existen enunciados que son ciertos pero no podran ser

deducidos de los axiomas.

El método axiomatico requiere que el conocimiento matematico resulte de la deduccién con base
en enunciados que se haya probado son consistentes. El segundo teorema de incompletitud de
Godel implica que la consistencia que cualquier formalizacion suficientemente amplia en

matematicas no puede ser demostrada por medios absolutamente fiables.

Los teoremas de incompletitud de Godel no sélo refutan el punto de vista que el método de matematicas

es el método axiomatico sino que proporcionan evidencia para el punto de vista que el método de

matematicas es el método analitico. Esto debido a:

1.

En el método analitico la solucién a un problema es obtenida por medio de hipdtesis no
necesariamente pertenecientes al mismo campo. Dado que primer teorema de incompletitud de
Godel implica que la solucidn a un problema de un campo dado puede requerir hipétesis de otro
campo, este resultado proporciona evidencia para el punto de vista que el método de las

matematicas es el método analitico.

El segundo teorema de incompletitud de Gddel no asume que la solucién a un problema es
definitiva, cierta y segura. En el método analitico las hipétesis para la solucién de un problema
son solamente provisionales, plausibles e inciertas, por consiguiente, ninguna solucién a un
problema puede ser absolutamente cierta. De nuevo se proporciona evidencia que el método de

las matematicas es el método analitico.

Celucci concluye, por lo tanto, que matematicas es resolver problemas, especificamente solucién de

problemas a través del método analitico.
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Gowers proporciona un punto de vista desde la matematica pura acerca de las dos culturas inmersas en
este campo y concluye que ambas deben tener la misma importancia. Celucci desde un punto de vista
filosdfico concluye que las matematicas es solucionar problemas. Ahora bien, ¢ cual es la perspectiva que
sobrevive en la educacion matematica? Esta es una pregunta que el autor del presente trabajo de

investigacion desea comenzar a responder.
Conclusiones parciales capitulo 2

Se presentaron las fuentes teoricas centrales para el desarrollo de la presente investigacion. En primer
lugar presenta como la demostracion matematica s ha llevado al aula de clase como un producto acabado
siguiendo reglas deductiva. Una metodologia alterna se desea aplicar en esta investigacion y analizar su
impacto. La seccion 2.2 describe y resume la vision epistemoldgica de la matematica de Lakatos. La
resolucion de problemas es otro punto central para el desarrollo de la presente investigacion. Se
referencia el trabajo de Polya y Miguel De Guzman en el cual proporcionan una vision del importante
papel que esta desempefia en la ensefianza y aprendizaje de la matematica y describen las
caracteristicas que debe tener un buen resolutor. En la ultima seccion, se muestra dos posturas acerca
de lo que son las matematicas, Celucci por un lado asegura que la matematica desde un punto filoséfico
es en su esencia solucionar problemas y Gowers por otra parte concluye que tanto los resolutores de
problemas como los constructores de teorias en la matematica desempefian un rol importante. Con el
presente trabajo de investigacion se pretende dar un aporte en cuanto a estas posturas desde la

perspectiva de la educacion matematica.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION
3.1. Escenario

Para el desarrollo de esta investigacion se tomd como grupo de estudio estudiantes de la licenciatura en
matematicas y de ingenieria de sistemas de la Universidad Antonio Narifio en la ciudad de Bogota,
Colombia, matriculados en el curso de Matematica Discreta ofertado por la Facultad de Ciencias y el
programa de Licenciatura en Matematicas. El curso tiene una duracion de un semestre académico con

seis horas semanales de clase.
3.2. Participantes

Los participantes en el estudio correspondiente fueron en total seis, de los cuales cinco pertenecian al
programa de licenciatura en matematicas y uno al de ingenieria de sistemas. Las edades de los
integrantes del grupo oscilaban entre los 22 a los 32 afios. Todos los seis estudiantes estudiaban y
trabajaban simultdneamente. Al grupo se propuso investigar la conjetura numero 1 (que mas adelante
se describe) y se desarrollaron topicos de combinatoria, teoria de grafos y por ultimo algunos pocos de

teoria de juegos.
3.3. Método de investigacion

En relacidn con el enfoque metodoldgico, la investigacion se ajusta a un enfoque cualitativo, el cual desde
un punto de vista muy general describe detalladamente todos los datos obtenidos a través de
observaciones, entrevistas, encuestas, entre otros, que se han aplicado en una rama determinada del
conocimiento, como son las ciencias humanas, naturales y fisicas. En el presente trabajo de investigacion
las observaciones se realizaron en el aula, se registraron en video y se elaboraron diversas relatorias de
clase. Adicionalmente, se disefiaron dos diferentes encuestas y una entrevista, todo esto con el fin, tal

como lo describe el enfoque cualitativo, de recolectar datos para posteriormente analizarlos.
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Otra caracteristica del enfoque cualitativo es su caracter inductivo (de lo particular a lo general); el
investigador se sumerge dentro de una comunidad para observar ciertos patrones que surgen por los
medios mencionados, de la observacién, encuestas, entrevistas o cualquier otro instrumento de
recoleccién de datos para a partir de ellos hacer un anélisis profundo que contribuye a generar elementos
tedricos. Esterberg [2002] denomina ésta Ultima una teoria fundamentada teniendo en cuenta que el
investigador plantea un problema de investigacién, y aunque el procedimiento no sea sistematico, el
problema puede refinarse durante las etapas de recoleccion, implementacion y analisis de resultados.
Los métodos de recoleccion de datos no son estandarizados, aunque existen métodos comunes como la
observacion, la entrevista, la encuesta y el diario de campo. Las hipétesis en el enfoque cualitativo estan
sujetas a cambios durante el proceso de investigacion. “Los estudios cualitativos pueden desarrollar
preguntas e hipdtesis antes, durante o después de la recoleccion y el analisis de los datos™® (Sampieri,

2010).

El enfoque cualitativo permitira retomar y analizar datos a través de los mecanismos que anteriormente
se mencionaron, con el fin de obtener informacion detallada acerca de como la heuristica de Lakatos
funciona en el aula de clase, especificamente en el escenario y con los participantes que inicialmente se
describieron. La encuesta nimero 2 y la entrevista permitiran describir observaciones hechas frente a
asuntos puntuales, como por ejemplo la actitud del estudiante hacia la metodologia basada en la
heuristica de Lakatos, el contraste con otras metodologias desarrolladas en clase y su (nueva) percepcion
de la matematica. Por otra parte, las tareas de los estudiantes, las clases registradas en video y las
relatorias de clase contribuyen para describir el alcance en objetivos como la repercusion de la heuristica
en el entendimiento y la construccion de demostraciones, como herramienta eficaz para la resolucion de

problemas en general y el desarrollo del pensamiento matematico. A través de esta informacion

55 Hernandéz Sampieri, R. (2009) Metodologia de la Investigacion (México, Mc Graw Hill).
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recolectada y analizada, finalmente el enfoque cualitativo permitira generar una nueva teoria, en este
caso concreto, la generacion y valoracion de un modelo didactico para la ensefianza de la matematica

discreta en el nivel superior.

El investigador realiza una busqueda de literatura de diversos autores que han publicado sobre
problematicas similares a la planteada en la presente investigacion; no obstante, la revision de literatura
se puede complementar en cualquier etapa de la investigacion. Esta etapa del método cualitativo se ha
hecho efectiva en el Capitulo 1 del trabajo de investigacion (Estado del arte). A continuacién, se presenta
un grafico explicativo de las etapas del enfoque cualitativo tal y como éste se desarrollo; es importante
sefalar que las etapas no van en una direccion, sino que es posible, y a veces necesario, devolverse a

etapas anteriores (ver Grafico 2).

Fase 2 Fase 3
Fase 1
Planteamiento Inmersién
Idea del inicial en el
problema campo
Fase 9 Fase 4
Elaboracidn Literatura existente Concepcin
del reporte de (marco de referencia) del disefio del
resultados estudio
Fase 8 Fase 6 Fase 5
Recoleccion Definicion de la
Interpretacion de de los datos muestra inicial
resultados del estudio
Fase7 y acceso a ésta
Anilisis
de los datos

Figura 18. Investigacion Cualitativas®

% Hernandéz Sampieri, R. (2009). Metodologia de la Investigacion. México, Mc Graw Hill.
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3.3.1. Investigacion por estudio de casos

El estudio de casos es un método de investigacion importante para el desarrollo de las ciencias humanas
y sociales. Constituye un campo para entender los fenomenos educativos. Para Yin (1989) “el estudio de
caso consiste en una descripcion y analisis detallados de unidades sociales o entidades educativas
Unicas™’ Para Stake (1998) “es el estudio de la particularidad y de la complejidad de un caso singular,

para llegar a comprender su actividad es circunstancias concretas™s.

Latorre sefiala las siguientes ventajas del uso socioeducativo del estudio de casos: 5

Puede ser una manera de profundizar en un proceso de investigacion a partir de unos primeros

datos analizados.

e Es apropiada para investigaciones a pequefia escala, en un marco limitado de tiempo, espacio
Y recursos.

e Es un método abierto a retomar otras condiciones personales o instituciones diferentes.

e Esde gran utilidad para el profesorado que participa en la investigacion. Favorece el trabajo
cooperativo y la incorporacion de distintas dpticas profesionales a través del trabajo
interdisciplinar; ademas, contribuye al desarrollo profesional.

e Lleva ala toma de decisiones, a implicarse, a desenmascarar prejuicios o preconcepciones,

etc.
3.4. Observacion y grabacion

La observacion fue un primer instrumento para la recoleccién de informacion, éste tuvo lugar en el aula

de clase durante el desarrollo del curso de Matematica Discreta en la Universidad Antonio Narifio con

57Yin, R. (1989). Case Study Research. Design and Methods. London, SAGE.
% Stake, R. E. (2005). Investigacién con estudio de casos. Madrid, Morata
59 | atorre, A. Del Rincon, D. Arnal, J. (1996). Bases metodoldgicas de la investigacion educativa.
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estudiantes que se encuentran entre el quinto, sexto y séptimo semestre de la licenciatura en matematicas
y de la ingenieria de sistemas. Se complementd la observacion por medio de un diario de campo

(relatorias de observacion), clases registradas en video, dos encuestas y una entrevista.
3.4.1. Encuesta numero 1.

Con el fin, no solo de recolectar datos sino de justificar el problema, se realiz6 una encuesta de entrada
a estudiantes de la licenciatura de matematicas y de carreras de ingenieria de la Universidad Antonio

Narifio, con preguntas abiertas adicionales. Los resultados se procesaron por medio del método Delphi.
Preguntas abiertas

1. ;Cémo puede mejorar en ese proceso de demostracion matematica? (Analice si alguna
metodologia, estrategia, situacion o técnica fue adecuada para entender cémo hacer una

demostracion.)

2. Escriba el problema matematico que ha llamado totalmente su atencion. Cuando lo intentd

resolver o lo resolvié describa cdmo fue su experiencia.
3. ¢ Cual seria su consejo para que el aprender matematicas sea por interés personal?

4. Piense en la mejor metodologia que usted ha vivenciado de un curso de matematicas. Describa

dicha metodologia.
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Tabla 1. Primer encuesta realizada a estudiantes de ingenieria y licenciatura en matematicas.

Encuesta 1

A continuacidn encontrarg una serie de preguntas relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas. Por favor, conteste desde la perspectiva de su experiencia como estudiante.

Carrera:
Semestre:

Marque con una X, en el cuadro de acuerdo a los siguiente criterios:
FA: Fuertemente de acuerdo A: de acuerdo
AD: Ni de acuerdo ni en Desacuerdo D: En desacuerdo

FD: Fuertemente en desacuerdo

Descripcion o identificacidn de cada elemento del
cuestionario FA A AD D

Sila Universidad propone que en los cursos de
matematicas se debe ensefiar a demostrar, cual es
su postura al respecto.

Se le facilita construir demostraciones matematicas

Alguna metodologia en particular lo ha motivado o lo ha
ayudado a construir demostraciones

Ha realizado demostraciones en matematicas

En alguna ocasién se ha propuesto resolver algin
problema matematico lograndolo después de un
largo periodo de tiempo.

Piense en el problema matematico que mas le ha llamado
la atencion. Lo intento resolver porque su profesor se
lo exigio.

Se siente fuertemente motivado a encontrar la solucién de
un problema que lo rete intelectualmente.

Piensa que puede llegar a sentirse motivado por el estudio
de la matematica.

Se ha sentido cdmodo con la metodologia de los cursos de
matematica del colegio

Se ha sentido cdémodo con la metodologia de los cursos de
matematica de la Universidad

Alguna metodologia lo ha cautivado e involucrado en el
estudio de la matematica.
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3.4.2. Encuesta nimero 2

El propésito de la encuesta numero 2 es recoger datos acerca de la metodologia llevada a cabo en el

curso de matematicas discretas. Para este fin, la encuesta se aplicé a los estudiantes al finalizar el

semestre. La encuesta se analizd bajo la teoria del método Delphi.

Tabla 2. Encuesta 2 realizada a los estudiantes del curso

Encuesta 2

A continuacion encontrara una serie de preguntas relacionadas con la metodologia que se llevé a cabo en el curso de matematicas discretas.

Conteste por favor desde su perspectiva como estudiante.

Nombre:

Carrera: Semestre:

Marque con una X, en el cuadro de acuerdo a los siguiente criterios: FA: Fuertemente de acuerdo A: de acuerdo AD: Ni de acuerdo nien

Desacuerdo D: En desacuerdo FD: Fuertemente en desacuerdo

Descripcion o identificacion de cada elemento del
cuestionario

La manera como se llevo el curso de matematicas discretas
implicd una mejor comprension de los conceptos.

Los problemas trabajados durante el curso despertaron su
curiosidad matematica

El curso de matematicas discretas le ha aportado a su
formacion personal como resolutor de problemas

El curso le ha aportado para mejorar en la construccion de
demostraciones.

La demostracion es algo que se debe ensefiar y aprender en los
cursos de matematicas

La metodologia llevada a cabo en el curso de matematicas
discretas tuvo aspectos diferentes a otras metodologias.

La metodologia del curso le comprometié y le motivé hacia el
estudio de las matematicas.

Los problemas que implican un reto para el estudiante son
fundamentales en un curso de matematicas.
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3.4.3. Entrevista

La entrevista se define como “una reunion para conversar e intercambiar informacion entre una persona
(el entrevistador) y otra (el entrevistado) u otras (entrevistados) ™. El tipo de entrevista que se realizé fue
semi estructurada, por lo cual se quiere decir que en ella se tuvo una lista de preguntas guia, pero el
entrevistador también tuvo la libertad de introducir preguntas segun lo requeria la situacién con el fin de

aclarar alguna idea o concepto.
Entrevista

1. ¢ Puede describir algun problema del curso junto con la forma de abordarlo frente al cual se haya

sentido fuertemente motivado por hallar la solucion?
2. Respecto a las demostraciones matematicas:
a. ¢las considera importantes?
b. ¢se le facilita realizarlas? y
c. ¢como considera que se puede mejorar en este proceso?

3. ¢Cual es su apreciacion de la experiencia de proponer una conjetura para ser desarrollada

durante el semestre?

4. ;Puede encontrar diferencias entre la metodologia utilizada en el curso de matematicas discretas

y los otros cursos de matematicas que ha cursado en la universidad?

5. ¢ Puede resaltar algun aspecto metodoldgico del curso que mas le haya llamado la atencién?

o

Identifique, si en su criterio las hay, dos debilidades y dos fortalezas de la metodologia del curso.

60 Hernandéz Sampieri, R. (2009) Metodologia de la Investigacion (México, Mc Graw Hill).
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7. Describa qué le aporté el curso en la construccion de demostraciones matematicas.
8. ¢Qué le aportd como estudiante y como persona el curso de matematicas discretas?
3.5. Disefio del curso de matematica discreta

El curso de Matemaética Discreta se llevo a cabo con estudiantes de la Licenciatura en Matematicas y de
Ingenieria de Sistemas de la Universidad Antonio Narifio, modalidad presencial, y tuvo los siguientes

topicos generales:
e Combinatoria
e Teoria de grafos
e Teoria de juegos
e Problemas transversales a otras ramas de la matematica.

El curso tuvo una intensidad de seis horas semanales y duracion de un semestre académico; las seis
horas se distribuyeron en tres dias (que se designaron Dia 1, Dia 2, Dia 3) cada uno con un disefio

especifico y con una duracion por dia de dos horas.

3.5.1. Diseiio del curso en tres etapas
Cada uno de las teméticas anteriores se estructurd en tres etapas, cada una de las cuales se correspondia

a una sesion de clases en un dia especifico. Cada una de ellas se denomin¢ Dia 1, Dia 2 y Dia 3.

En los Dia 1 se expusieron los conceptos propios de las teorias que componen la matematica discreta,
desarrollando algunos ejercicios y problemas con el fin de que los estudiantes se familiarizaran con ellos.

Dentro de los topicos a tratar se incluyeron la combinatoria, la teoria de grafos y la teoria de juegos.

Enlos Dia 2 la manera de llevar la clase fue a través de la formulacidn de dos o tres conjeturas, problemas

que los estudiantes organizados en grupos exploraron, analizaron, propusieron, conjeturaron y
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demostraron. Esto se llevd a cabo teniendo en cuenta la heuristica de Lakatos. El trabajo frente a cada
conjetura se socializd, y cada grupo de estudiantes mostrd sus soluciones con el propésito de que los
grupos restantes las analizaran e intentaran buscar contraejemplos globales y/o contraejemplos locales
0 aceptar la demostracién como valida dentro del grupo. A continuacién, se da un ejemplo del tipo de

problema que se les propuso a los estudiantes.

e (Cual es el numero de todas las posibles configuraciones cuando n balones idénticos son pintados

con a lo mas k colores?

El problema, ademas que permite explorar y conjeturar, muestra la modelaciéon como herramienta util en

la resolucién de problemas.

Teniendo en cuenta la heuristica de Pruebas y refutaciones de Lakatos, un aspecto importante a
considerar es el planteamiento de una primera conjetura la cual la llamamos “la conjetura principal”. Se
formuld un problema disefiado especificamente para el curso y se plante6 el problema a los estudiantes
buscando trabajar en esta conjetura desde el primer dia de clase. En efecto, los estudiantes trabajaron
en su solucién a lo largo del semestre académico, los avances hacia el planteamiento de una conjetura 'y
el analisis y revision de ella se discutié en un espacio de 30 minutos todas las semanas en el Dia 3. El
propdsito de mostrar los avances es retroalimentar la propuesta de cada estudiante a través de las
opiniones del grupo de compafieros y del docente, retroalimentacion que constituye en uno de los pilares
de la heuristica de Lakatos quien plantea que el conocimiento matematico es una construccion social en
la cual la indagacion, la exploracion, los contraejemplos (globales y locales) y la validacién son otros

ingredientes presentes en las diferentes oportunidades de intercambio social.

En otras palabras, la conjetura principal giré en torno a la solucién de un problema interesante, motivador
y bastante retador, en el estudio del cual el estudiante exploro, conjeturd y demostrd, y en cuyo contexto

tuvo un acercamiento a la actividad que los matematicos profesionales ejercen en su profesion, es decir,
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alo que realmente es la actividad matematica. Se ha llevado a cabo el curso, no planteando el aprendizaje
de contenidos y productos finalizados, sino de tal modo que el estudiante ha trabajado como un
investigador que descubre, experimenta y demuestra a través, no sélo del razonamiento deductivo, sino
de la dedicacion y el compromiso. En este orden de ideas, la heuristica de Lakatos se convierte en una
herramienta para el desarrollo del pensamiento matematico. Tres problemas diferentes se pensarony se

disefiaron con el propdsito de servir como conjetura principal.

Es importante tener en cuenta que los problemas fueron disefiados por el autor de la presente tesis, se
exploraron y se analizaron cuidadosamente con el fin de evidenciar la pertinencia de éstos para ser

desarrollados durante un semestre.

Asi las cosas, los Dias 3 tuvieron dos propdsitos, uno, como se menciono anteriormente, socializar los
avances en torno a la conjetura principal y, otro, dedicar tiempo a solucionar problemas interesantes de

la matematica discreta transversales a otras areas del conocimiento.

La distribucion del curso se realizé de acuerdo a los objetivos de la investigacion. Los Dias 1 son claves
para el desarrollo de la tematica del curso, aspecto importante para cumplir con los objetivos, no obstante,
es de considerar que algunos de los resultados de la teoria no se expusieron en una clase magistral, sino
que fueron los estudiantes quienes los exploraron y propusieron demostraciones, esto con el fin de llevar
una metodologia de acuerdo a la heuristica de Lakatos. En los Dias 2 se propusieron problemas cuyos
objetivos fueron observar cdmo éstos motivaron a los estudiantes hacia la actividad matematica, observar
como, al permitir que el estudiante explorara y fuese auténomo en su pensamiento y estrategias,
contribuian a fomentar el razonamiento plausible y a la aparicidn de las etapas de la heuristica de Lakatos,
y a su vez como éstas contribuian al desarrollo del pensamiento matematico. El propésito de los Dias 3
es analogo a los Dias 2, sin embargo, los problemas no necesariamente estaban de acuerdo a la teoria

vista en el Dia 1 inmediatamente anterior, sino que se trataron de problemas en los cuales el estudiante
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tenia que recurrir a conocimientos en otras areas. Los estudiantes exploraban y socializaban las
estrategias a utilizar, lo que permitié que diversas conjeturas surgieran y, por lo tanto, se tenia un nuevo
problema a solucionar. En cada problema se buscé que las etapas de la heuristica de Lakatos surgieran,
desde la parte inductiva hasta llegar a tener una demostracion formal refinada por los mismos estudiantes

y el docente.

3.5.2. Actividades para el Dia 1

En el Dia 1, se espera que los estudiantes manejen definiciones, principios, propiedades y teoremas de
las tematicas que se estén impartiendo durante todo el curso. Por otra parte también, se pretende que
los estudiantes exploren algunos teoremas de la teoria a través de la heuristica de Lakatos. En el anexo
5 se detallan los temas que en el curso se ven junto con los problemas y teoremas que se proponen en

el Dia 1.

3.5.3. Actividades para el Dia 2

Para el Dia 2, se espera que las definiciones, propiedades teoremas y en general la teoria se refuerce
a través de problemas retadores que involucren al estudiante en la actividad matematica. Se espera que
a través de los problemas que se proponen los cuales se detallan en el anexo 5 se evidencie las etapas
y procesos del método heuristico de Lakatos. Esto permitira observar la manera como la heuristica se

convierte un vehiculo para la resolucion problemas y para el desarrollo del pensamiento matematico.

3.5.4. Actividades para el Dia 3

En el Dia 3 el presentan problemas de la matematica discreta transversales a otras areas del
conocimiento matematico. Los problemas estan organizados segun el criterio del autor del presente
estudio por niveles de dificultad, esto con el propdsito de involucrar a todos los estudiantes en la actividad
matematica y llevar a cada estudiante a su mejor nivel posible. Los problemas fueron cuidadosamente

escogidos con el objetivo que motiven al estudiante a la exploracion y a buscar sus propias estrategias
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para darles solucidn, ademas que se evidencien las etapas del método heuristico en la resolucién de

estos. En el anexo 5 se enuncian todos los problemas que se proponen para desarrollarlos en este Dia.

Conclusiones parciales Capitulo 3

En este capitulo se concluye que el método de investigacion es de tipo cualitativo bajo un enfoque de
estudio de casos. La encuesta numero 1 fue de pregunta cerrada combinada con la pregunta abierta y la
numero dos de pregunta cerrada. La primera tenia como objetivo recoger informacion sobre la vision de
los estudiantes de ingenieria y licenciatura en matematicas acerca de la demostracion matematica y la
resolucion d problemas. En La encuesta dos se recogieron informacion importante sobre los aspectos
metodoldgicos del curso de matematicas discretas. La entrevista fue semi-estructurada y se aplic6 para
detallar y puntualizar aspectos de la manera como se llevé el curso. Por otra parte se dan los pormenores
del curso en cuanto tiempo, espacio y metodologia los cuales muestran la estructura en la cual se utilizara

la heuristica de Lakatos.
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CAPITULO 4. ANALISIS Y DISCUSION DE LOS RESULTADOS

En el presente capitulo se exponen los resultados de la investigacion, teniendo en cuenta los diferentes

aspectos de la metodologia empleada, asi como los objetivos planteados en la misma.

La presentacion y andlisis de los resultados incluyen tres partes principales: la primera esta relacionada
con las etapas de la heuristica de Lakatos, la segunda es el anélisis de la encuesta nimero 2 (ver Capitulo
3) aplicada al grupo, y la tercera versa sobre los objetivos general y especificos propuestos en el trabajo

de investigacion.
4.1. Etapas de la heuristica de Lakatos

De acuerdo con el disefio del curso de matematica discreta, se abordaron los aspectos tedricos en los
Dias 1, de modo que cualquier desarrollo de las etapas heuristicas de Lakatos observado frente a la
demostracion de teoremas de la teoria seria observable en los Dias 1. A pesar de las acciones del docente
para abrir espacios para que tal desarrollo pudiera darse, no se observo avances en las etapas de Lakatos
en las clases correspondientes a los Dias 1. Es mas, a pesar de notar avances de los estudiantes en el
proceso de demostracion, aun en el escenario de demostrar la correccion de sus soluciones a los
problemas propuestos en los Dias 2 y 3, estos avances demostrativos no revelan el desarrollo pleno que
deben tener en el despliegue de las etapas de la heuristica de Lakatos. En cambio, tanto en los problemas
(retadores) resueltos en los Dias 2, como en los problemas que involucraron extension a otras areas de
la matematica resueltos en los Dias 3, como en los avances continuos en el estudio y solucion de la
conjetura principal, fueron abundantes los avances observados en el desarrollo de las etapas de la

heuristica de Lakatos en los estudiantes como se mostrara a continuacion.

Asi las cosas, se puso en claro que las etapas y procesos del método heuristico descrito por Lakatos en

su obra Pruebas y refutaciones pueden surgir en el aula de clase cuando los estudiantes se involucran
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en un trabajo independiente y motivador. A continuacién se describe detalladamente cada etapa y

proceso que surgio en el curso llevado a cabo.
4.1.1. Naive testing (Parte exploratoria)

Esta primera etapa aparece cuando el estudiante empieza a explorar un problema propuesto; aqui, de
acuerdo también a las etapas de Polya, es donde se empieza a comprender el problema. El permitir, el
promover, que el estudiante explore es parte clave de la teoria de la resolucién de problemas de acuerdo
a Miguel de Guzman y a Polya. Algunas estrategias, como mirar ejemplos particulares, experimentar,
realizar diagramas, entre otras, surgieron naturalmente en el estudiante. Esta etapa inicial se evidencio
en el cien por ciento de los problemas que se propusieron. Un ejemplo claro de ello se examina a
continuacién con el propésito de apreciar el avance en la sofisticacion de la etapa exploratoria a lo largo

del curso.
Ejemplo 1. Estudiante 3.

El Estudiante 3 muestra en la Figura 19 la manera en que trabaja la induccion en la parte exploratoria.

Figura 19. Trabajo del estudiante 3.
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El problema que el Estudiante 3 desarroll6 fue el siguiente: Una composicion de un numero entero n = 1
es una manera de escribir n como suma ordenada de enteros positivos. Por ejemplo, hay 8 composiciones

de 4 que son:

1+1+1+1, 2+1+1, 14241, 14142, 143, 3+1, 2+2, 4.
Sea C(n) el numero de composiciones de n. Hallar una férmula para C(n). Ahora consideremos g(n) como

el nimero total de partes que hay en todas las composiciones de n. Por ejemplo, g (4) = 20. Hallar g(n).

La formula de C(n) la deduce el Estudiante 3 rapidamente explorando con los primeros cinco enteros
positivos. La segunda parte la explora de manera similar, mirando algunos ejemplos particulares. No
obstante al no observarse un patron inmediato, el estudiante empieza a detallar y descomponer los
ejemplos para analizar la regularidad existente. En la Tabla 1 se observa como el estudiante halla g(n)
con los primeros 5 nimeros e intenta descomponer los numeros de tal forma que se pueda evidenciar el

patrén. Organiza los nimeros de la siguiente manera:

Tabla 3.Exploracion de un problema

n 1 2 3 4 5

g(n) 1 3 8 20 48

g(n) - g(n-1) 2 5 12 28
Exploracion 2*2 +1 25 +2 2¥12+2M2

Esta es la forma como el estudiante explora el problema y cémo intenta hallar una férmula a partir de los
anteriores resultados, especificamente lo que el estudiante escribe se puede generalizar como g(n) = g(n
-1)+2(g(n-1)-g(n-2)+2n3=3g(n-1)-2g (n-2)+ 23, En la entrevista el estudiante se refirié al
problema como uno de los que mas le habia motivado y asegur6é que empled bastante tiempo para

solucionarlo.
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4.1.2. Conjeturar

Con frecuencia cuando los estudiantes se enfrentaban a un problema matematico, surgian inquietudes y
cuestiones en el camino a la solucidn de éste; estas preguntas se convertian en conjeturas y el problema

se re direccionaba. Veamos unas instancias de la formulacién de conjeturas.

Cuando los estudiantes abordaron el problema: “Hallar cuantos nimeros de tres cifras tienen la siguiente
propiedad: Si al nimero le restamos 297, se obtiene otro numero de tres cifras, con las mismas cifras,
pero en orden inverso™®!, se formuld la conjetura que el numero cumple con las condiciones dadas si y

solo si la resta de las centenas menos las unidades es 3.

En otra oportunidad, después de explorar ampliamente el problema siguiente: “Un grafo tiene 30 vértices
y cada vértice tiene 6 aristas. Encuentre el nimero total de triplas de puntos tales que cada par de puntos
esta unido o cada par de puntos no esta unido”, uno de los estudiantes conjetur6 que, dados dos grafos

con 30 vértices, cada vertice de grado 6 y conexos, entonces los grafos son isomorfos.

El total de problemas abordados en los Dias 2 y 3 fueron 31, en 17 de los cuales los estudiantes
conjeturaron en alguna manera. Algunas de las conjeturas se resolvian inmediatamente mientras que
otras trascendian en el sentido que requerian mas exploracion y analisis. Para relacionar las etapas de
la heuristica de Lakatos con las etapas de solucién de problemas de Polya y de Guzman, la conjetura
puede verse como el primer paso en el disefio de una estrategia de solucién al problema. Recordemos

que, una vez hecha la conjetura, ésta es examinada en busqueda de posibles contragjemplos.

61 Lo denotaremos Problema 1
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4.1.3. Contraejemplos

En cuanto a los contraejemplos que se presentaron durante el curso, de forma anéloga a las conjeturas
formuladas, algunos trascendian més que otros. Larsen y Zandieh describen tres posibles tipos de

respuesta que pueden darse cuando surge un contraejemplo.

a. Monster-barring

b. Exception-barring

c. Proof-analysis
El monster-barring no fue una etapa observada cuando un contragjemplo era expuesto; los estudiantes
no rechazaban el contraejemplo, sino que tendian a analizar lo que ocurre directamente en la conjetura.

En cambio, el exception-barring si fue caracteristica de la respuesta dada por los estudiantes al exhibir

un contraejemplo.

Para ilustrar esta afirmacion, veamos qué sucedié cuando uno de los estudiantes intentd resolver la
siguiente pregunta. Un estudiante del curso de matematica discreta afirma que si G = (V, E) es plano
entonces existe siempre un veértice v tal que grad (v) < 6. ;Qué piensa al respecto? A través de la
demostracion por contradiccion, asevera que si el grado de todos los vértices es mayor o igual a 6

entonces el grafo debe tener al menos 7 vértices. Sin embargo, se construye el siguiente contraejemplo.

Figura 20. Contraejemplo propuesto por un estudiante
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Este grafo es plano y el grado de cada uno de sus vértices es mayor o igual a 6, pero tiene tan solo tres
vértices. La respuesta del estudiante ante este contragjemplo fue modificar la conjetura (exception-

barring) agregando dos condiciones mas, a saber:

a. El grafo no es un multigrafo
b. El grafo no tiene lazos.

La respuesta de proof-analysis tampoco se evidencié durante la resolucion de los problemas.
4.1.4. Demostraciones

La creatividad y la coherencia eran dos caracteristicas que manifestaban los estudiantes cuando
justificaban sus procedimientos o resultados, y sin embargo se les notaba dificultad al momento de escribir
las ideas formalmente. Dada esta dificultad, es claro que se disminuy6 en gran manera la posibilidad de
que la respuesta de proof-analysis se evidenciara. A continuacién se ilustra la forma en la cual, en general,
los estudiantes presentaban sus justificaciones. Nuevamente, el problema a considerar es: Hallar cuantos
numeros de 3 cifras tienen la siguiente propiedad: Si al nimero le restamos 297, se obtiene otro nimero

de 3 cifras, con las mismas cifras, pero en orden inverso.

4 e 20
e ceer\ ol

, QA= CAD

Figura 21. Imagen del trabajo del estudiante 2
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En el primer parrafo, trabajando en grupo, los estudiantes caracterizan los numeros a, b, ¢, con el fin de
obtener las hipétesis detalladas del problema. Afirman que a =4y 1 < ¢ <6, sin embargo, la justificacion
es en efecto circular. Por otra parte, en el enunciado se quiere demostrar que, sia - ¢ = 3y si se cumplen
las condiciones dadas para a, b y c, entonces abc — 297 = cba. En el item 3, como se observa en la
anterior figura, escriben que en la resta abc — 297 = cba, entonces a + 7= ¢ + 10. La notacidn no es clara,
pues parece que utilizaran la premisa en la demostracion. Las ideas de los estudiantes no se reflejan en
su escritura, pues cuando el estudiante expone su solucién en el tablero se aclara el item 3 colocando
abc — 297 = xyz, y con las condiciones que se tienen para c, se concluye que z — 3 = ¢. Ahora con la
hipdtesis se concluye que z = a. En el resto de la demostracidn pasan situaciones analogas, lo cual ilustra

que formalizar las ideas, como se detalla en este problema, constituy6 una dificultad.
4.2. Actitud de los estudiantes y compromiso hacia la actividad matematica

La metodologia llevada a cabo en el curso de matematicas discretas repercutié de manera positiva en la
actitud del estudiante hacia la matematica. Por ejemplo, de acuerdo a la encuesta realizada a los

estudiantes al finalizar el curso, se resaltan dos afirmaciones, a saber:

a. Los problemas trabajados durante el curso despertaron su curiosidad matematica.
b. La metodologia del curso le comprometié y le motivo hacia el estudio de las matematicas.

La siguiente grafica muestra los resultados obtenidos en estas dos preguntas.
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4.5
3.5
2.5
1.5
0.5

PREGUNTA 2 PREGUNTA 7

FA mA mA-D

Grafico 1. Respuestas a las preguntas 2 y 7 de la encuesta 2. Fuente: elaboracion propia

La informacién muestra que la metodologia llevada a cabo despertd la curiosidad y los motivé hacia el

estudio de la matematica.

Por otra parte, de los cinco estudiantes entrevistados, se obtuvieron los siguientes resultados. En
respuesta a la primera pregunta: “;Puede describir algun problema del curso junto con la forma de
abordarlo frente al cual se haya sentido fuertemente motivado por hallar la solucion?”, el 100% describid
algun problema por el cual se sintieron fuertemente motivados. Dos de los cinco estudiantes afirmaron
que todos los problemas fueron motivadores y dos aseguraron que en particular se interesaron por
aquellos que constituian mas reto. Dos de ellos, por otra parte, afirmaron que la conjetura principal fue

un problema con un alto grado de motivacién.

De la pregunta numero 3 de la entrevista: “; Cual es su apreciacion de la experiencia de proponer una
conjetura para ser desarrollada durante el semestre?”, se obtuvieron los siguientes resultados. EI 100%
de los estudiantes entrevistados estuvieron de acuerdo que ésta constituye una estrategia interesante y
motivadora para proponer como estrategia pedagogica. Como ilustracion de sus comentarios al respecto,
uno de los estudiantes respondio: “me fue muy bien, fue en la que mas me enfocaba, el reto lo asumi

personal y eso hace que se motive mas a los estudiantes”.
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4.2.1 Estudiante 1

El Estudiante 1 estudia licenciatura en matematicas y trabaja como docente en un colegio privado.
Durante el curso el estudiante se mostré interesado a pesar de la dificultad que evidencié en la resolucion
de problemas. En la entrevista manifestd que los problemas que constituian un reto le demandaban
bastante tiempo para solucionarlos, ademas afirmé pensar en ellos cuando tenia espacios cortos de
tiempo en el lugar donde labora. En base a estos comentarios y a lo que se observo durante las clases,

se puede aseverar que la metodologia implementada la percibié positivamente.

Otra de las actitudes observadas fue de participacién activa durante las clases, esto gracias a la libertad
que tuvieron los estudiantes para proponer sus propias estrategias y socializarlas. El salén se constituyo

en un espacio de debate entre todo el grupo, estudiantes y docente.

En tercer lugar, a pesar de las dificultades mencionadas en la construccién de demostraciones, siempre
se busco llevar la clase de acuerdo al método de Lakatos y esto implicaba llegar a escribir formalmente
las ideas matematicas, la cual es una etapa importante en la heuristica. La actitud del estudiante frente a
la construccion de las demostraciones no fue de rechazo, pero si se considera la actividad més dificil y

de mas alto nivel en matematicas, y no obstante esto no implico frustrarse ante tal tarea.
4.2.2. Estudiante 2

El estudiante esté inscrito en el programa de licenciatura en matematicas y trabaja como docente en un
colegio privado. El estudiante se vio muy activo durante las sesiones de clase exponiendo sus ideas y
estrategias al grupo, ademas expresd en la entrevista que una de las cosas interesantes de la
metodologia habia sido permitir que ellos mismos buscaran los medios para solucionar los problemas. A
partir de las observaciones de clase y de los comentarios realizados por el estudiante se evidencia una

actitud de participacion y socializacion de las ideas.
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El estudiante no solo participaba activamente, sino que sus ideas eran valiosas para la solucion de los
problemas. A partir de esto, se puede deducir que la actitud fue de compromiso hacia la actividad
matematica. Ahora bien, en lo que respecta a la actitud frente a las demostraciones, el estudiante expresé
que este proceso no era facil de llevar a cabo. No obstante, considerd importante ensefiarla en los cursos

de matematica y, de manera similar al Estudiante 1, se esforzé por mejorar en este aspecto.

En lo que respecta a la metodologia del curso, el Estudiante 2 expresé que fue diferente a la de otros
cursos vistos en la universidad en el sentido de permitirle explorar problemas de alta complejidad por su
cuenta, pues no se trataba de aplicar un algoritmo o una regla sino que la creatividad matematica y la

autonomia eran requisitos para llegar a la solucién.
4.2.3. Estudiante 3

El Estudiante 3 es también estudiante de la licenciatura en matematicas y docente de colegio privado. Se
caracteriz6 por su participacion activa y compromiso hacia la actividad matematica. Durante la entrevista
afirmé que se sinti6 motivado por todos los problemas y, ademas, que era bastante el tiempo que le
demandaban para llegar a solucionarlos. Su actitud frente a las demostraciones fue de respuesta positiva
al desafio y esfuerzo; aseverd que cuando tenia los conocimientos adecuados al problema no se le
dificultaba realizar la demostracién. El proponer un problema para ser desarrollado durante todo el tiempo
del curso fue una estrategia bien acogida por el estudiante, la cual, segun él, fomentaba el trabajo
auténomo y la investigacion. Con lo que respecta a la metodologia manifesté que existian diferencias con
los demas cursos que ha tomado en la universidad pues éstos eran muy teoricos y algoritmicos, y se
limitaban a aplicar formulas, a diferencia de este curso en el cual se propusieron problemas que requerian

mas flexibilidad en el pensamiento y diversas estrategias para llegar a la solucién.
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4.2.4. Estudiante 4

El Estudiante 4, perteneciente a la licenciatura en matematicas, tomé una posicién menos activa, esto sin
llegar a afectar su compromiso hacia la actividad matematica. Su atencion se dirigi6 hacia el trabajo en
la conjetura principal en el cual se evidenciaba tal compromiso, ya que lo consideré como una actividad
motivante. No obstante, el estudiante por motivos personales no accedi6 a ser entrevistado, lo cual no

permitio escudrifiar a fondo la percepcion del estudiante hacia la metodologia aplicada durante el curso.
4.2.5. Estudiante 5

Estudiante de la licenciatura en matematica y docente de matematicas a nivel secundario, el Estudiante
5 durante el curso se mostrd bastante participativo y de un compromiso total hacia la actividad
matematica. Expuso ideas claras y muy acertadas para resolver los problemas, y en la conjetura principal
fue el estudiante que decidié modelar la situacion de manera diferente a como lo habian trabajado sus
comparieros, trabajandolo a partir de una interpretacion como permutaciones. Esto lo llevé a trabajar
arduamente con la ayuda de Excel (software) para llegar a resolverlo. Durante la construccion de un grafo
conexo con 30 vértices y cada vértice de grado 6, el estudiante propuso un algoritmo muy util para hacer
la respectiva construccion. Durante la entrevista asegurd que los retos los asumia personales, lo cual es
una apreciacion muy diciente en cuanto se deja a un lado los prejuicios de las notas y se involucra al
estudiante hacia una verdadera actividad matematica. Su actitud frente a la metodologia fue positiva.
Segun el estudiante, fue interesante el proponer problemas y dar algunas bases para permitirles explorar
y solucionar el problema por si mismos. Durante la entrevista afirmé que el proponer un problema para
desarrollarlo durante el semestre es una excelente estrategia didactica y que la tendria en cuenta para

aplicarla en su labor docente.
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4.2.6. Estudiante 6

El Estudiante 6 esta vinculado al programa de ingenieria de sistemas. Es un estudiante que no socializaba
mucho, pero si evidenciaba su compromiso hacia las tareas matematicas. Un aporte a reconocer del
esfuerzo del estudiante se dio en el trabajo con la conjetura principal, y fue el primero que dibuj6 un grafo
con 30 vértices y cada vértice de grado 6. Con respecto a la actitud frente a las demostraciones, el
estudiante afirmé que era importante que se ensefiaran durante los cursos de matematicas puesto que
validaban una afirmacion matematica. En cuanto los problemas, fue un estudiante que desde el inicio de
clase se sentaba y se concentraba en la tarea sin socializar mucho con el grupo lo cual evidencid un

compromiso y motivacion en la resolucion de los problemas.
4.2.7. Consideracion final

En base al andlisis anteriormente realizado por cada estudiante es pertinente concretar que la
metodologia repercutio en aspectos motivacionales y de compromiso hacia la actividad matematica, de

modo que se puede afirmar que el objetivo se cumplié plenamente.
4.3. Desarrollo del pensamiento matematico

Con el fin de analizar la repercusion de la metodologia en el desarrollo del pensamiento matematico, se

describira aspectos importantes en el avance de cada uno de los estudiantes.
4.3.1. Estudiante 1

Las estrategias que empleé el Estudiante 1 en la resolucion de problemas fueron diversas, algunas mas
sofisticadas que otras. A medida que transcurri6 el curso se observd un progreso en el tipo de
pensamiento utilizado por el estudiante para resolver los problemas propuestos. La siguiente figura
muestra la estrategia utilizada por el Estudiante1 para resolver la conjetura principal en cuanto al numero

de patrones de longitud 3.
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Figura 21. Imagen del trabajo del estudiante 1

Se observa que el estudiante recurre a contar los patrones de longitud 3 llevando un orden con el
proposito de realizar el conteo de una forma sencilla. Sin embargo la estrategia no fue dptima en cuanto
su solucion no fue correcta, esto, debido a lo complicado de realizar el conteo a través de dicho

procedimiento.

Ahora, veamos su estrategia en la solucion del problema: “Algunos pisos cuadrados se han embaldosado
con baldosas blancas y grises. Los que usan 4 y 9 baldosas grises se muestran en la figura. Cada piso
tiene una baldosa gris en las esquinas, y cada baldosa gris esta rodeada por baldosas blancas. ¢ Cuantas

de estas Ultimas haran falta para un piso que lleva 25 baldosas grises? Generalizar.”
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Figura 22. Baldosas Blancas y grises

Figura 23. Solucion del Estudiante 1.

El pensamiento de generalizacién es evidente. El estudiante encuentra la formula t2 — a = b. Con este
resultado el estudiante concluye el problema exponiéndolo en el tablero. Alli expresa b en términos sélo
de a, con lo cual revela una estrategia mucho mas sofisticada que la mostrada en la situacion anterior en

el conteo de los patrones.
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4.3.2. Estudiante 5

El estudiante expresd en la entrevista que se vio fuertemente motivado y retado por la conjetura principal.
El trabajado adelantado en la solucién de la conjetura permitié que el estudiante mostrara flexibilidad y
creatividad de pensamiento. En el momento en que se habia trabajado la conjetura durante un tiempo
correspondiente a mas de la mitad del tiempo total de curso, la estrategia para realizar el conteo de los
patrones se habia limitado a hacer una lista con cierto orden. El Estudiante 5 construye (crea) una forma

diferente de abordar el problema, la cual consistié en realizar la siguiente matriz:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Figura 24. Matriz realizada por el estudiante 5

y observar que el problema era analogo a determinar las permutaciones de los nimeros del 1 al 9 que se
generan, con algunas restricciones. Con esta nueva idea consigue no sélo realizar el conteo para los
patrones de longitud 3, sino también para los de longitud 8. El estudiante se apoya en Excel para realizar
el conteo, trabajo que se muestra en el Anexo **. Este Ultimo conteo requiere de un pensamiento bien

estructurado sobre elementos de la matematica discreta que se habian estudiado.
4.3.3. Estudiante 3

Se puede hacer un contraste entre las estrategias usadas en las primeras clases con clases posteriores
y evidenciar la manera como, utilizando la teoria desarrollada en las clases, este estudiante resuelve el
problema: “Para cada sub-conjunto no vacio del conjunto {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} disponga los nimeros en
orden decreciente, alterne los signos + y - entre ellos comenzado por +, y realice la suma. Por ejemplo,
para el subconjunto {5} obtenemos 5. Para {6, 3,1} obtenemos 6 - 3 +1 = 4. Encuentre la suma de todos
los resultados”. El estudiante halla la suma a través de una lista como se observa en la siguiente figura.
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Figura 25. Lista del estudiante 3

Veamos el cambio del tipo de razonamiento que emplea en clases posteriores en la solucion del problema:
“Sean € Z*,n > 4. ;Cuantos subgrafos de K,, son isomorfos al grafo bipartito completo K; 3?” El
estudiante no realiza una lista completa, sino que por medio de la induccion se da cuenta que se trata de

sacar un vértice y formar grupos de a 3 con los restantes n - 1 vértices, lo cual lo conduce a la ecuacion

(n ; 1)(n). Este ejemplo permite observar un buen manejo del concepto de combinacién.

4.3.4. Estudiante 2

Como se ha dicho, al iniciar el curso en general los estudiantes tuvieron dificultad a la hora de expresar
las ideas formalmente. La siguiente situacion evidencia un pensamiento deductivo mas estructurado,
ademas del empleo del pensamiento combinatoria para llegar a una solucién. Los dos problemas a

considerar fueron:

1. “Siun grafo G tiene v vértices y e aristas, ;cuantas aristas tiene G?”
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2. “Si G=(V, E) es un grafo no dirigido con |V| = v, |E|= e y no hay lazos, demuestre que 2e < v2

-v. Establezca la desigualdad correspondiente en caso de que G sea dirigido”.

Figura 26. Solucion del Estudiante 2

En el problema 1 (ver figura), el estudiante utiliza que en un grafo G = (V, E) la suma de los grados de los
vértices es igual al numero de aristas multiplicado por dos. Utilizando este resultado, determina que en

v—

un grafo completo (Kn) el numero de aristas viene dado por: |e| = % Cuando el estudiante establece

esta férmula, muestra un adecuado uso de la combinatoria. Ademas, el procedimiento muestra una
simbologia clara para finalmente determinar el nimero de aristas del grafo complementario en términos
de los vértices y las aristas de G. El pensamiento deductivo se evidencia en el resultado. En la solucién

del problema 2, argumenta que en un grafo sin lazos el nimero de aristas mayor lo tiene el grafo completo,
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y utiliza este hecho y la formula del grafo completo para llegar a que 2|e| < v? — v. De nuevo el

estudiante plasma las ideas de manera correcta y clara, permitiendo ver un pensamiento deductivo mas

estructurado.

4.3.5. Estudiante 4

Con respecto al desarrollo del pensamiento del Estudiante 4, como lo muestra la figura, se evidencio

creatividad en la solucion de los problemas.

Figura 27. Solucién del estudiante 4

El problema a solucionar es: si abc es un nimero de tres digitos. Si acb + bca + bac + cab + cba = 3194.
Encontrar abc. El problema es dificil de solucionar, requiere de compromiso y en algin momento de
alguna idea creativa para llegar al resultado. El primer resultado clave que el estudiante obtiene para
solucionar el problema es la igualdad 222(a + b + ¢) = 3194 + (abc). Ahora bien, para llegar a esta igualdad

la idea creativa del estudiante es sumar (abc) en ambos lados de una ecuacion establecida. Después de
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esto, surge otra idea brillante y es mirar los casos y acotar. Segun la igualdad, a + b + ¢ s6lo puede tomar
los valores entre 15y 18 lo que facilita el proceso. Realmente son muy creativas las ideas que se ponen

de manifiesto para finalmente obtener la solucién buscada.
4.3.6. Estudiante 6

Es el Unico estudiante del programa de ingenieria de sistemas en el curso, y al principio del curso
presentaba mas dificultad para solucionar los problemas propuestos; sin embargo, el compromiso y la
disciplina permitieron avances en su pensamiento matematico. En el siguiente problema de grafos: “Un
grafo tiene 30 vértices y cada vértice tiene 6 aristas. Encuentre el nimero total de triplas tal que cada par
de puntos esta unido o cada par de puntos no estan unidos.” que se presenté a todo el grupo, los
estudiantes aseguraron que no habia forma de resolverlo, pues construir tal grafo era muy complicado.
La construccion que logré el Estudiante 6 con papel y lapiz permitié abrir puertas para abordar el

problema.

Figura 28. Grafo construido por el estudiante 6

4.3.7. El punto niimero 3 de la encuesta

A continuacion se presentan las respuestas de los estudiantes al punto numero tres de la encuesta: “El

curso de matematicas discretas le ha aportado a su formacion personal como resolutor de problemas”.
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El curso de matematicas discretas le ha aportado a su
formacién personal como resolutor de problemas

O B, N W B~ U

PREGUNTA 3

EFA BA

Grafico 2. Respuestas de los estudiantes a la pregunta 3 de la encuesta 2. Fuente: Elaboracién propia

La gréafica muestra que la percepcion de los estudiantes fue que tuvieron un avance como resolutores de

problemas y, por ende, un desarrollo en su pensamiento matematico.
4.4. Demostraciones matematicas

La heuristica de Lakatos se ha considerado una herramienta Util para ayudar al estudiante a progresar
en la construccion de demostraciones. A continuacion se presenta el respectivo analisis de la percepcion

de los estudiantes sobre la metodologia usada en relacion con la construccion de demostraciones.
4.4.1. Preguntas 4 y 5 de la encuesta
Las siguientes dos preguntas de la encuesta son analizadas.

i.  Elcurso le ha aportado para mejorar en la construccion de demostraciones

ii.  Lademostracion es algo que se debe ensefiar y aprender en los cursos de matematicas
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PREGUNTA 4PREGUNTA 5

FA mA

Grafico 3. Respuestas a las preguntas 4 y 5 de la encuesta 2. Fuente: Elaboracion propia

Los resultados muestran que hay consenso entre los estudiantes acerca del aporte del curso para mejorar
en el proceso de demostrar. Ademas, los estudiantes aseguran que en los cursos de matematicas es

importante que se mejore en este proceso.
4.4.2. Pregunta nimero 7 de la entrevista
Pregunta 7: Describa qué le aportd el curso en la construccion de demostraciones matematicas.

La pregunta tiene el propdsito de verificar con mas detalle la percepcion de los estudiantes sobre la

metodologia llevada a cabo en el curso de matematicas discretas en relacion al proceso de demostrar.

El Estudiante 2 asegur6 que aprendid en especial sobre demostraciones por induccion y a proceder de
forma mas rigurosa en una demostracién. El Estudiante 1 afirmé que cuando uno empieza a demostrar
se le hace mas facil la otra matematica; con la expresion “otras matematicas”, el estudiante dejé en claro
que se referia a los algoritmos y ejercicios que generalmente se proponen en los cursos de matematicas.
Luego, €l quiso decir que la demostracion es un proceso bastante dificil y que, si se logra, es debido a un
pensamiento bien estructurado. El Estudiante 5 sefiald que en el curso aprendié a mirar las caracteristicas
basicas y a partir de eso dar una demostracién. Interpretando lo que dice el estudiante, se refiere a la
parte informal de una demostracion, es decir, en términos de Polya, al razonamiento plausible, para luego
si plasmar las ideas formalmente. El Estudiante 6 sefialé que la demostracion lo que busca es ser mas
analitico y el Estudiante 3 asegur6 que el nivel de demostracion en el curso fue bastante alto.
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4.5. Heuristica de Lakatos y problemas reto

Un aspecto importante que se tuvo en cuenta en la metodologia llevada a cabo en el curso de
matematicas discretas fue abordar los problemas retadores a través de la heuristica de Lakatos. A
continuacién se mostraran los resultados obtenidos al abordar problemas motivadores e interesantes por

medio de esta metodologia.

En primer lugar, los estudiantes estuvieron de acuerdo acerca de la importancia de proponer problemas
retadores en los cursos de matematicas. En la Encuesta 2, en la pregunta: “Los problemas que implican

un reto para el estudiante son fundamentales en un curso de matematicas”, se obtuvieron los siguientes

resultados:

Los problemas que implican un reto para el estudiante
son fundamentales en un curso de matematicas.

O B N W b

PREGUNTA 8

FA BA

Grafico 4. Pregunta 8 de la encuesta 2. Fuente: Elaboracion propia

Ahora bien, la heuristica de Lakatos funciond en dos puntos respecto a la resolucion de problemas. En
primer lugar, los estudiantes trabajaron de manera autonoma lo que implicd desarrollar estrategias
propias fomentando la creatividad y la investigacién. De los 31 problemas trabajados durante los Dias 2

y 3, se llegd a la solucion correcta en 25 de ellos.

Durante la entrevista, el Estudiante 2, respondiendo a la pregunta: “; Puede encontrar diferencias entre
la metodologia utilizada en el curso de matematicas discretas y los otros cursos de matematicas que ha

cursado en la Universidad?”, afirmé: “lo que me parecio interesante en el curso de matematicas discretas
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fue que el profesor nos dejo buscar la respuesta por nuestros propios medios, nos daba ciertas
herramientas para llegar a la respuesta pero nos dej6é que nos equivocaramos o que lo pudiéramos

solucionar. *

El Estudiante 1 sefiald que el aspecto metodolégico que mas le llamé la atencion fue el proponer
problemas complejos los cuales le demandaban varias horas para solucionarlos y que, aun en espacios

ajenos a la academia, pensaba en sus respectivas soluciones.

El Estudiante 5 aseverd que el curso le aporté como persona y futuro docente algunas alternativas
pedagdgicas para aplicarlas con los estudiantes, alternativas como, por ejemplo, llevarles ciertos retos y
darles un plazo mas alla de las horas de clase para que los desarrollen, lo cual hace que se incentiven y

los mantenga trabajando dentro y fuera del aula de clase.

El Estudiante 6 afirmé que un aspecto metodoldgico que le llamé la atencién en clase fue el proponer un
problema y permitir un espacio para desarrollarlo, luego socializarlo permitiendo observar las diversas
estrategias e ideas de cada compariero. Esto fue bueno porque se podian ver diferentes perspectivas. El
Estudiante 6 también observo que los problemas tenian diferentes grados de dificultad, y afirmé que lo

que se buscd fue llevar al estudiante a su mejor nivel posible.

Por otra parte, el Estudiante 3 afirmé que la metodologia llevada a cabo en el curso, y en particular la
estrategia de proponer un problema para ser desarrollado durante todo el semestre, fomentd la
investigacion. También expres6 que se motivd mucho al trabajo auténomo a partir de problemas de facil
comprensidn, que no requerian conocimientos sofisticados, pero frente a los cuales fue un desafio llegar

a solucionarlos.

Estos cinco estudiantes muestran dos puntos importantes. El primero es una muy buena aceptacion de
proponer problemas retadores como estrategia de ensefianza - aprendizaje, hasta tal punto que

informaron que se apropiaron de la estrategia para llevarla a cabo en su profesién como docentes. El
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segundo es que la metodologia abordada durante el curso permitid la autonomia, la exploracién, el

proponer y el construir estrategias propias.

4.5.1 Andlisis de la Heuristica de Lakatos y la resolucion de problemas

El método de Lakatos sienta una posicion clara acerca de como se construye el conocimiento matematico
y esta enfocado hacia la demostracién matematica (y la construccion de teorias), sin embargo, el enfoque
del curso de matematicas discreta se inclind hacia la resolucion de problemas con una metodologia
basada en la heuristica de Lakatos. A continuacion se presenta de manera general lo que se observé del

funcionamiento de la heuristica para resolver problemas de matematicas discretas.

Durante el curso se desarrollaron 31 problemas en los Dias 2 y 3 sin incluir la conjetura principal. Una
primera evidencia fuerte del funcionamiento de la heuristica es que de los 31 se concretaron las
soluciones de 25, ademas de dar solucidn a la conjetura principal. De los problemas propuestos tal como
se observo, y también asi lo manifestaron los estudiantes, no se trataba de aplicar algun algoritmo o
repetir un procedimiento similar al realizado por el docente en el tablero. El método de Lakatos permitio

que el estudiante generara sus propias estrategias lo que implicé que desarrollara seguridad y confianza.

En algunas ocasiones se preguntaba al docente por la respuesta, pero al no obtener respuesta u obtener
como respuesta del docente que no la sabia, los estudiantes sintieron la necesidad de confiar en sus
propios procedimientos y justificaciones ldgicas. La clase se convirtié en un espacio de debate entre todo
el grupo incluyendo al docente. En cambio, en la experiencia como estudiante y como profesor del autor
de la presente tesis, por lo general en los cursos de matematicas, las respuestas y procedimientos son
bien conocidos por el docente de la clase, lo cual quizas implique que no se tengan en cuenta estrategias
alternas. Sin embargo, teniendo en cuenta el método de Lakatos, la resolucion de problemas se convierte
en un espacio de investigacion matematica, cada idea y cada estrategia son tenidas en cuenta, lo que
implica el surgimiento de nuevos problemas en términos de conjeturas. Las mentes jovenes tienen ideas
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innovadoras Yy la heuristica de Lakatos permite que ellas se conozcan y que sigan desarrollandose. En
otros términos, la heuristica esta mas relacionada con un pensamiento divergente que con uno

convergente.

Dada la fuerte relacion del método con la demostracién de teoremas, la resolucion de problemas bajo
este enfoque busco llegar a escribir formalmente las ideas, aunque, como se ha dicho, en este punto el
avance no fue del todo satisfactorio frente a la meta de construir justificaciones que fueran estructuras
desde el punto de vista estrictamente I6gico. Concretamente la heuristica de Lakatos fue una herramienta

para la resolucion de problemas en cuanto a:

e Se resolvieron una cantidad considerable de problemas no rutinarios y retadores.

e Permiti6 que los estudiantes socializaran sus estrategias, lo cual implica observar varias
perspectivas que pueden aportan a la solucion del problema.

e No todos los problemas los resolvié un solo estudiante, lo cual permitié evidenciar las diferentes
capacidades de todos los estudiantes del grupo.

e Se dejo en claro que la socializacion es fundamental en la resolucion de problemas.

e Se mostrd que se trabaja por motivacién propia.

Permitié al estudiante entrever que el profesor no tiene ni pretende tener la verdad absoluta.

4.5.2 Resolucion de problemas y el entendimiento tedrico

De acuerdo a los resultados de la investigacidn, se establece una relacion patente entre la resolucion de
problemas y el entendimiento de teoria. Si bien es cierto la metodologia del curso tuvo en cuenta la
matematica como experimental e inductiva basada en la resolucion de problemas bajo el método
heuristico de Lakatos, la comprensidn robusta de conceptos, teoria y principios generales de combinatoria

fue una consecuencia del enfoque propuesto en el disefio del mismo. Se puede observar esto
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contrastando las soluciones de los estudiantes a problemas propuestos al comienzo y al final del curso.
En los inicios del curso, el Estudiante 3 soluciond el siguiente problema: “Una ceja es un arreglo de los
numeros 1, 2, 3, 4 y 5 en el que los nimeros segundo y cuarto son cada uno mayores que sus vecinos
inmediatos. Por ejemplo (1, 3, 2, 5, 4) esuna cejay (1, 3, 4, 5, 2) no lo es. ; Cual es el numero de cejas?”,
generando la siguiente lista completa: {13254, 14253, 14352, 15243, 15342, 23154, 24153, 24351, 25143,
25341, 34152, 34251, 35142, 35241, 45231, 45132}. El problema también se puede resolver a través del
principio de multiplicacion contando algunas permutaciones. Ahora bien, en clases posteriores el siguiente
problema de grafos fue propuesto: Sea n € Z*,n = 4. ;Cuéntos subgrafos de K,, son isomorfos al

grafo bipartito completo K 3? En esta oportunidad el mismo estudiante utiliza principios de combinatoria
y obtiene el resultado que hay (n ; 1) n, lo cual muestra un avance del estudiante en la comprension y
uso de los principios de la combinatoria.

Una segunda situacion surgida en el curso que permite observar como la resoluciéon de problemas
alimenta el entendimiento de teoria se muestra a continuacion. Se propuso al grupo resolver el problema
siguiente. Considere el conjunto X ={1, 2, 3, 4, 5, ..., n}). ; Cuantos subconjuntos de X, con al menos un
elemento, no contienen dos enteros consecutivos? El estudiante lo realiza para los primeros seis nimeros
y a partir de un pensamiento inductivo conjetura que si X, representa la cantidad de subconjuntos del

conjunto X que satisfacen la hipétesis del problema entonces: Xy = Xn-1 + Xn2+1.

El Estudiante 2, por otra parte, escribe la sucesion que se encuentra en la Tabla 1.
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Tabla 4. Sucesion

n Xn

1 1

2 1+1

3 1+1+2

4 1+1+2+3
5 1+1+2+3+5

Luego afirma el estudiante que se trata de la sumatoria de la sucesién de Fibonacci, esto es,
Xn = 2711=1 fre:
donde f} es el término k-ésimo de la sucesion de Fibonacci. (fr=1, f=1,...fk= fi-1 + fi2).

Un primer aspecto a resaltar en esta situacién es como, a través de la resolucion de problemas y la
exploracion propia del estudiante (heuristica de Lakatos), se empieza a entender y conocer nueva teoria.
En este caso particular, acerca de la sucesion de Fibonacci y continuando con el problema, el Estudiante

2 investiga y averigua que el término k-ésimo de la sucesion viene dado por: L\g(p)) , donde ¢ =

1+‘/§. De nuevo el Estudiante 3 interviene para proponer que X, = XR_ifx =fasz — 1=

((pn+2_(1_(p)n+2) _ 1
V5

Esta clase en particular en la cual se prioriza la resolucion de problemas y los estudiantes descubren por
si mismo las propiedades de la sucesion de Fibonacci se torn6 bastante interesante para los estudiantes
e implico el entendimiento de teoria nueva. En concordancia con la anterior, Polya escribe: “; qué es una
buena educacion?, es aquella que sistematicamente le da al estudiante la oportunidad de descubrir por

si mismo.”
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4.6. Impacto que genera el método heuristico de Lakatos cuando se utiliza para abordar la

demostracion.

Lakatos muestra que la manera en la cual se construye el conocimiento matematico es a través del
método de pruebas y refutaciones, comenzando con una conjetura, ideando una demostracion de la
conjetura formulada, pasando por unas etapas intermedias en las cuales se examina la conjetura y su
demostracion, para finalmente concluir con una conjetura y su respectiva demostracion aceptadas por un

grupo de expertos pero con la perspectiva de que siempre puede ser mejorada.

En este orden de ideas, el método se llevo al aula de clase con el objetivo de replicar dichas etapas en la
construccién de demostraciones, con la expectativa que a través de esta estrategia los estudiantes

mejoraran en el proceso de demostrar.

Se puede afirmar que la heuristica gener6 un impacto positivo en cuanto en cuanto a la comprension del
significado del enunciado o teorema. Los estudiantes justificaban sus ideas de manera coherente, como
se mostro en el capitulo anterior, pero al momento de escribir formalmente las ideas se presentaron
dificultades relacionadas directamente con el uso de la légica y la claridad en la escritura matematica. El
argumento presentado en la imagen de la Figura 21 (seccidn 4.1.4) es una muestra de la manera en la
cual se escribian las demostraciones. En primer lugar, la formalidad matematica exige que se comunique
las ideas claramente hablando desde la l6gica, por el contrario, lo plasmado por el estudiante es ambiguo.
Y en segundo lugar la afirmacion que se desea demostrar es una doble implicacion, sin embargo, el
estudiante tiene dificultades pensandola como una implicacién simple. Esta fue una dificultad presente
durante todo el curso. Algunos avances al respecto se mostraron en la seccion 4.3.4, no obstante, no se

cumplieron plenamente las expectativas formuladas.
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4.6.1 Analisis de la heuristica de Lakatos en el entendimiento de la demostracion.

Gila Hanna (2000) en su articulo “Proof, explanation and exploration: an overview”, 62 escribe acerca del

proposito de ensefiar la demostracion en el aula de clase diciendo que la demostracion debe ser
ilustrativa, es decir, la demostracién debe permitir ver por qué el teorema es cierto. Hanna las denomina
‘demostraciones explicativas”. Esta es una caracteristica, por supuesto, que no la tienen todas las
demostraciones, y no es siquiera pretension de las derivaciones en un sistema formal. A continuacion se
evidenciara y analizara como las demostraciones construidas a través de heuristica de Lakatos
potencializan este aspecto explicativo. Por otra parte, se analizara la sintaxis y el uso de la légica en las

construcciones propias de las estudiantes.

Para lograr determinar la manera como la heuristica de Lakatos contribuye a los dos propdsitos anteriores

se presentaran demostraciones escritas por los estudiantes y se hara el respectivo analisis.

Problema 1. Para cualquier grafo multigrafo no dirigido, establezca una conjetura sobre el numero de

vértices que son de grado impar. Demostrar.

Figura 29. Demostracion realizada por un estudiante

62 Hanna, G. (2000). Proof, explanation and exploration: An overview. Educational studies in mathematics, 44(1-2), 5-23.
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Se observa de la anterior imagen que la sintaxis es ambigua, el estudiante no plasma las ideas de manera
clara. Sin embargo, siguiendo las ideas del estudiante a partir de su exposicion se evidencia un
razonamiento correcto como se muestra a continuacion. El estudiante se apoya en el teorema que

enuncia que en cualquier grafo o multigrafo }.,c grad(v) = 2|E|.
El estudiante establece la siguiente igualdad: Y grad(v) = x (2n+1) + y (2m).

La notacién es ambigua en cuanto no les da significado a las variables x, n y m. Sin embargo, con la
exposicion del estudiante se aclara que x e y representan la cantidad de numeros de vértices de grado
impar y par respectivamente, y 2n + 1y 2m son los grados de los veértices de grado impary par. A pesar
de asumir que todos los vértices de grado impar tienen el mismo grado y analogamente para los vértices
de grado par, la demostracién se refina con algunas observaciones. El estudiante muestra entendimiento

del por qué se cumple el teorema, y tan solo necesita aclarar algunas ideas y mejorar su escritura.

2
Problema 2: Muestre que si G e un grafo bipartito con v vértices y e aristas, entonces e < VT'

Figura 30. Demostracion realizada por el Estudiante 3
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El estudiante explora el problema mirando algunos casos particulares. Después de explorar y con el fin
de generalizar, divide el grupo de vértices en dos partes que denota como Viy Vp. De acuerdo a la
definicion de grafo bipartito, éstas cumplen que su unién es el conjunto de vértices del grafo y su
interseccion es vacia. El estudiante establece la idea clave para su demostracion que es que el nimero
maximo de aristas de un grafo bipartito es V; * Vb, queriendo decir que es el producto de los cardinales

de los dos conjuntos.
Analiza los dos siguientes casos:
i. #Vi=#Vpb,donde # denota el cardinal del conjunto. Luego el maximo numero de aristas en este

2
caso es (g) , donde v es el cardinal del conjunto de vértices del grafo.

i. #V)##Vb. El estudiante supone sin pérdida de generalidad que V; < Vp. Al observar la imagen,
el estudiante multiplica por Vb en ambos lados de la desigualdad. A partir de esto concluye que

cuando Vi=Vp el méximo numero de aristas va a ser mayor que el méximo nimero de aristas
‘U2
cuando Vi# Vp. Luego llega a que e < e

En el primer ejemplo, la heuristica de Lakatos permitié al estudiante entender por qué el teorema
es cierto, no obstante la sintaxis de la demostracion construida es ambigua. En el segundo
problema, analizando con profundidad la demostracion, en la parte ii existe un lema escondido y

es.

a. Elestudiante llega a que (V)2 > Vb * Vi esto es cierto con la condicion que el estudiante
supone # V| <# Vp.
b. (Vb)? es el maximo de aristas que puede tener el grafo cuando V= Vp.

c. Vb * Vi es el nimero maximo de aristas que puede tomar el grafo cuando Vi Vb

oS

d. Como (Vp)2 = ?, luego por la desigualdad a se concluye que e <
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2
El lema escondido en la demostracion estd que al concluir la desigualdad e < VT’ v corresponde al

numero de vértices del grafo cuando Vb = Viy no del grafo inicial en el cual Vi Vb.

Los dos ejemplos anteriores dan una muestra de lo que se reflejé durante el curso y por ende permiten
concluir que la heuristica de Lakatos es una herramienta eficaz para que el estudiante entienda por qué

el teorema es cierto.
4.7. ;Qué son las matematicas? Una perspectiva desde la educacion matematica.

Timothy Gowers en su articulo “The two cultures of mathematics. Mathematics: frontiers and
perspectives”®, desde la matematica misma, muestra dos diferentes culturas inmersas en la matematica,
aquellos cuya prioridad esta en la resolucion de problemas y aquellos que privilegian el entendimiento y
la construccion de teorias. Carlo Celucci, por otra parte, desde un punto de vista filosofico, discute la
naturaleza de las matematicas a partir de la distincidn entre el solucionar problemas (método analitico) y
demostrar teoremas (método axiomatico). En esta oportunidad y a través de los resultados de la presente
investigacion, se pretende discutir, desde una perspectiva de la educacion matematica, si en la
delimitacién de lo que se entiende por “hacer matematicas” se debe priorizar el resolver problemas o
privilegiar el generar teoria y demostrar teoremas, o, si la matematica debe aprenderse desde la
resolucion de problemas o desde entender teorias y demostraciones hechas por otros. A continuacion se
analizara la manera como el estudiante se desenvolvio en el curso de matematicas discretas a través de

la resolucion de problemas y a través de la construccion de demostraciones formales.

El curso de matematicas discretas desarrollado bajo la heuristica de Lakatos, tenia como propésito que

cada conjetura o problema propuesto llegara hasta la ultima fase del método que es la formalizacién

63 Gowers, W. T. (2000). The two cultures of mathematics. Mathematics: frontiers and perspectives, 65.
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rigurosa de las ideas a través de la demostracion. El curso por lo tanto enfatizo tanto en la resolucion de

problemas como en la demostracion matematica.

Las dos situaciones siguientes constituyen una muestra de lo que hacian los estudiantes cuando se

enfrentaban a un problema y a una demostracion.

Problema 1. Algunos pisos cuadrados se han embaldosado con baldosas blancas y grises. Los que usan
4y 9 baldosas grises se muestran en la figura. Cada piso tiene una baldosa gris en las esquinas, y cada
baldosa gris esta rodeada por baldosas blancas. ;Cuantas de estas ultimas haran falta para un piso que

lleva 25 baldosas grises? Generalizar.

Figura 31. Baldosas

Problema 2. Escriba una fila de numeros enteros arbitrarios (se permiten repeticiones). Ahora construya
una segunda fila de la siguiente manera: Si el entero n esta en la columna k en la primera fila, en la
columna k en la segunda fila escriba el nimero de veces que se repite el nimero n en la fila 1 desde la
columna 1 hasta la columna k inclusive. Similarmente construya una tercera fila usando los valores en la

fila 2, y por ultimo una cuarta. Por ejemplo:
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Figura 32. Problema2

Demuestre que la cuarta fila es siempre igual a la segunda.

Noétese que, en lo que sigue, se toma la posicion que el primero es un problema que invita a quien lo
resuelve a determinar lo que se debe establecer y justificar (representa el resolver problemas), mientras
que el segundo, aunque tenga la forma de problema, presenta de antemano un hecho para que sea

demostrado (representa el demostrar).

En el primer problema, los estudiantes propusieron diferentes estrategias llegando a férmulas diferentes
pero equivalentes. Por ejemplo el Estudiante 1 obtuvo: t2 — a = b, donde a representa el niimero de
baldosas grises y b el nimero de baldosas blancas y t la longitud (en baldosas) del lado del cuadrado.
Los estudiantes 3y 5 por otra parte escribieron “baldosas blancas = (vVn + (n — 1))% - n”, donde n es
el numero de baldosas grises. Este tipo de problemas en el cual el enunciado es de facil comprension y
ademas con requerimientos tedricos basicos, pero las soluciones no son inmediatas, motiva al estudiante

permitiéndole avanzar en éste de forma natural.

Por otra parte, en el segundo problema, los estudiantes repitieron el ejercicio con diferentes numeros
varias veces observando la regularidad. Sin embargo, al momento de demostrar por qué se cumplia que
la cuarta y la segunda fila eran iguales, no hubo propuesta alguna de los estudiantes y por ende no dieron

un primer paso para empezar a abordar la demostracion.

Esto es una muestra de lo que puede suceder cuando se propone un problema y cuando se propone una

demostracion. El problema permite que el estudiante trabaje de manera méas natural, explorando y
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observando resultados de la exploracion, a diferencia que en la demostracion en el cual la exploracion
solo lleva al mismo resultado ya contenido en el enunciado en lo que en efecto se pide demostrar,

implicando con frecuencia que el estudiante no haya podido generar ideas para comenzar.

Aparte de esto, en la demostracion se requiere de un buen manejo de la légica y de técnicas de
demostraciones (induccion, forma directa, por contra reciproco y por reduccién al absurdo). Esta falta de
dominio implic6 que, en el curso de matematicas discretas para licenciados en matematicos e ingenieros
de sistemas, la construccidn de demostraciones formales no tuviera un impacto significativo como si lo

tuvo la resolucion de problemas.

El siguiente problema, trabajado en tres sesiones de clases, muestra de nuevo la manera como los

estudiantes se desenvolvieron en la resolucion de problemas y en la demostracion de teoremas.

Problema 3: Un grafo tiene 30 vértices y cada vértice tiene 6 aristas. Encuentre el nimero total de triplas

de puntos tales que, cada par de puntos esta unido o cada par de puntos no esta unido.

Al principio, de forma similar a la demostracion del problema 2, los estudiantes no tenian ideas para
abordar el problema, pero, a diferencia del problema que pide una demostracién, en este problema la
dificultad se superd. El estudiante 6 abrié una puesta para avanzar en el problema y fue dibujar un grafo

con las condiciones del enunciado.
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Figura 33. Grafo con las hipédtesis requeridas

Ahora bien, a partir de la construccion anterior y del debate por parte de los estudiantes se generaron

diversas conjeturas, una de las cuales fue:

Conjetura 1. Cualquier grafo con 30 vértices y cada vértice de grado 6 es isomorfo al dibujado por el

estudiante 6.

Siguiendo las etapas de la heuristica de Lakatos, se empieza la exploracién del problema. En esta clase
se empieza a discutir la Conjetura 1. Una primera estrategia es explorar un grafo de 6 vértices en el cual

cada vértice es de grado 2. El nuevo problema a considerar fue:

Conjetura 2. Si G y H son dos grafos que tienen 6 vértices y el grado de cada vértice es de grado 2,

entonces G y H son isomorfos.

El estudiante 5 expone un contragjemplo de la conjetura 2, mostrando los siguientes dos grafos que no

son isomorfos.
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Figura 34. Grafos no isomorfos

En este punto es importante resaltar que a partir de un contraejemplo se rechaza la conjetura. En la teoria
de Lakatos aquél es nombrado como contraejemplo global e influye en la modificacion de la conjetura.

Mas precisamente, es el método descrito por Lakatos como exception-barring.

El Estudiante 5 afirm6 que se deberia incluir la conexidad como un lema adicional a la conjetura. La

Conjetura 2 generalizada y modificada queda asi:

Conjetura 3. Si G y H son grafos conexos con el mismo nimero de vértices y cada vértice de un mismo

grado entonces Gy H son isomorfos.

En este punto es importante observar la manera cdmo los estudiantes fueron avanzando en el problema.

Los estudiantes trabajaron motivados, generando sus propias estrategias y explorando nuevas ideas.

Ahora bien, para la demostraciéon de la Conjetura 3 no hubo propuestas; los estudiantes no eran
conscientes que para demostrar que Gy H son isomorfos se debia construir un isomorfismo entre los dos
grafos. Si el problema si hubiese limitado a demostrar la Conjetura 3, las nuevas e interesantes ideas que
mas adelante surgieron para solucionar el problema no habrian surgido. Una de estas nuevas ideas, fue

la siguiente conjetura:

Conjetura 4: Si G es un grafo conexo con v vértices cada vertice de grado k entonces es posible dibujarlo.
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Rapidamente se establece que si n*k es impar entonces es imposible dibujar el grafo. Para el caso cuando
k 'y n son pares el Estudiante 5 descubrié un algoritmo que permiti6 construir el grafo y a partir de esta

idea el problema inicial fue resuelto.

Lo que se pretende ilustrar con la situacién anterior es que, si la demostracion y el rigor matematico
fuesen lo fundamental en la ensefianza de la matematica discreta, entonces frente al problema los
estudiantes hubiesen quedado tratando de demostrar la Conjetura 3, y las grandes ideas que surgieron

después de esta conjetura no habrian aparecido.

Analogamente a la posicién de Gowers con respecto a los dos culturas en matematicas en el cual afirmé
que los matematicos en la praxis resuelven problemas y construyen teoria, pero que todos tienen alguna
prioridad, en la educacion matematica los estudiantes estan inmersos en ambas actividades (resolviendo
problemas y demostrando), pero el curso de matematicas discretas permitio concluir que el énfasis debe
estar en la resolucion de problemas lo cual potencializa la creatividad y genera la investigacion

matematica tal como se mostrd anteriormente y como asi lo afirmaron los estudiantes.

El siguiente grafico resume las concepciones que se asumen de lo que es “el aprender matematicas”
desde la perspectiva de la educacién matematica y de lo que los estudiantes han mostrado durante este

estudio.
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Grafico 5. . Resolucion de problemas como centro de “el aprender matematicas”. Fuente: Elaboracion propia

Conclusiones parciales Capitulo 4

Se pueden concluir puntualmente de este capitulo que la heuristica de Lakatos y la resolucién de
problemas fue un método adecuado para llevar el curso de matematica discretas. Tuvieron un impacto
en los estudiante en cuanto a su actitud, el pensamiento autonomo, la exploracion de estrategias y la
investigacion en matematicas. Respecto a la demostracion, el método de Lakatos fue una herramienta

que aportd en cuanto a la funcién explicativa que ésta debe tener.

Por otra parte, los resultados mostraron que el curso de matematicas discretas llevado a cabo a través
del método heuristico de Lakatos y la resolucion de problemas también fortalece el pensamiento
matematico, la actitud y el compromiso de los estudiantes hacia la matematica, un trabajo auténomo que

lo conduce hacia la investigacion matematica.

Ademas, un punto importante para subrayar es la manera cémo el disefio del curso permitié que cada
estudiante diera lo mejor de si mismo. Ahora bien, en el analisis de resultados se concluye que desde la
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perspectiva de la educacion matematica existe una relacion entre resolucion de problemas, demostracion
de teoremas y entendimiento de teoria. La resolucién de problemas es el centro de la actividad
matematica dado que refuerza el entendimiento de teoria y desarrolla el pensamiento matematico que

influye en las habilidades para la demostracion de resultados.
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CONCLUSIONES

La posicion de Gowers concluye, frente a la naturaleza de “el hacer matematicas”, que en contraposicion
al dominio de la generacion de teorias en el siglo XX, a las dos culturas (priorizar el resolver problemas o
el construir teoria) se les debe atribuir la misma importancia. Celucci concluye, desde un punto de vista
filosdfico frente a la naturaleza de la matematica, que el método de las matematicas es el analitico y por
ende la matematica en esencia es resolucion de problemas, aunque tanto el método analitico como el
axiomatico juegan un papel en ella.

Ahora bien, ;qué se puede decir desde la perspectiva de la educacion matematica? Para responder a
ello, es ineludible tener en cuenta la naturaleza de la matematica, de “el aprender matematicas” y de los
objetivos de la educacién matematica (la naturaleza de “el conocer matematicas”). Tanto la primera
pregunta como la tercera (ésta ultima en parte) han sido respondidas a satisfaccion del autor de la
presente tesis. Celucci ha argumentado convincentemente que el método de la matematica es el analitico.
Lakatos ha desarrollado una teoria falibilista y cuasiempirica acerca de la naturaleza del conocimiento
matematico que implica que el conocer matematicas involucra un proceso falibilista y cuasiempirica. De
este modo queda por avanzar en la respuesta a la pregunta que concierne la naturaleza de “el aprender
matematicas”.

Se consideraran algunas cuestiones que son importantes para poder dar una respuesta. ;Qué es lo
prioritario (sin la exclusion del otro) en la educacién matematica: el aprendizaje de teoria o la resolucion
de problemas?, y ; Cémo trabaja el estudiante a partir de la resolucién de problemas y como a través de
la demostracion rigurosa de teoremas matematicos?

Para abordar estas preguntas, en primer lugar, se tendra en cuenta las posiciones de Polya y Schoenfeld.

Como ya se ha sefialado, Polya en su obra “How to solve it” ¢ asegura que, si el profesor desafia la

6 Polya, G. (2014). How to solve it: A new aspect of mathematical method. Princeton University Press.
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curiosidad de sus estudiantes proponiendo problemas proporcionales a su conocimiento, y les
proporciona una guia a solucionarlos por medio de preguntas estimulantes, entonces ellos pueden
experimentar el pensamiento matematico independiente. Esta postura, y asi lo muestra Polya en toda su
obra, prioriza la resolucion de problemas antes que la presentacion de la teoria acabada para de alguna
forma ser entendida, se enfatiza en motivar y desafiar al estudiante con problemas que él pueda abordar.
Polya también afirma que la matematica tiene dos caras: la matematica presentada de manera
sistematica como ciencia deductiva y la matematica experimental, una ciencia inductiva. En su libro,
muestra como en la educacién matematica se puede abordar esa matematica experimental a través de
la descripcidn de una heuristica en la resolucion de problemas. En concordancia con lo anterior Polya
escribe “permitame expresar lo que pienso cerca de lo que es la ensefianza. Quizas, el primer punto, el
cual es ampliamente aceptado, es que la ensefianza debe ser activa, 0 mejor, el aprendizaje debe ser
activo...el principal objetivo en la ensefianza de la matematica es el desarrollo de estrategias para la
solucion de problemas™> . Ahora bien, ¢ por qué el énfasis de Polya en mostrar una heuristica para el
descubrimiento matematico? Quizas es debido a que para él la dificultad de entender la matematica no
estuvo en seguir los pasos deductivos de una demostracion, sin en pensar como esos resultados fueron
descubiertos. Puntualmente Polya, refiriéndose a si mismo escribe “yo llequé a las matematicas muy
tarde...cuando me acerqué y comencé a aprender, yo pensé: bien, es cierto, la demostracion parece
concluyente. ;Pero cdmo es que la gente encuentra esos resultados? Mi dificultad en comprender las
matematicas estuvo en pensar como ella fue descubierta™s.

Schoenfeld, siguiendo las ideas de Polya, en su libro “Mathematical Problem Solving” escribe acerca de
la comprension y ensefianza de las habilidades para la solucion de problemas. En el texto presenta

diferentes problemas desafiantes que requieren un conocimiento basico de la educacion secundaria y

8 Polya, G. (2014). How to solve it: A new aspect of mathematical method. Princeton University Press.
8 |bidem
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algunos otros que requieren un conocimiento mas sofisticado. No obstante, como él mismo afirma, los
problemas si requieren de un substancial aporte de razonamiento y pensamiento matematico.

Tanto Polya como Schoenfeld enfatizan en el desarrollo del pensamiento matematico, logrado a través
de resolucion de problemas, mas que en el entendimiento de teoria, sin desconocer que éste es un
resultado natural de aquél y que se alimentan mutuamente. En este orden de ideas y a través de los
resultados obtenidos en la presente investigacion, se corrobora la postura de estos dos autores
concretando que, en la educacién matematica, en el aprender matematicas, la comprensién de teoria
debe jugar el papel de antecedente para el objetivo prioritario que es “hacer matematicas” o sea, ser un
mejor resolutor de problemas y por ende desarrollar el pensamiento matematico.

Un aspecto adicional a considerar es la posicion de Gila Hanna en su articulo “Challenges to the
importance of proof’ en cuanto a la resolucion de problemas y al entendimiento de teoria. La autora
asegura que la resolucién de problemas refuerza el entendimiento de conceptos y la teoria matematica.
Aunque Hanna escribe puntualmente sobre el papel de la demostracion, es claro que no es aquella
demostracion que el docente presenta como un producto acabado a través de la deduccidn de reglas
basicas, sino aquella que es una construccidn propia del estudiante y que tiene la caracteristica de ser
explicativa. Asi, la demostracion de un teorema se puede ver como la resolucion a un problema y como
tal refuerza el entendimiento.

Los resultados de la presente investigacion permitieron corroborar la priorizacion de la resolucion de
problemas en términos de varios parametros. En primer lugar, frente a la actitud del estudiante bajo este
enfoque y bajo el enfoque de la matematica como ciencia deductiva, los estudiantes 3, 5y 1 comentaron
con claridad que un aspecto que diferencia la metodologia del curso de matematica discreta realizado fue
el enfatizar en la resolucién de problemas lo cual motiva mas que la metodologia de muchos otros cursos

que se basan en aplicacion de reglas, algoritmos, definiciones, teoremas y propiedades.
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En segundo lugar se prioriza la resolucion de problemas frente al entendimiento de teorias como se
mostr6 en el analisis de resultados, particularmente en la seccion 4.5.2

Por otra parte, respecto al aporte practico de la presente investigacion, el aprendizaje centrado en la
resolucion de problemas que constituyen un reto para el estudiante fue un aspecto de la metodologia
llevada a cabo durante el curso que aportd para que el estudiante se comprometiera hacia la actividad
matematica. En particular, el proponer un problema para ser desarrollado durante todo el semestre
académico (conjetura principal), propicid un escenario 6ptimo y de total concordancia con el método
heuristico de Lakatos. Los estudiantes exploraron, indagaron, propusieron y socializaron a medida que,
de manera independiente, trabajaron motivados en la solucion del problema. Esta estrategia innovadora
junto con la metodologia del curso permiti6 involucrar al estudiante en una genuina investigacion en
matematicas.

El disefio del curso contempld problemas categorizados en diferentes niveles de dificultad, lo cual implicd
que, aunque los sujetos de estudio fuesen heterogéneos, en términos de las capacidades y dificultades
manifestadas en matematicas, a cada estudiante se le llevara, y él o ella se esforzara, a lograr su mejor
nivel posible, desarrollando de esta forma el pensamiento matematico.

A través de la metodologia propuesta para el curso los estudiantes resolvieron 25 de los 31 problemas
propuestos y trabajados. De ahi se puede concluir que el método de Lakatos es una muy buena
herramienta para abordar problemas de la matematica discreta, los cuales, como se observd, tienen una
caracteristica intrinseca de ser motivadores en concordancia con los resultados de diferentes autores que
han investigado en este campo de la educacion matematica. El método de la heuristica de Lakatos es
una buena herramienta para que los estudiantes construyan sus propias demostraciones que a su vez
permite que el estudiante entienda por qué un teorema se cumple, tal y como lo aconseja Gila Hanna y

como siempre buscaba el inigualable matematico Paul Erdés.

140



La presente investigacion también permiti6 observar cémo el curso de matematicas discretas para
estudiantes universitarios puede llevarse a cabo con resultados favorables a través del método de la
heuristica de Lakatos. El topico de matematicas discretas en los Ultimos afios ha ocupado un lugar
importante en el curriculo de matematicas en paises como los Estados Unidos, tal como lo expresan
autores como Gerald A Goldin, Joseph Rosenstein, Valerie DeBellis entre otros. EIl NCTM en “Principles
and standards for school mathematics (2000)” sostiene la posicién que la matematica discreta debe ser
parte integral del curriculo de matematicas.

La matematica discreta es una rama de la matematica considerada especialmente apta para desarrollar
el pensamiento matematico del estudiante por el tipo de problemas que se pueden proponer para motivar
y comprometerlo hacia la actividad matematica. Si bien en los ultimos afios ha ido cobrando importancia
en paises como los Estados Unidos, no obstante, en Colombia existen pocas investigaciones sobre la
ensefianza de esta rama a nivel primario, secundario o superior. Adicional a esto, los estandares basicos
de competencias en matematicas de Colombia (2009) no contemplan estos tdpicos para la ensefianza
en las escuelas de nivel primario y secundario. Aunado a lo anterior, son pocos los planes de estudio de
licenciatura en matematicas y matematicas de las universidades colombianas que contemplan esta
asignatura, lo cual influye directamente en el poco conocimiento de dichos tdpicos al nivel de la educacién
basica y media.

Ahora bien, los resultados de la presente investigacion mostraron que desde la perspectiva de la
educacion matematica se prioriza la resolucién de problemas antes que el entendimiento de teorias y la
demostracion de teoremas para aprender matematicas, por lo tanto, es necesario que este enfoque se

abarque en los cursos de formacién matematica en todos los niveles.
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RECOMENDACIONES

Se recomienda que los cursos de matematicas discretas a nivel superior se lleven a cabo bajo
una metodologia anéloga a la que se describe en este estudio.

Se recomienda que la comunidad de educacion matematica en Colombia realice nuevas
investigaciones aportando, analizando y obteniendo resultados que evaltan el valor de la
matematica discreta en el curriculo escolar, ademas de investigaciones que muestren la
importancia de esta rama para el desarrollo del pensamiento matematico y la formacion de
actitudes positivas de los estudiantes hacia la matematica.

Se requieren investigaciones que muestren resultados acerca de la manera en que se puede
aprender este topico a nivel primario y secundario.

Es necesario adelantar investigaciones adicionales que analizan la manera de utilizar la
heuristica de Lakatos como método para la ensefianza-aprendizaje de otros tdpicos de la
matematica que suelan considerarse mas abstractos y formales, tales como el andlisis real o el
algebra abstracta, de manera similar pero mas a fondo de lo que reportaron Larsen y Swinyard
en los articulos que se revisaron en el Capitulo 1

Se requieren investigaciones que evaluan o valoran la repercusion de la heuristica de Lakatos
en la ensefianza de la matematica en la educacion primaria, secundaria y media.

Se requieren estudios que muestren con detalles la relacion del método heuristico de Lakatos

con el pensamiento matematico divergente y con el convergente.
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ANEXOS

Anexo1. Consentimiento informado estudiantes

INFORMACION PARA ESTUDIANTES DEL CURSO DE MATEMATICAS DISCRETA

PARTICIPANTES DE LA INVESTIGACION

Querido estudiante, el proyecto de investigacion “El desarrollo del pensamiento matematico a través de la heuristica de Lakatos
en la construccion de demostraciones y en la resolucién de problemas de la matematica discreta”, es conducido por Jader
Cortes Amaya, estudiante de Doctorado en Educacion Matematica de la Universidad Antonio Narifio, en el marco del desarrollo
de su tesis doctoral. Uno de los objetivos generales propuestos en dicho estudio es “explorar la repercusion de la heuristica
de Lakatos llevada al aula de clase en el desarrollo del pensamiento matemético, en la construccion de demostraciones y en
la resolucion de problemas de la matematica discreta”. Teniendo en cuenta que la electiva disciplinar que usted va a cursar es

“matematicas discretas” se solicita su valiosa colaboracion.

Si usted accede a participar, se le pedird a lo largo del semestre, ademas de cumplir con los requisitos establecidos en el
curso, responder algunos instrumentos y entrevistas semiestructuradas que tomaran aproximadamente 15 minutos cada vez.
Las entrevistas semiestructuradas seran grabadas en audio y las clases en audio y video, de manera que el investigador pueda

después trascribir las ideas que ha expresado.

La participacidn en este estudio es estrictamente voluntaria. La informacion que se recoja sera confidencial y no se usara para
ningun otro propdsito fuera de los de esta investigacion. Sus respuestas a los instrumentos y a las entrevistas seran codificadas

usando un nimero de identificacion y, por lo tanto, seran anénimas.

Si tiene alguna duda sobre este proyecto, puede hacer preguntas en cualquier momento durante su participacion en él.
También, puede retirarse en cualquier momento sin que eso lo perjudique en ninguna forma. Si alguna de las preguntas

durante la entrevista le parece incomodas, tiene derecho de informarlo al investigador, incluso puede no responderlas.

Agradecemos su sincera participacion.
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CONSENTIMIENTO INFORMADO DE ESTUDIANTES PARTICIPANTES DE LA
INVESTIGACION

Yo estudiante de la Licenciatura

en Matematicas de la Universidad Antonio Narifio, identificado con el cdodigo

acepto participar voluntariamente en el estudio “El desarrollo del

pensamiento matematico a través de la heuristica de Lakatos en la construccion de
demostraciones y en la resolucion de problemas de la matematica discreta”, conducido por
Jader Cortes Amaya.

Me han informado que uno de los objetivos generales del estudio es “explorar la repercusion
de la heuristica de Lakatos llevada al aula de clase en el desarrollo del pensamiento
matematico, en la construccion de demostraciones y en la resolucion de problemas de la
matematica discreta”. También me han informado que ademas de cumplir con los requisitos
establecidos en el curso, debo responder algunos instrumentos Yy entrevistas
semiestructuradas que tomaran aproximadamente 15 minutos cada vez; y que las entrevistas
seran grabadas en audio y las clases en audio y video.

Entiendo que la informacién que se recoja sera confidencial y no se usara para ningun otro
proposito fuera de los de esta investigacion. He sido informado que en cualquier momento de
la investigacion puedo hacer preguntas y que puedo retirarme si es mi deseo sin que ello me
perjudique en ninguna forma.

Entiendo que una copia de esta ficha de consentimiento me sera entregada, y que puedo
pedir informacién sobre los resultados de este estudio cuando éste haya concluido. Para
esto, puedo contactar a Jader Cortes Amaya a través del correo jadercortes@uan.edu.co

En constancia firmo a los dias del mes de de 2016.

FIRMA
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Anexo 2. Primera Encuesta

Encuesta 1
A continuacién encontrard un aserie de preguntas relacionadas con la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas. Por favor, conteste desde la perspectiva de su experiencia como estudiante.

Carrera:
Semestre:

Marque con una X, en el cuadro de acuerdo a los siguiente criterios: FA: Fuertemente de acuerdo
A: de acuerdo AD: Ni de acuerdo ni en Desacuerdo D: En desacuerdo FD: Fuertemente en desacuerdo

Descripcion o identificacion de cada elemento del
cuestionario FA A AD D ED

Si la Universidad propone que en los cursos de
matematicas se debe ensefiar a demostrar,
cudl es su postura al respecto.

Se le facilita construir demostraciones
matematicas

Alguna metodologia en particular lo ha motivado
o0 lo ha ayudado a construir demostraciones

Ha realizado demostraciones en matematicas

En alguna ocasidn se ha propuesto resolver algin
problema matematico lograndolo después de
un largo periodo de tiempo.

Piense en el problema matematico que més le ha
Ilamado la atencion. Lo intento resolver
porque su profesor se lo exigio.

Se siente fuertemente motivado a encontrar la
solucién de un problema que lo rete
intelectualmente.

Piensa que puede llegar a sentirse motivado por el
estudio de la matematica.

Se ha sentido cémodo con la metodologia de los
cursos de matematica del colegio

Se ha sentido cémodo con la metodologia de los
cursos de matematica de la Universidad

Alguna metodologia lo ha cautivado e
involucrado en el estudio de la matematica.
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Preguntas abiertas

1. ¢Como puede mejorar en ese proceso de demostracion matematica? (Analice si alguna
metodologia, estrategia, situacion o técnica fue adecuada para entender como hacer una

demostracion.)

2. Escriba el problema matematico que ha llamado totalmente su atencién. Cuando lo

intento resolver o lo resolvi6, describa como fue su experiencia.
3. Cuadl seria su consejo para que el aprender matematicas sea por interés personal.

4. Piense en la mejor metodologia que usted ha vivenciado de un curso de matematicas.

Describa dicha metodologia.
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Anexo 3. Encuesta 2

A continuacion encontrara una serie de preguntas relacionadas con la metodologia que se llevé
a cabo en el curso de matematicas discretas. Conteste por favor desde su perspectiva como

estudiante.
Nombre:

Carrera:

Semestre:

Marque con una X, en el cuadro de acuerdo a los siguiente criterios: FA: Fuertemente de
acuerdo A: de acuerdo AD: Ni de acuerdo ni en Desacuerdo D: En desacuerdoFD: Fuertemente
en desacuerdo

Descripcion o identificacion de cada elemento
del cuestionario

La manera como se llevé el curso de
matematicas discretas implicé una mejor
comprension de los conceptos.

Los problemas trabajados durante el curso
despertaron su curiosidad matematica

El curso de matematicas discretas le ha
aportado a su formacion personal como
resolutor de problemas

El curso le ha aportado para mejorar en la
construccion de demostraciones.

La demostracion es algo que se debe ensefiar
aprender en los cursos de matematicas

La metodologia llevada a cabo en el curso de
matematicas discretas tuvo aspectos
diferentes a otras metodologias.

La metodologia del curso le comprometi6 y le
motivé hacia el estudio de las matematicas.

Los problemas que implican un reto para el
estudiante son fundamentales en un
curso de matematicas.
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Anexo 4. Entrevista

1. ¢ Puede describir algun problema del curso junto con la forma de abordarlo frente al cual se haya

sentido fuertemente motivado por hallar la solucion?
2. Respecto a las demostraciones matematicas:

a. ¢las considera importantes?
b. ¢se le facilita realizarlas? y
c. ¢como considera que se puede mejorar en este proceso?
3. ¢Cual es su apreciacion de la experiencia de proponer una conjetura para ser desarrollada

durante el semestre?

4. ;Puede encontrar diferencias entre la metodologia utilizada en el curso de matematicas discretas

y los otros cursos de matematicas que ha cursado en la Universidad?
5. ¢Puede resaltar algun aspecto metodoldgico del curso que mas le haya llamado la atencion?
6. Identifique, si en su criterio las hay, dos debilidades y dos fortalezas de la metodologia del curso.
7. Describa qué le aport6 el curso en la construccion de demostraciones matematicas.

8. ¢Qué le aportd como estudiante y como persona el curso de matematicas discretas?
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Anexo 5. Diseio del curso de matematicas discretas

El curso esta disefiado teniendo en cuenta la clasificacion de las clases en Dias 1, 2 y 3. Para cada uno
de estos dias se tienen objetivos particulares. Para los Dias 2 y 3 se estableceran objetivos estandares

y para los Dias 1 se presentara los objetivos clase por clase.

Dias dos (2) Metodologia y objetivos
Tema: De acuerdo a lo que se desarrolle en el Dia 1 inmediatamente anterior.
Objetivos

e Reforzar los conceptos vistos en la clase del Dia 1 a través de la resolucion de problemas
retadores.

e Permitir que el estudiante analice, explore, conjeture y justifique en el contexto de la resolucion
de problemas retadores desarrollando de esta manera el pensamiento matematico.

e Motivar al estudiante hacia el estudio de la matematica a través de problemas no rutinarios de la

matematica discreta.
Metodologia

e Los estudiantes se retinen por grupos de no mas de tres estudiantes, se proponen problemas
dando un tiempo determinado para que los exploren y analicen. Luego los estudiantes muestran

su desarrollo a los comparieros, se debate y se concluye.
Dias tres (3). Metodologia y objetivos
Temas: Problemas transversales a otras areas.

Objetivos
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e Permitir que el estudiante analice, explore, conjeture y justifique por medio de la solucién de
problemas de la matematica discreta transversales a otras areas de conocimiento.

e Usar los conocimientos vistos en clase como herramienta para la solucion de problemas no
rutinarios.

e Motivar al estudiante hacia el estudio de la matematica a través de problemas no rutinarios de la
matematica discreta.

e Fomentar el debate académico y la construccion social del conocimiento matematico.
Metodologia

e Los estudiantes trabajarén en grupos y se les dard un tiempo prudente para que exploren y
analicen cada problema; cada grupo mostrara su solucién con el propésito que se muestren
ejemplos, contraejemplos y demostraciones, y finalmente se llegue a un consenso de las
respectivas soluciones. Se tomara un espacio para presentar la conjetura principal e indicar la

respectiva metodologia.
ACTIVIDADES COMBINATORIA

Combinatoria Clase 1. Dia (1). Semana 1.
Tema general: Combinatoria.
Temas especificos:

e Reglas de la sumay el producto
e Permutaciones

Objetivos

e Determinar las reglas de la sumay el producto a través de la solucion de problemas.
e Analizar las propiedades y caracteristicas de una permutacion.
e Construir la férmula de permutacién a través de la resolucion de problemas.

Metodologia
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La clase se desarrollara a través de la solucion de problemas para finalmente concluir enunciando apartes
de la teoria; los estudiantes exploraran diversos problemas de la combinatoria empleando la heuristica

propia de cada uno de ellos.
PROBLEMAS A ABORDAR EN LA CLASE 1. DiA (1). SEMANA 1

1. Cinco escuelas enviaran su equipo de futbol a un torneo en el cual cada equipo jugaré con cada
uno de los otros exactamente una vez.  Cuantos juegos son requeridos? (Kenneth Bogart)

2. Resuelva el problema anterior si el numero de escuelas que enviaran equipo es n.

3. Un club de teatro realiza ensayos para una obra. Si 6 hombres y 8 mujeres ensayan para los
papeles principales (masculino y femenino), ¢ de cuantas formas puede el director elegir a la pareja

principal.
Problemas a abordar Combinatoria Clase 2. Dia (2). Semana 1

1. ¢ Cuantos enteros positivos n se pueden formar con los digitos 3,4,4,5,5,6,7 si queremos que n
sea mayor que 5 000 000?

2. ¢ De cuantas formas puede un estudiante responder un examen de 10 preguntas de verdadero-
falso?

e ;De cuantas formas puede el estudiante responder el examen si es posible dejar una pregunta
sin respuesta?

3. ¢ Cuantas permutaciones de las letras a,b,c,d,e,f se pueden formar sila letra ay la letra b
deben siempre ir juntas?

e ;Cuéntas permutaciones de las letras a,b,c,d,e,f se pueden formar si la letra a y la letra b
nunca estan juntas?

e ;Cuantas permutaciones de las letras a,b,c,d,e,f se puede formar sila letra ay la letra b
siempre estan una al lado de la otra pero a y ¢ nunca estan juntas? (Kenneth Ross)

155



4. Plantear un problema acerca de las permutaciones de las letras a, b, ¢, d, e cuya repuesta sea

menor que 15.
Problemas a abordar. Combinatoria, Clase 3. Dia (3). Semana 1

1. Una ceja es un arreglo de los numeros 1, 2, 3, 4 y 5 en el que los numeros segundo y cuarto son
cada uno mayores que sus vecinos inmediatos. Por ejemplo (1, 3, 2, 5, 4) es una ceja y (1, 3, 4,
9, 2) nolo es. ¢ Cual es el niumero de cejas? (facil).(Olimpiadas Colombianas 2010. Intermedio).

2. ¢Cuantos numeros de cuatro digitos con el primer digito 1 tienen exactamente dos digitos
idénticos? (como 1447, 1005 0 1231). (AIME 1983). (medio).

3. Encuentre una manera de distribuir los niumeros del 1 al 9 en una matriz 3x3 de modo que los 6

cuadrados de tamafio 2x2 que se muestran en el dibujo tengan la misma suma. (medio)

Combinatoria Clase 4. Dia (1). Semana 2.

Tema general: Combinatoria.
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Temas especificos:
e Combinaciones
Objetivos

e Reconocer las propiedades y caracteristicas de una combinacion.
e Construir la formula de combinacidn a través de la resolucion de problemas.

Metodologia

La clase se desarrollara a través de la solucién de problemas para finalmente concluir con elementos de
la teoria. Los estudiantes exploraran diversos problemas de la combinatoria empleando la heuristica
propia para finalmente llegar a la construccion de la formula de combinacién. Se propondran ejercicios

con el propdsito que el estudiante se familiarice con los conceptos teoricos.
PROBLEMAS A ABORDAR EN LA CLASE 4. DiA (1). SEMANA 2

1. ¢ Cuantas disposiciones de las letras MISSISSIPPI no tienen dos letras S consecutivas?

2. ¢ De cuantas formas es posible distribuir 12 libros diferentes entre cuatro nifios de modo que:
e (Cada nifio reciba tres libros
e Los dos nifios mayores reciban cuatro libros cada uno y los dos menores reciban dos

libros cada uno.
Problemas a abordar. Combinatoria Clase 5. Dia (2). Semana 2

1. Ocho monedas de diferentes valores estan dispuestas como se muestra en la figura. ;De cuantas
maneras se pueden tomar las monedas (una a la vez) si ninguna moneda puede ser tomada si hay

alguna otra debajo de ella?

I 11
il
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2. Determine el nimero f(n) de subconjuntos de un conjunto con n elementos.

3. Se tienen n balones idénticos y k diferentes colores. ¢De cuéntas maneras diferentes puede pintar

los n balones?

1.

Problemas a abordar. Combinatoria. Clase 6. Dia (3). Semana 2.

Un palindrome es un numero ‘simétrico” que se lee lo mismo de derecha a izquierda, que de
izquierda a derecha. Por ejemplo, 55, 101 y 8668 son nimeros palindromes.

e ;Cuantos palindromes de cuatro digitos hay?

e ;Cuéntos de estos numeros palindromes son divisibles por 7? (medio-facil) (Olimpiadas

Colombianas 2010. Nivel intermedio).

En una recta se marcan dos puntos A y B de tal forma que el segmento AB mide 5 cm. Una pulga
se mueve sobre la recta y en cada salto se desplaza 1 cm a la derecha o 1 ¢cm a la izquierda. La
pulga quiere ir desde A hasta B en 9 saltos. ; De cuantas maneras puede hacerlo? (medio-dificil).
Para cada sub-conjunto no vacio del conjunto {1,2,3,4,5,6,7} disponga los nimeros en orden
decreciente, alterne los signos +y - entre ellos comenzado por +, y realice la suma. Por ejemplo,
para el subconjunto {5} obtenemos 5. Para {6,3,1} obtenemos 6 - 3 +1 = 4. Encuentre la suma de

todos los resultados. (AIME 1983). (medio - dificil).

Combinatoria Clase 7. Dia (1). Semana 3.

Tema general: Combinatoria.

Temas especificos:

Induccidén matematica

Objetivos

Comprender los pasos de la demostracion por induccion matematica
Demostrar conjeturas por medio de la induccion matematica.

Metodologia
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Se mostrara en primer lugar partiendo de la Iégica porque la induccién matematica es una herramienta
adecuada para demostrar. A continuacién se refleja el método a través de diferentes ejemplos. Se

propondran ejercicios con el propdsito que el estudiante se familiarice con los conceptos tedricos.
Problemas a abordar Combinatoria Clase 7. Dia (1). Semana 3.

1. Demuestre por induccién matematica:

a. 212{211 k2= (")(2"—;)(2"'*'1)

n(n+1)(2n+7)

b. Xy k(k +2) ="

n 1 _ n
=1iG+1) = n+1

2. ¢ Qué opina acerca de las siguientes desigualdades?
o 2M<n!
e n3< 2"
¢,Como se podria demostrar que su opinién es verdadera?

Problemas a abordar. Combinatoria. Clase 8. Dia (2). Semana 3.

1. Demuestre que para todo nimero natural n, Mn= n(n2-1)/3n+2) es multiplo de 24.
2. Sea nun entero positivo. Se quita un cuadrado de un tablero 27 X 2. Pruebe que el tablero

restante puede ser cubierto por piezas como las que se muestran en la figura.
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n+1

m) (xn + %) para n 2 1. Determine

f' Lo _ 1 _
3. Defina la sucesion: x1, xz,... por x; = oo Xng1 =
X2011.
Problemas a abordar. Combinatoria. Clase 9. Dia (3). Semana 3.

1. Se tienen siete fichas iguales y pintura roja, azul y blanca. Se quiere pintar todas las fichas de modo
que haya al menos una de cada color. ;De cuantas maneras diferentes se puede hacer? Tenga en
cuenta que 1R, 2A 'y 4B es lo mismo que 4B, 1Ry 2A (facil).

2. Hallar cuantos nimeros de tres cifras tienen la siguiente propiedad: Si al nimero le restamos 297,
se obtiene otro numero de tres cifras, con las mismas cifras, pero en orden inverso. (Canguro
matemético) (medio).

3. Cada uno de los treinta y cuatro estudiantes del curso de la profesora Flor redactd una historia. Todas
las treinta y cuatro historias tuvieron un nimero diferente de paginas entre 1y 34. Estas historias se
van a compilar en un solo libro comenzando en la pagina 1, con cada nueva historia comenzando en
una nueva pagina y sin paginas en blanco. ¢Cuél es el mayor numero de historias que pueden

comenzar en una pagina impar de este libro? (Olimpiadas 2011) (nivel medio).
Combinatoria. Clase 10. Dia (1). Semana 4
Tema general: Combinatoria

Temas especificos:
e El principio de inclusion y exclusion
Objetivos

e Comprender el principio de inclusion y exclusion
e Demostrar el principio de inclusion y exclusion

Metodologia
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El estudiante intentara demostrar el principio de inclusidn y exclusion a través de su analisis y heuristica.
También explorara algunos corolarios y problemas en los cuales se aplique el principio. Se propondran

ejercicios con el propdsito que el estudiante se familiarice con la teoria.
Problemas a abordar. Combinatoria. Clase 10. Dia (1). Semana 4.

1. Determine el nimero de enteros positivos n, 1< n < 2000 tales que:
e No son divisibles entre 2, 3 ni 5
e No son divisibles entre 2, 3,5 ni 7
¢ No son divisibles entre 2, 3 ni 5 pero si son divisibles por 7.
2. Determine el numero de soluciones enteras para x1 + x2 + x3 + x4 =19, si:
e (O<xjparatodo1<i<4
o (O=sxj<8paratodo1=i<4
o 0=<x1<50=<x2<6,3<x3=57,3<x4<8.
3. Encuentre el numero de enteros positivos x tales que x <9999 999 y la suma de los digitos de x

sea igual a 31.
Problemas a abordar. Combinatoria. Clase 11. Dia (2). Semana 4.

1. Cada carretera en un determinado estado es de un solo sentido. Cada par de ciudades esta
conectado exactamente por una carretera. Demuestre que existe una ciudad a la cual se puede llegar
desde las otras ciudades de forma directa o pasando a lo mas por una ciudad intermedia.

2. ¢ De cuantas formas se pueden colocar tres x, tres y y tres z en linea de modo que no aparezca la
misma letra tres veces consecutivas?

3. SiZacarias lanza un dado cinco veces, ¢,cual es la probabilidad de que la suma de los cinco niumeros

que obtiene sea 20?
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Problemas a abordar. Combinatoria. Clase 12. Dia (3). Semana 4.

1. Elsefiory la sefiora Lopez tienen dos nifios. Cuando ellos van en su automdvil familiar, dos personas
se sientan adelante, y las otras dos atras. Si o bien el sefior Lopez o bien la sefiora Lopez debe
sentarse en el asiento del conductor, ¢ cuantas diferentes formas de sentarse son posibles? (facil).
(Olimpiadas 2010).

2. Enuna cesta una gata tiene 7 gatitos de 7 colores diferentes: blanco; negro; rubio; blanco y negro;
rubio y blanco; negro y rubio; y blanco, negro y rubio. ;De cuantas maneras se pueden escoger 4
gatitos en la cesta de modo que cada par de gatitos compartan por lo menos un color? (medio-facil).

3. ¢ Cuantas triplas ordenadas (a,b,c), con a,b,c nimeros enteros positivos, cumplen que:

e mcm(a,b) = 1000,
e mcm(b,c) = 2000,y

e mcm(c,a) = 20007
Combinatoria. Clase 13. Dia (1). Semana 5

Tema general: Combinatoria
Temas especificos:

e El principio de inclusion y exclusion
Objetivos

e Generalizar el principio de inclusion y exclusion
e Explorar aplicaciones del principio

Metodologia

Se complementara el principio con otros topicos como, por ejemplo, las generalizaciones del principio,
desordenamientos entre otros. Se propondran ejercicios con el proposito que el estudiante se familiarice

con elementos de la teoria.
Problemas a abordar. Combinatoria. Clase 13. Dia (1). Semana 5.
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1. Lasefioray el sefior Zeta quieren nombrar a su hijo (de apellido Zeta) de modo que las iniciales
de sus dos nombres y la inicial de su primer apellido se encuentren en orden alfabético sin letras
repetidas. Un conjunto de tres letras en orden alfabético le denominaremos monograma.
¢, Cuantos monogramas son posibles en el caso de la pareja Zeta?

2. ¢ Cuantos monogramas en los cuales no hay letras repetidas existen?

3. Sea nun numero entero impar mayor que 1. Demuestre que la sucesién

n n n . y . ’ .
M. G) . <n_—1) contiene un nimero impar de nimeros impares.
2

Problemas a abordar. Combinatoria. Clase 14. Dia (2). Semana 5.

¢De cuantas formas se pueden colocar los enteros 1, 2, 3, ..., n en una linea de modo que no
aparezca ninguno los patrones 12, 23, 34,... (n-1)n?
Determine el nimero de soluciones enteras para x1 + x2 + X3 + x4 = 19 donde -5 < x;< 10 para todo

1<i<4.
Problemas a abordar. Combinatoria. Clase 15. Dia (3). Semana 5.

Un grupo de cinco personas se reunen en una fiesta. ¢De cuéntas formas pueden saludarse si se
sabe que todos saludaron un nimero impar de personas? Nota: Si Miguel saluda a Pedro, entonces
Pedro saluda a Miguel.

Algunos pisos cuadrados se han embaldosado con baldosas blancas y grises. Los que usan 4y 9
baldosas grises se muestran en la figura. Cada piso tiene una baldosa gris en las esquinas, y cada
baldosa gris esta rodeada por baldosas blancas. ; Cuantas de estas ultimas haran falta para un piso

que lleva 25 baldosas grises? Generalizar. (Canguro).
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3. abc es un numero de tres digitos. Si acb + bca + bac + cab + cha = 3194. Encontrar abc. (AIME

1986).
TEORIA DE JUEGOS
Teoria de juegos. Clase 1. Dia (1). Semana 1.
Tema general: Teoria de juegos
Temas especificos:
e Teoria basica. Definicién de juego. Jugador racional.
Objetivos

e Presentar la teoria basica de la teoria de juegos. Representacion en forma normal de un juego.
e Solucionar juegos como jugadores racionales

e Comprender cuando una estrategia esta estrictamente dominada por otra.
Metodologia

Los estudiantes se organizan en dos grupos y se presenta una version del juego llamado el dilema de los

prisioneros. Los estudiantes solucionan el juego sin previa teoria.

Se exponen los conceptos basicos de la teoria y se solucionan diferentes juegos en el cual cada jugador

toma el rol de jugador racional.
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Problemas a abordar. Teoria de juegos. Clase 1. Dia (1). Semana 1.

1. La policia arresta a dos sospechosos. No hay pruebas suficientes para condenarlos vy, tras
haberlos separado, se visita a cada uno y se les ofrece el mismo trato. Si uno confiesa y su
complice no, el complice sera condenado a la pena total, 9 afios, y el primero seré liberado. Si
uno calla y el cobmplice confiesa, el primero recibiré esa pena y seré el complice quien salga libre.
Si ambos confiesan, ambos seran condenados a seis afios. Si ambos lo niegan, todo lo que
podran hacer sera encerrarlos durante un afio por un cargo menor. El juego se puede representar

a través de la siguiente matriz.

Prisionero 2 Confiesa | Prisionero 2 calla
-1, -1 0,-9
9,0 -6,-6

Prisionero 1 Confiesa

Prisionero 1 Calla

2. ¢Enlos siguientes juegos representados en su forma normal, qué estrategias sobreviven a la

eliminacioén iterada de estrategias estrictamente dominadas?

JUEGO A
L C R
T 2,0 11 4,2
3,4 1,2 2,3
B 1,3 0,2 3,0
JUEGO B
c1 c2
F1 8, 2 1,1
F2 0,2 5,1
F3 1,3 0, 100

Problemas a abordar. Teoria de juegos. Clase 2. Dia (2). Semana 1.
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1.

1.

Dos jugadores se turnan en el siguiente juego. Se sitia un montén de 20 piedras sobre la mesa.
Cada jugador en su turno puede tomar 1, 0 6 2 piedras. El jugador que gana es aquél que realiza
el ultimo movimiento. Determinar quién tiene una estrategia ganadora y decir cuél es esa
estrategia.

Dada la ecuacion x3 + ax? + bx + ¢ = 0, el primer jugador proporciona un valor entero para a, b 0
¢, el segundo jugador proporciona un valor entero para alguno de los valores restantes. De nuevo
juega el primer jugador. El objetivo del primer jugador es construir un polinomio que tenga tres
raices enteras (no necesariamente distintas), el objetivo del segundo es impedirlo. ¢Quién
ganara?

Dos jugadores alternamente eligen un nimero del conjunto {7, 2, 3,..., n}. Una vez un nimero m
haya sido elegido ningun divisor de m puede ser elegido. El primer jugador que le sea imposible

elegir un numero pierde. Realice el juego con n= 10 y n = 1000.

Problemas a abordar. Teoria de juegos. Clase 3. Dia (3). Semana 1.

Se tienen 1990 montones de piedras, los montones tienen 1,2,3,...,1990 piedras. Un movimiento es

tomar un numero igual de piedras de uno o mas montones. ¢Cuantos movimientos son necesarios

para tomar todas las piedras? (ASU 1990).

¢ Existe un entero positivo n tal que, si cada uno de n puntos esta unido con los restantes por un

segmento rojo o azul, entonces no importa como se eligen los colores de los segmentos, un tridngulo

monocromatico siempre existe? (Halmos).

Usted se encuentra en la orilla de un rio con dos baldes. Uno de los baldes se llena exactamente con

3 litros de agua y el segundo con 5 litros. Los baldes no tienen ningun tipo de marca. ; Cémo usted

puede transportar exactamente 4 litros de agua?

Teoria de juegos. Clase 4. Dia (1). Semana 2.
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Tema general: Teoria de juegos

Temas especificos:

e Equilibrio de Nash en estrategias puras.

e Aplicaciones a la economia. Modelo de Cournot.

Objetivos

e Presentar el concepto de equilibrio de Nash en estrategias puras.

e Explorar el modelo de Cournot aplicando el equilibrio de Nash.

Metodologia

e Se desarrollard la parte tedrica. Se daran las diferentes definiciones y teoremas. Tanto las

definiciones como los teoremas se ejemplificarén y se realizaran algunos ejercicios para que los

estudiantes se familiaricen con la nueva teoria.

1.

2.

Problemas a abordar. Teoria de juegos. Clase 4. Dia (1). Semana 2.

Los jugadores 1y 2 negocian sobre cémo repartir mil millones de pesos. Ambos jugadores
simultaneamente nombran la porcion que quisieran tener, s1y sz, donde 0 < sy, S2 <
1.000°000.000. Si sr+s2 < 1.000'000.000, los jugadores reciben la porcién que cada uno
nombro. Si s1+ s2 >1.000'000.000 entonces ninguno recibe dinero.  Cual es el equilibrio de
Nash en estrategias puras para este juego?

¢,Cudles son los equilibrios de Nash en estrategias puras de los siguientes juegos?

JUEGO A

0,0 2,2
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10,11 -1,0

D
JUEGO B
A B
D 0,1 54
E 3,6 -1,0

3. Considere el modelo de Cournot en un duopolio en donde la demanda inversa es P(Q) = a - Q. Las
firmas tienen un costo marginal ¢ para la firma 1y ¢z para la firma 2. 4 Cual es el equilibrio de Nash

si 0 < ¢i< a/2 para cada firma? ;,Qué pasa si ¢1 < c2<apero 2c2>a + c1.
Problemas a abordar. Teoria de juegos. Clase 5. Dia (2). Semana 2.

1. Dos jugadores eligen alternamente el signo para uno de los numeros 1, 2,..., 20. Una vez un signo
haya sido elegido éste no puede ser cambiado. El primer jugador trata de minimizar el valor absoluto
final de la suma total y el segundo jugador de maximizarlo. ;Cual es el resultado (asumiendo que
ambos jugadores juegan estratégicamente)? Ejemplo: los jugadores pueden jugar: 1, 20,-19,18,-
17,16,-15,14,-13,12,-11,10,-9, 8,-7, 6,-5, 4,-3, 2. El resultado es 12. En este ejemplo el jugador dos
juega sin mostrar una estrategia ganadora. (ASU 1996).

2. Dos jugadores juegan el siguiente juego. Hay un montén de m fichas y otro montén de n < m fichas.
Cada jugador por turnos toma una o mas fichas del montén més grande. El niumero que él toma debe
ser multiplo del nimero de fichas del montén mas pequefio. Por ejemplo si los montones son 15y 4,
el primer jugador puede tomar, 4, 8 0 12 fichas del monton de 15. EI primer jugador que logre limpiar
un monton es el ganador. ¢Quién tiene una estrategia ganadora en este juego y cuél es esa

estrategia? (ASU 1978).
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3. Dos jugadores juegan a mover una pieza en un tablero de ajedrez de n x n. La pieza esta inicialmente
en la casilla de una de las esquinas. La pieza se puede mover a cualquier casilla adyacente (dos
casillas se consideran adyacentes si comparten un lado). La pieza nunca puede ocupar una misma
casilla dos veces. El primer jugador que le sea imposible mover la ficha pierde. ; Quién gana el juego?
¢ Quién ganara el juego si la pieza inicia en una casilla adyacente a una casilla esquinera?

Problemas a abordar. Teoria de juegos. Clase 6. Dia (3). Semana 2.

1. 2001 monedas con valores 1, 2 o 3 unidades son dispuestas en una fila. Entre dos monedas
cualesquiera de valor 1 hay al menos una moneda, entre dos monedas cualesquiera de valor 2 hay
al menos dos monedas, y entre dos monedas cualesquiera de valor 3 hay al menos tres monedas.
¢Cual es la longitud del tramo mas largo de monedas de valor 3 que puede haber en la fila?
(Olimpiada Rusa 2001).

2. Dados 6 diferentes colores. ¢ De cuantas maneras se puede pintar un cubo de tal forma que cada
cara tenga un color diferente? Si se tienen 8 colores, ¢de cuéntas maneras se puede pintar un

octaedro regular (ver figura) de tal forma que cada cara tenga un color diferente? (BMO 1966).

3. Escriba una fila de numeros enteros arbitrarios (se permiten repeticiones). Ahora construya una
segunda fila de la siguiente manera: Si el entero n esta en la columna k en la primera fila, en la

columna k en la segunda fila escriba el nimero de veces que se repite el nimero n en la fila 1 desde
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la columna 1 hasta la columna k inclusive. Similarmente construya una tercera fila usando los valores

en lafila 2, y por Ultimo una cuarta. Por ejemplo:

71121711

11111223 |4

112131211
11111223 |4

Demuestre que la cuarta fila es siempre igual a la segunda. (Dificil).

Teoria de juegos. Clase 7. Dia (1). Semana 3.
Tema general: Teoria de juegos
Temas especificos:

o Estrategias mixtas
o Estrategias estrictamente dominadas en estrategias mixtas

e Equilibrio de Nash en estrategias mixtas
Objetivos

e Presentar el concepto de estrategia mixta
e Aplicar el concepto de estrategia estrictamente dominada en estrategias mixtas.

e Encontrar el equilibrio de Nash en estrategias mixtas.

Metodologia

e Se desarrollara la parte tedrica. Se daran las diferentes definiciones y teoremas. Tanto las
definiciones como los teoremas se ejemplificaran y se realizaran algunos ejercicios para que los

estudiantes se familiaricen con la nueva teoria.
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Problemas a abordar. Teoria de juegos. Clase 7. Dia (1). Semana 3.

1. Encuentre el equilibrio de Nash en estrategias mixtas de los siguientes juegos.

JUEGO A
L R
T|2,1]0,2
B|[1,2]3,0
JUEGO B
I C D
A ] 1-1]6-6]| 00
M | 2-2| 00 | 3-3
B | 3-3]2-2|4-4

2. Dos ganaderos llevan a pastar sus vacas a un terreno comunal de area 100. Las vacas se reparten
el pasto de la parcela de manera uniforme. Para simplificar, suponemos que cada uno puede llevar
1,3, 0 5vacas, y que sus decisiones son simultaneas. Los beneficios del ganadero i si lleva ni vacas
son ni*100/N-cni, donde N denota el numero total de vacas que lleven los ganaderos al terreno y ¢
es el coste por vaca. Cada ganadero busca maximizar su beneficio. (a) Represente la matriz de pagos

para un coste por vaca ¢ = 5y halle el equilibrio o equilibrios de Nash.
Problemas a abordar. Teoria de juegos. Clase 8. Dia (2). Semana 3.

1. Dos jugadores juegan un juego. Por turnos cada jugador pinta 3 aristas que no estén pintadas de un
cubo (el cubo inicial no tiene aristas pintadas). El primer jugador usa un color rojo y el segundo jugador
uno azul. Cada jugador tiene dos movimientos. El jugador ganador es aquél que logre pintar todas
las aristas de una cara del cubo del mismo color. ;Cuél de los jugadores tiene una estrategia

ganadora?
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2. Hay 2000 distintos puntos y cada dos puntos estan unidos por un segmento. Carlos y Marisol juegan
por turnos borrando segmentos. A Carlos le es permitido borrar una sola arista por turno y a Marisol
le es permitido borrar una o dos segmentos por turno. La persona quien después de su movimiento
deja un punto aislado (no conectado por alguna arista a cualquier otro punto) pierde.  Quién ganara
el juego? ¢ Cual de los jugadores tiene una estrategia ganadora?

3. Ay B juegan unjuego. Cada uno tiene 10 fichas etiquetadas de 1 a 10. El tablero consta de dos filas
de casillas. La primera fila estd numerada de 1 a 1492 y la segunda fila esta numerada de 1 a 1989.
En el n-ésimo turno, A situa su ficha nimero n en una casilla vacia en una de las dos filas y B situa
su ficha n en cualquier casilla vacia en la otra fila. B gana si el orden de las fichas es la misma en las
dos filas, (esto quiere decir que si en la fila uno aparecen las fichas en el siguiente orden:
5,7,8,2,3,1,4,6,9,10 en la otra de igual m