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SINTESIS

Esta investigacion se basa en el analisis de las manifestaciones del pensamiento matematico que surgen
durante la solucién de problemas significativos, matematicos y de contexto, en el marco del analisis
combinatorio, y la correspondiente construccion de significados de los conceptos implicitos en las mismas

con el objetivo de caracterizar y consolidar un modo de pensar que se denomind pensamiento combinatorio.

El estudio se realizo con un disefio experimental en dos fases, una bajo la investigacién-accion y la usando
elementos de la teoria fundamentada, lo cual implic6 el disefio de una unidad didactica constituida por ocho
actividades sustentadas en los principios basicos de conteo, instrumento que se implementé y se desarrolld

con los estudiantes de primer afio de las carreras de ingenieria, en el curso de Solucion de Problemas.

Por su parte esta investigacion dejé la propuesta metodoldgica y de investigacion consolidada en el “Modelo
Metodoldgico « I.C.0.R.»". De esta forma, sobre la estructura del modelo se hizo la investigacion didactica,
con la cual se concluye que los hallazgos proporcionaron suficiente evidencia que se consolidé de manera
sistematica, evidenciandose que en el proceso de construccion y desarrollo del pensamiento matematico
durante la solucion de problemas del analisis combinatorio, existen unas estructuras que se implementan
con el apoyo de operaciones fundamentales de la actividad cognitiva. Estas estructuras reconocidas
corresponden a la estructura de representacion, de relacion y conexién, conceptual, combinatoria y de
generalizacion combinatoria. Sobre este esquema de estructuras se caracterizé el tipo de pensamiento
matematico implicito en ellas, logrando la descripcion de la generacion y estructuracion de las formas de
entender y las formas de pensar combinatorias y la interrelacion entre ellas, la cual origina las nuevas
formas de entender combinatorias. Todo esto proporciona elementos nuevos y valiosos para la

caracterizacion del pensamiento combinatorio.



ABSTRACT

This research is based on the analysis of the manifestations of mathematical thinking that emerge from
the solution of significant, mathematical and context problems in the framework of combinatorial
analysis, and the corresponding construction of meaning of the concepts implicit in them with the aim of

characterizing and consolidating a way of thinking that has been called combinatorial thinking.

The study was carried out with an experimental design in two phases, one under action research and the
other using elements of grounded theory, involving the design of a didactic unit, consisting of eight
activities based on the basic principles of counting; this instrument was implemented and developed with

first-year students of engineering programs in the course of Problem Solving.

As a result, this research produced the methodological and research proposal consolidated in the
“Methodological Model” « I.C.O.R. ». Thus, based on the structure of the model didactic research was
carried out, which concludes that the findings provided enough evidence that was consolidated in a
systematic way, showing that in the process of construction and development of mathematical thinking
during problem solving in combinatorial analysis, there are certain structures that are implemented with
the support of fundamental operations of cognitive activity. The structures recognized are the structure of
representation, the structure of relation and connection, the conceptual structure, the combinatorial
structure and the combinatorial generalization structure. The type of mathematical thinking implicit in
them was characterized following this scheme of structures, thus obtaining the description of the
generation and structuring of the forms of understanding and the ways of thinking combinatorially and
the interrelation between them which originates the new ways of combinatorial understanding. All of this

provides new and valuable elements for the characterization of combinatorial thinking.

Vi
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INTRODUCCION

La Educacion Matematica «EM», ubicada como una ciencia cognitiva y social, tiene entre sus objetivos
y fines investigativos la caracterizacién del pensamiento matematico, la construccion y validacién de
modelos didacticos y la propuesta de estrategias metodoldgicas para la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. Se abordaran éstas, vistas desde la interaccion de elementos de la «EM» (las
matematicas, los estudiantes, los profesores, las instituciones, las sociedades y las culturas) y
fundamentadas desde su aspecto epistemologico, ontoldgico, filosofico, psicoldgico y cognitivo.

Esto es propuesto y expuesto por varios autores. Schoenfeld (2000) ve en la educacion matematica dos
objetivos. El primero es el objetivo puro propuesto para la ciencia basica, el cual tiene como finalidad
comprender la naturaleza del pensamiento matematico, la ensefianza y el aprendizaje. El segundo
objetivo, es el objetivo propio formulado para las ciencias aplicadas, cuyo fin es mejorar el proceso de
ensefianza y aprendizaje de la matematica sobre la base de la comprension de la finalidad del objetivo
anterior. Desde su quehacer el autor de la presente investigacion ve que hay un tercer objetivo, el
objetivo futuro en el cual la educacion matematica debe seguir construyendo teorias y modelos que la
consoliden como ciencia, para lo cual espera y propone a los investigadores en «EM» trabajar en la
construccion de teorias que permitan comprender y caracterizar el pensamiento matematico, el
aprendizaje y la ensefianza de las matematicas en todos los niveles. A la par deben emerger y
afianzarse los modelos, siendo éstos los mediadores entre lo tedrico y lo practico.

De otra parte Font (2002) dice que la investigacion en educacién matematica se focaliza de manera
explicita o implicita en aspectos como: 1) la ontologia general, 2) la epistemologia general, 3) las teorias
sobre la naturaleza de las matematicas, 4) la teoria sobre el aprendizaje y la ensefianza en general y de
las matematicas en particular, 5) la definicién del objeto de investigaciéon de la didactica de las

matematicas y 6) una metodologia de investigacion.



En Godino (1991) se hace una introduccion de la evolucion de la educacion matematica «kEM» como
una ciencia tendiente a formalizar y construir teorias que explican la existencia e interacciéon de los

elementos mencionados anteriormente.

Asi mismo Miguel de Guzman (2007) plantea algunos puntos de vista con respecto a las tendencias
innovadoras en los trabajos y tareas de la educacion matematica como ciencia naciente. En cuanto a la
filosofia de la matematica actual, dice que ésta ha dejado de preocuparse por los problemas de
fundamentacién de la matematica como en el siglo XIX, especialmente después los resultados de Godel
a principios del siglo pasado, indicando que desde entonces la filosofia de la matematica ha enfocado
su atencion en el caracter cuasiempirico de la actividad matematica propuesta por Lakatos. En cuanto a
los procesos de ensefianza y aprendizaje de la matematica, considera la matematica como un
subsistema cultural, viendo asi la «kEM» como un proceso de “interculturacion” “proceso de inmersion
en las formas propias de proceder del ambiente matematico™-, consideracion sobre la cual se centran
algunas las investigaciones en la actualidad. Y por otro lado revisa las investigaciones sobre los
procesos de pensamiento propios de la matematica, viendo en ellas, mas que una transferencia de

contenidos, la matematica como un saber hacer y como una ciencia en la que el método claramente

predomina sobre el contenido.

Estos puntos de vista han provocado en los matematicos consideraciones importantes en el entender y
sentir las matematicas, y en el significado de la ensefianza y aprendizaje de las mismas, influenciando
el futuro investigativo de la «EM», para que éste se dé en procesos de pensamiento matematico, en
trabajos sobre la intuicion directa en lo concreto, el formalismo, la importancia de la motivacion desde lo

historico-cultural, y el impacto de las nuevas tecnologias sobre la matematica.

1 Guzman, M. de (2007). Ensefianza de las ciencias y la matematica. Iberoamericana de Educacién. No. 043, Enero-Abril,
19-58. Madrid, Espania.



De esta forma estos cambios visionales sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas y su
objetivo por desarrollar el pensamiento matematico con permeabilidad y aplicabilidad sobre todas las
ciencias también se han visto reflejados en el contexto social colombiano, primero desde los
Lineamientos Curriculares (1998), y luego por los Estandares Bésicos de competencias (2006),
documentos emitidos por el MEN. En ellos se reconoce y establece la importancia de un cambio frente
a la ensefianza y aprendizaje de la matematica motivado por una nueva concepcion que es el
aprendizaje por competencias, pensado desde la utilizacion del pensamiento l6gico y matematico y sus
herramientas como un medio para comprension e interaccion con un contexto. Ademas, en ello se deja
explicito que las competencias matematicas requieren de ambientes de aprendizaje enriquecidos por la
solucién de problemas significativos, que posibiliten avanzar a niveles de competencia cada vez mas
complejos, es decir que construyan nuevos y mas robustos significados de los conceptos matematicos.
Para ello se propone ver la mateméatica como un conjunto de cinco tipos de pensamiento. El
pensamiento numeérico, el espacial, el métrico o de medida, el aleatorio o probabilistico y el variacional.
Asi estos fines de tipo personal, cultural, social y politico de la educacion matematica, abren nuevos
horizontes y refuerzan las razones para justificar la contribucion de la formacién matematica con
respecto a los fines de la educacion.

Lo anterior deja a la luz que una de las responsabilidades de la comunidad de educadores matematicos
es lograr la caracterizacion del pensamiento matematico desde sus diferentes lineas de trabajo como lo
son la légica, la aritmética, la geometria, el algebra, la estadistica, y la probabilidad, entre otras.

En este punto se puede percibir una falencia al omitir la importancia y necesidad de considerar el
estudio de la combinatoria como otro de los tipos de pensamiento matematico, ya que el tratamiento
que se le da en esta postura no lo asume como tal, sino como una tematica implicita dentro de los

demas tipos de pensamiento.



Esta situacion se sigue reflejando después de haber realizado una revision del estado del arte
concerniente a la caracterizacion del pensamiento matematico; se evidencia que estos trabajos e
investigaciones tienen como eje la aritmética, el algebra, la geometria, el anélisis de datos (estadistica)
y célculo de probabilidades, desarrollados en diferentes poblaciones que van desde los inicios de la
actividad escolar hasta la universitaria, dejando ver que el trabajo en combinatoria ha sido poco
explorado como lo afirma Lockwood, E. (2013).

Es ahi donde se ve la necesidad de direccionar investigacion de la «EM» sobre esta area del
conocimiento matematico. Area que, como dice De Guzman (2007), es el &rea hacia la cual se esta
desplazando la matematica actual, después del apogeo del analisis del continuo. Este fenémeno se
debe al avance tecnoldgico y su estrecho ligamento con las ciencias de la computacion e informatica,
que ahora permiten hacer el anélisis de grandes cantidades de informacién, analisis que tiene una
tendencia a lo cualitativo y descriptivo. Por este motivo se hace importante la ensefianza y aprendizaje
de la combinatoria, al permitir que se consolide como una nueva forma de pensar cuya caracterizacion y
desarrollo debe tenerse en consideracion entre los fines de la «kEM», el pensamiento combinatorio.

En la actualidad este tipo de pensamiento esta siendo desaprovechado ya que, por un lado, se puede
implementar como instrumento para lograr que los estudiantes desarrollen procesos de generalizacion,
como por ejemplo, al utilizarlo en la transicién del pensamiento aritmético, geométrico y probabilistico
hacia el algebraico, mediante la generalizacion en modelos combinatorios. Y por otro lado, en la
mayoria de los casos, al pensamiento combinatorio se le esta limitando a un procedimiento intermedio
para hacer calculo de probabilidades. En cierto sentido se esta subutilizando al ser un factor que
permite evidenciar la estructuracion del pensamiento formal en el adolescente, porque permite trabajar
desde lo concreto para luego pasar a la generalizacion en una misma situacion. En efecto, el estudiante
transita progresivamente de lo particular a lo general mediante la construccion de modelos basados en

la teoria de la combinatoria. Como lo afirma Restrepo P. (2010) “la combinatoria enumerativa busca



contar el numero de elementos de un conjunto con ciertas propiedades, lo cual consiste en encontrar
su cardinal y lograr contar sin contar; es decir poder determinar el numero de elementos de un conjunto
sin necesidad de tener que hacer la lista en la que se cuenten uno a uno”2. Es decir, a partir del analisis
sobre algunos casos particulares de los elementos de un conjunto, se puede construir un modelo que
permitird construir y conocer todos los elementos del conjunto.

En concordancia con la descripcion realizada anteriormente, en cuanto a los objetivos de la «EM», la
responsabilidad de los educadores matematicos, las exigencias modernas ante los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y la necesidad de evidenciar y consolidar el pensamiento
combinatorio como otro tipo de pensamiento matematico, surge esta investigacién, para la cual se
plantea como pregunta orientadora de la misma ¢Cuales son las caracteristicas propias del
pensamiento combinatorio?, ya que conociendo estas caracteristicas, se puede evidenciar su
existencia, fortaleciendo y aportando herramientas para su consolidacién como un tipo pensamiento
matematico a tener en cuenta, reconocido e implementado por la comunidad de educadores
matematicos.

Ademas, estas caracteristicas se utilizaran como insumo para crear e implementar nuevas
metodologias y didacticas, que seran replicadas en los procesos y experiencias de ensefianza y de
aprendizaje de las matematicas en general, permitiendo una mejor orientacién y aplicabilidad de las
mismas. Al mismo tiempo permitiran mostrar las ventajas de la combinatoria como herramienta
interdisciplinar dentro de la misma matematica, dejando ver la necesidad de su aprendizaje y

ensefianza, e inclusién en los curriculos.

Este proyecto de investigacion se desarrolla en el marco de las lineas de investigacion del programa de

Doctorado en Educacion Matematica de la Universidad Antonio Narifio, en particular en la linea de la

2 Restrepo Mesa Pascual. Un Recorrido por la Combinatoria 1. Olimpiadas Colombianas de Matematicas, Universidad
Antonio Narifio. 2010



ensefianza y aprendizaje de la matematica a través de la solucion de problemas (especialmente
problemas no rutinarios) y en las estrategias del desarrollo, enriquecimiento y consolidacion del
pensamiento matematico (incluye la ensefianza y aprendizaje de la matematica para estudiantes
talentosos), lo cual dio el aval de orden académico y cientifico para su ejecucion.

En este orden de ideas, se da la importancia y reconocimiento a esta investigacion, la cual se centra en
describir las caracteristicas del pensamiento que los estudiantes evidencian durante la solucion de
problemas significativos de combinatoria, a partir de las cuales se logra avances en la caracterizacion
del pensamiento combinatorio. Se implementa en el marco de la solucién de problemas matematicos y
de contexto abarcando la elaboracion de significado de conceptos de conteo y la generalizacion en

modelos.

Se organiza y propone la presente investigacion, de caracter cualitativo, teniendo en cuenta las
insuficiencias mencionadas anteriormente, siendo las que marcaron la eleccion del tipo de metodologia
de investigacion cientifica necesaria para desarrollar la idea de investigacion. En el Capitulo 3 se
describe el modelo de investigacion cualitativo y sus fases de desarrollo, a partir de las cuales se

presenta la construccion y desarrollo de la investigacion.

Problema de investigacion

¢ Cuales son las caracteristicas del pensamiento combinatorio implicitas en la solucién de problemas
matematicos o de contexto y en su modelacion para construir significado robusto de los conceptos
propios del andlisis combinatorio?

Interiorizado el problema de esta investigacion, es claro que el resultado de la investigacion es de orden
conceptual descriptivo requiriendo de una indagacion profunda para apropiarse de mayores evidencias
0 soportes que permitan conocerlo y comprenderlo, logrando definirlo y describirlo para avanzar en la

caracterizacion, para asi construir el resultado final y dar respuesta al interrogante planteado.



Lo anterior permite delimitar el problema dentro del objeto de estudio denominado proceso de
ensefianza y aprendizaje del anélisis combinatorio que sera manifestado en el transcurso de la solucién
de problemas significativos y no rutinarios del analisis combinatorio. La poblacion participante se
conformo por estudiantes (hombres y mujeres) del ciclo de fundamentacion en carreras de ingenieria
(primer afo de carrera) de la Universidad Antonio Narifio, sede Bogotd con edades entre los 15y 25
anos.

Para hacer realidad esta investigacion y tomar un horizonte que permitiera dar solucién parcial o total al

problema planteado se fija el siguiente objetivo general.

Objetivo general

Lograr avances en la caracterizacion del pensamiento combinatorio implicito en la solucién de
problemas significativos, matematicos y de contexto, y en la correspondiente elaboracion de significado
de los conceptos del analisis combinatorio en estudiantes que estan en la transicion del pensamiento
concreto al abstracto.

Se entiende la caracterizacion como la descripcién de las formas de entender y las formas de pensar
combinatoriamente de los estudiantes, su interaccion y su consolidacion en la construccion del
significado de los conceptos de conteo, proceso que se llevara a cabo durante el desarrollo de las
clases de matematicas en el contexto de solucién de problemas. De esta manera queda direccionado

como campo de accion el proceso de ensefianza y aprendizaje del conteo.

El proceso se desarrolla en el curso de Solucion de Problemas para las carreras de ingenieria, en la

Universidad Antonio Narifio, Sede Sur, de Bogota, siendo éste la unidad de analisis.

Para tal fin, se formulan cinco preguntas cientificas que permitieron direccionar la investigacion. Sobre
las preguntas se generaron las tareas de investigacién, la planificacion de éstas, y el cronograma, que

se construyd sobre la base de las fases de la metodologia de investigacion cientifica, definida para este



caso. Esta a su vez es el medio organizador que permite ejecutar las tareas propuestas y entrelazar los

resultados obtenidos en cada una de ellas, alcanzandose el objetivo propuesto en la investigacion.
Preguntas cientificas

P1. ¢ Qué modelos de caracterizacion del pensamiento combinatorio se han desarrollado y cuél ha sido
su impacto?

P2 ; Cuéles son los conceptos y significados empiricos que traen los estudiantes en conteo?

P3 ;Cuales estrategias emplean los estudiantes en la solucién de problemas de analisis combinatorio y

como se puede caracterizar el pensamiento involucrado en ellas?

P4 ;Como procede la consolidacion de un modo de pensar que puede llamarse combinatorio y qué
caracteristicas tiene?
P5 ;Como ayuda el pensamiento combinatorio a la comprensién y aprendizaje de otras ramas de la

matematica?

La estructura del documento memoria de esta tesis esta constituido por la introduccidn, cinco capitulos,
las conclusiones, las recomendaciones, las referencias bibliograficas y los anexos.

Los resultados de las primeras fases se reflejaron en una primera revisién del estado del arte contenido
en el Capitulo 1 de este documento. A su vez esta revision permite construir la respuesta a P1, pues
con la busqueda de respuestas a este interrogante se proyectd la revision de los antecedentes al
problema de investigacion. Con la realizacién de este estudio se consolida el estado del arte, se
fundamenta el marco tedrico y referencial, y se construye el marco metodoldgico con el cual se realiza

la investigacion.

El Capitulo 2 dedicado al marco tedrico, fue construido en si para fundamentar los cuatro componentes

del modelo metodoldgico propuesto, siendo éstos el componente de educacion matematica -



pensamiento matematico-, el componente disciplinar —la combinatoria-, el componente metodolégico —

solucion de problemas- y el componente cognitivo —teorias del desarrollo cognitivo-.

En el Capitulo 3 se consolida la revisién del estado del arte, del marco teorico y referencial, dando como
resultado la creacion y construccion del modelo metodolégico «I.C.O.R.». Esta propuesta en adelante
se asume como el eje director de la metodologia, recoleccion de la informacion y anélisis de los

resultados.

En el Capitulo 4 se reportan el analisis de los resultados de la revision de la informacién recolectada en
los diferentes instrumentos, sobre la base de la solucién de las actividades disefiada para tal fin. Este
andlisis en primera instancia se consigna en las relatorias de clase y a partir de éste se definen y
consolidan las categorias y variables de analisis. Estos resultados se emplean para construir las

respuestas a las preguntas de investigacion.

En el Capitulo 5, Discusién de los resultados, sobre la base del andlisis de los resultados obtenidos en
la fase anterior y las bases tedricas definidas para tal fin, se da respuesta a las preguntas de
investigacion P2, P3, P4 y P5., proporcionando un significado propio al entendimiento del problema
planteado que repercute directamente sobre las conclusiones, las recomendaciones e implicaciones
que surgieron de la investigacion. Se describen los resultados y aportes que son de orden teorico,

practico y cientifico logrados al culminar esta investigacion.

De este modo se da una respuesta clara, objetiva y contundente sobre el objetivo y preguntas de
investigacion, al igual que se logra consolidar una solucion al problema de investigacion. De igual

manera, se dejaron abiertas nuevas preguntas de investigacion para desarrollar en proximos trabajos.



CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE
1.1.Introduccion

En este primer capitulo se presenta un resumen de las investigaciones mas relevantes en relacién con
el problema de investigacion, clasificadas de acuerdo a sus enfoques y lineas de investigacion, ya que a
partir de ellas se construye el estado del arte que soporta el trabajo. Estas categorias de andlisis estan
dadas en caracterizacion de pensamiento matematico, caracterizacion de pensamiento combinatorio,
modelos de pensamiento combinatorio, desarrollo cognitivo, solucién de problemas (especialmente
problemas combinatorios) e investigaciones orientadas al estudio del conteo. De éstas destacamos sus
apartes referidos a la definicién de combinatoria, los antecedentes referentes a la investigacion en esta
linea, la metodologia de investigacion (su poblacién y muestra), sus conclusiones y/o aportes a la

educacion matematica.
1.2. Caracterizacion pensamiento combinatorio
1.2.1. The Development of Combinatorial Thinking in Undergraduate Students?

Este estudio se focaliza en investigar el desarrollo del razonamiento combinatorio y examinar las
dificultades presentadas en la solucion de diferentes problemas combinatorios en estudiantes de artes y
ciencias sociales. La autora sefiala que en el NCTM 2000 se evidencia un gran interés por la ensefianza
y aprendizaje de la combinatoria, lo cual se contrapone con la falta de investigacion en este campo de la
educacién matematica. En su estudio toma como referencia la definicién de combinatoria dada por

Cameron (1994), quien dice que “la combinatoria es el estudio de las formas de enumerar y organizar

3 Kavousian, S. (2005) The Development of Combinatorial Thinking in Undergraduate Students. Paper presented at the
annual meeting of the North American Chapter of the International Group for the Psychology of Mathematics Education,
Hosted by Virginia Tech University Hotel Roanoke & Conference Center, Roanoke. Disponible en URL:
http://citation.allacademic.com/meta/p_mla_apa_research_citation/0/2/4/6/8/p24689_index.html?phpsessid=nvg7rcbubglazkg
00gjp2105i2 [Consulta 28 de agosto de 2014]
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los elementos en un conjunto discreto, segun unas reglas dadas”; a partir de ello construyd problemas
de enumeracion elemental que le permitieron ver las dificultades de los estudiantes en su solucién.
Estos ademas los clasificé en problemas de tipo 1, llamados problemas de arreglo, en los que se trabaja
el orden de los elementos dentro de las cuestiones de configuracion, y los de tipo 2 llamados problemas
de seleccion, en los que se trabaja la seleccion de elementos de un conjunto de tal manera que el orden
de los elementos dentro de la configuraciéon no importa y se permite repeticion. Su metodologia de
investigacion la basé en los datos obtenidos al aplicar pruebas escritas y la realizacidn de entrevistas al
grupo de estudiantes. Como conclusiones da sugerencias de como ayudar a los estudiantes en la
obtencién del conocimiento mediante la descripcion de sus dificultades y la proposicion de clasificar
sistematicamente los problemas de enumeracion como parte de una estrategia para su ensefianza. De
acuerdo al objetivo, este trabajo pone de manifiesto que se deben clasificar los problemas
combinatorios propuestos a los estudiantes porque cada uno de ellos evoca una forma particular de
proceder en su solucidn, permitiendo encontrar patrones que ayudan en la construcciéon de la

caracterizacion del pensamiento combinatorio.
1.2.2. What do | mean by combinatorial thinking?4

Los autores en este trabajo confirman una especulacion existente en el &mbito de la «<EM» acerca de la
forma especial de razonamiento que se requiere para el aprendizaje de los conceptos combinatorios.
De igual manera consideran que el interés de los estudiantes por este tipo de problemas se ha
convertido en una situacion fértil para los investigadores que estudian los diferentes tipos de

pensamiento matematico.

4 Rezaie M, Gooya Z. (2011). What do | mean by combinatorial thinking? Procedia Social and Behavioral Sciences 11 (2011)
122-126. Disponible en URL: http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S1877042811000486 [Consulta 2 de octubre
de 2014]
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La unidad de trabajo utilizada por los investigadores fue el curso de “Combinatoria y sus Aplicaciones”,
en la Universidad Shahid Beheshti de Teheran, Iran, disefiado por las investigadoras para poder realizar
la investigacion sobre el “pensamiento combinatorio” de los estudiantes. En su metodologia, el instructor
proponia un nuevo problema para iniciar cada clase; éste lo abordaban los estudiantes de forma
individual y en corto tiempo. Ellos escribieron su solucion y realizaron comentarios al respecto como
primera parte de la recoleccién de la informacion, para luego hacer socializacién de las mismas y con
ayuda del instructor ver si tenia, o no, viabilidad de solucidn. El paso siguiente era continuar con la
generalizacion de esta solucion. Durante este proceso el instructor observaba las caracteristicas de los
conceptos y estrategias utilizadas por los estudiantes en los dos casos (particular y general), como

segunda parte de la recoleccién de la informacion.

El analisis de estos datos condujo a las autoras a observar cuatro niveles de comprension del
pensamiento combinatorio. En un primer nivel esta la “investigacion de algunos casos”, basicamente es
la exploracién de casos particulares de la configuracion dada para contar. En el segundo nivel ;Cémo
estar sequro que se han contado todos los casos?”, es la busqueda de una forma sistematica de
obtener todos los arreglos posibles en el conteo. El tercer nivel es la “generalizacion’, la cual consiste
en hacer nuevas preguntas sobre la idea principal del problema inicial en nuevas situaciones que
impliquen usar la misma forma sistematica de conteo hallada en el nivel anterior y utilizar casos de “n
elementos” en lugar de un numero finito determinado de elementos. Y el cuarto nivel es “convertir el
problema en otro problema de combinatoria” aqui se espera que los estudiantes con un alto bagaje en
dominio matematico y experiencia en solucion de problemas combinatorios tengan la posibilidad de
llevar o asociar el problema inicial con un teorema o problema resuelto conocido y luego volver al

problema original y resolverlo.
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De esta investigacion se resalta una posible configuracidn sistematica del pensamiento combinatorio, de
la cual se conceptua que el nivel dos no se puede ver como una forma general de dar la solucion a
problemas combinatorios, ya que en los casos en que el numero de elementos del dominio de conteo
sea muy grande, es casi imposible ver o listar sistematicamente todas las configuraciones o arreglos

posibles de la solucion al problema de conteo.
1.2.3. Combinatorial Reasoning and its Assessment®

En este documento los autores exploran, entre otros, los siguientes interrogantes pertinentes a la
investigacion en curso: ;Qué componentes del razonamiento combinatorio se deben desarrollar y
evaluar en nuestros alumnos? ¢ Existen variables en las tareas que influyen en el razonamiento de los
estudiantes y provocan errores en la resolucién de problemas combinatorios?

Cabe sefialar que la combinatoria es de suma importancia para el desarrollo y estudio de las
probabilidades. Inhelder y Piaget (1955) indican que la capacidad combinatoria es un componente
fundamental del estadio del pensamiento formal, ya que ésta constituye el esquema del razonamiento
combinatorio dentro de este estadio, siendo parte esencial para alcanzar el razonamiento hipotético-
deductivo o razonamiento cientifico usado para evaluar y combinar las diferentes posibilidades que se
presentan en una situacion dada. En consecuencia los autores proponen que la ensefianza y
evaluacion de la combinatoria debe fundamentarse en la solucién de problemas combinatorios en los
que los estudiantes usen procedimientos de enumeracion sistematica, recurrencia, clasificacion, tablas
y diagramas de arbol, con el objeto de incrementar su capacidad para resolver problemas no rutinarios,

para comunicar y aplicar las ideas matematicas en la solucion de diversos problemas.

5 Batanero, C., Godino, J., & Navarro-Pelayo, V. (1997a). Combinatorial reasoning and its assessment. In I. Gal & J. B.
Garfield (Eds.), The Assessment Challenge in Statistics Education (pp. 239-252): 10S Press. Disponible en URL:
https://www.stat.auckland.ac.nz/~iase/publications/assessbk/chapter18.pdf [Consulta 20 de Abril de 2015]
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Ademas, autores como Dubois, (1984) resaltan la existencia de una variable combinatoria implicita,
(Cl)-clasificacién, dada por el autor a los diferentes problemas de conteo segun la forma de seleccionar,
agrupar o configurar los elementos que se quiere contar-, presente en los problemas; permitiendo dar
una clasificacion a los mismos en tres categorias. En la primera categoria estan los problemas de
seleccion, los cuales se caracterizan por tomar una muestra de n elementos, de un conjunto de m
elementos (generalmente distintos). En la segunda categoria estan los problemas de distribucién que
consisten en distribuir un conjunto de n elementos, en m casillas, y en la tercera categoria se
encuentran los problemas de particion, que son aquellos en los cuales se requiere hacer una particion
del conjunto, es decir dividir un conjunto de n elementos, en m subconjuntos. Las variables
combinatorias implicitas en los problemas son las caracteristicas que permiten diferenciar y afrontar
cada situacion combinatoria, es decir las condiciones que permiten tipificar los problemas, y en
consecuencia cada una de éstas determina una forma especial de abordar cada problema. Para
comprender y explicitar esta categorizacion se atiende al analisis de la propuesta original de Dubois

(1984), y del andlisis realizado en Batanero, C., et al. (1997b).

1.2.4. Combinatorics and Reasoning: Representing, Justifying, and Building Isomorphisms®

El eje central de la investigacion toma como referente el aprendizaje individual que se desarrolla en
comunidad, generando la oportunidad para compartir y comparar con otros miembros de la comunidad
las representaciones de las ideas para la revision de los sistemas existentes y la construccion de otros
nuevos. Desarrolla el trabajo del estudiante en torno al recuento y combinatoria, analizando cémo el
razonamiento de los estudiantes ha evolucionado desde los afios escolares de primaria y secundaria a

la universidad.

6 Maher, C. A., Powell, A. B., & Uptegrove, E. B. (Eds.). (2011). Combinatorics and Reasoning: Representing, Justifying, and
Building Isomorphisms. New York: Springer
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La investigacion implicé 12 afios de estudio para determinar a largo plazo como las ideas y formas de
razonamiento matematico son construidas por los estudiantes a través del tiempo, presentando como
los estudiantes construyen conexiones relevantes a través del razonamiento matematico avanzado. Las
descripciones se hacen sobre los resultados de las pruebas aplicadas a los estudiantes. En éstas se
focalizaron en revisar especificamente el uso de representaciones, adquisicion de notacion estandar y

la formacién de conexiones conceptuales entre problemas isomorfos.

El estudio planteado permiti6 evidenciar que los estudiantes participantes logran un excelente desarrollo
de competencias matematicas, ganando confianza y empoderamiento frente a sus propias habilidades
matematicas. De igual manera se destaca la comprension matematica sobre la memorizacion vy la
posibilidad de ser una actividad de descubrimiento, en la cual se sienten verdaderos participantes
activos en la construccién y justificacién de su conocimiento matematico, a diferencia de los estudiantes

receptores del conocimiento.

Los estudiantes suministran diferentes formas de entender los conceptos matematicos; el entendimiento
se describe como la capacidad de reconstruir las ideas previamente aprendidas y los momentos de
discusion se relacionan con la adquisicién de conocimientos, asi como la justificacion o prueba para las
afirmaciones matematicas. Se evidencia a través de las experiencias vividas a lo largo de toda la
investigacion en las que los estudiantes viven condiciones especiales en su proceso de aprendizaje por
descubrimiento, donde destacan en su trabajo colaborativo: actividades practicas, exploraciones,
resolucion de problemas, tareas desafiantes y discusion de ideas. Se subraya como componente clave
para dar solucion a los problemas el intercambio de ideas entre los estudiantes que se hacia durante la

revision y reflexidn de sus propias soluciones y respuestas.

En general este trabajo es de caracter descriptivo y anecddtico en cuanto a las experiencias vividas

durante el estudio, dedicado mas al seguimiento y evolucion de los estudiantes en cuanto a la
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construccion de sus formas de pensar matematicamente, sin hacer una conclusién contundente

especifica acerca de la caracterizacion del pensamiento combinatorio.

1.2.5. Students’ Ways of Thinking about Combinatorics Solution Sets’
Halani presenta una investigacion sobre la combinatoria motivada por la escasez de literatura que
referencia el razonamiento de los estudiantes de combinatoria enumerativa y cdmo los estudiantes

conceptualizan el conjunto de patrones constitutivos del razonamiento o formas de pensar.

El planteamiento del problema implica una categoria nueva de combinatoria, relacionada con los

problemas en los que se buscaron las relaciones y el conjunto de soluciones de dichos problemas.

Referencia el poco éxito de los estudiantes en la variedad en la solucién de los problemas
combinatorios a los que se debe enfrentar, antes y después de la las orientaciones dadas por el
maestro. Es asi que orienta su investigacion para lograr comprender la manera cémo razonan los
estudiantes en el nivel universitario acerca de problemas de combinatoria y la manera como se alcanza
una conceptualizacién de los elementos empleados. El estudio busco clasificar las formas de pensar y
la evolucion de las mismas a medida que se avanza de acuerdo a una secuencia de instrucciones con
relacion a arreglos con y sin repeticion, permutaciones de los elementos por separado, combinaciones y
permutaciones con elementos repetidos, todo con la redaccidn tipica de los libros de texto, es decir, con

problemas que se denominan rutinarios.

El estudio indaga sobre las formas de pensar usadas en el conjunto de soluciones formado por todas
las soluciones dadas por los estudiantes, las relaciones entre esas formas de pensar, la medida en que

evolucionan las formas de pensar combinatoriamente en el trascurso del proceso en que los estudiantes

7 Halani A. (2013). Students’ Ways of Thinking about Combinatorics Solution Sets. A Dissertation Presented in Partial
Fulfillment of the Requirements for the Degree Doctor of Philosophy ARIZONA STATE UNIVERSITY. Disponible en URL:
https://repository.asu.edu/attachments/11067 1/content/Halani_asu 0010E_13085.pdf [Consulta 10 de noviembre de 2016]
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resuelven los problemas, y cdmo un estudiante ingenuo logra inspirarse para desarrollar y ampliar sus

formas de pensar vigentes.

Este estudio especificamente se focalizo en las formas de pensar de los estudiantes y sus avances en
las mismas, dejando de lado el anélisis de las formas de entender previas que se deben dar antes de

poner en marcha las formas de pensar.
1.3. Modelos pensamiento combinatorio

1.3.1. Effect of the implicit combinatorial model on combinatorial reasoning in secondary school
pupils®

Esta investigacién corresponde a un caso particular de lo tratado en Batanero, C., et al. (1997a), ya que
se trabajo con estudiantes de secundaria para determinar el efecto del modelo combinatorio implicito
(ICM) antes y después de la ensefianza de la combinatoria, la cual arroja como resultado la existencia
de variables en el ICM, tales como: la dificultad en diferenciar la tipologia del problema y la operacion
combinatoria. En su analisis teorico retoman las conclusiones de Piaget y Fischbein al respecto. De
Piaget retoman que la edad del nifio refleja una forma de proceder ante los problemas combinatorios.
En la primera etapa considera que los nifios utilizan los procedimientos aleatoriamente, sin hacer
relaciones entre los mismos, en la segunda etapa se basan en el proceder empirico soportado en el
tanteo y el error, y en la tercera etapa descubren procedimientos sistematicos mediante las operaciones
formales, para problemas que requieren dominio de los esquemas de seriacion y correspondencia. De
Fischbein retoman un resultado de su investigacion, en la cual afirma que no siempre se alcanza la
capacidad de resolucion de problemas combinatorios, aun en la etapa de operaciones formales, sin

ensefianza u orientacion previa.

8 Batanero, C., Navarro-Pelayo, V., & Godino, J. (1997b). Effect of the implicit combinatorial model on combinatorial
reasoning in secondary school pupils. Educational Studies in Mathematics, 32, 181-199.

17



Lo anterior lo ratifican en sus resultados, al comparar el desempefio de los estudiantes antes y después
de la ensefianza. Para hacer este comparativo se identificaron las variables en el ICM ante la
ensefianza que dio como resultado la dificultad en identificar las operaciones combinatorias necesarias
para abordar el problema de permutaciones y combinaciones en sus diferentes presentaciones.

Se rescata de esta investigacion el trabajo estadistico realizado para el analisis de los datos en forma
cualitativa, el cual se llevo a cabo bajo un modelo de disefio factorial. En éste se consideraron como
factores intra-sujetos, tres niveles de modelos combinatorios, cinco niveles de operaciones
combinatorias, y tres niveles de elementos implicitos, y como factores inter-sujetos, dos niveles de sexo,
dos niveles en el grupo de estudiantes (antes y después de ensefianza). El andlisis del comportamiento
de las varianzas permite dar las conclusiones en las diferentes relaciones factoriales, reconociéndose
catorce tipos de errores durante el proceso de solucion de los problemas propuestos a los estudiantes,
lo cual repercutié en la formulacion de una propuesta curricular para la ensefianza de la combinatoria en
estudiantes entre los 10 y 18 afios, propuesta que se encuentra en el documento Batanero, C., Navarro-

Pelayo, V., & Godino, J. (1994).

En lo que refiere a la presente investigacion, los resultados se retomaran al momento de la construccion
de los instrumentos que se utilizaran en el trabajo de campo. Es importante, de todas maneras, dejar en
claro que no se centrara en los errores cometidos por los estudiantes, sino en sus avances en la
solucion de problemas retadores de combinatoria que permiten caracterizar el pensamiento

combinatorio en si.
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1.3.2. A model of student’s combinatorial thinking?

En este articulo la autora propone un modelo de pensamiento combinatorio basado en el analisis
conceptual. Este se da como un aporte a la comunidad de educadores e investigadores en «EM», para
ayudar a ver y entender como los estudiantes conceptualizan los problemas de conteo.

Lockwood, E. (2013) en el modelo que construyd a partir del analisis conceptual de las actividades
realizadas por los estudiantes en combinatoria enumerativa, se propuso como objetivo describir y
explicar los aspectos comunes y relevantes en el proceso de conteo realizado por los estudiantes, y asi
elaborar formas en que ellos puedan pensar en ideas combinatorias. El modelo se usd en su etapa
inicial con estudiantes de secundaria, y luego se redefinié con estudiantes de postsecundaria.

Con el término modelo la autora aqui se refiere a un sistema en particular para identificar, describir y
explicar algunos fenémenos relacionados con un tema matematico en particular, en este caso el
pensamiento combinatorio, e indica que Lesh y Doerr (2000) dicen que no cualquier sistema funciona
como un modelo. Para ser un modelo, un sistema debe ser utilizado para describir algun otro sistema, o
para hacer predicciones al respecto; en este sentido, el "otro sistema" que el modelo explicara, es el
pensamiento combinatorio de los estudiantes.

El modelo presenta las relaciones entre los procesos de conteo, las férmulas y/o expresiones y el
conjunto de resultados subyacentes a la solucion de problemas de combinatoria enumerativa. Esta

relacion se presenta en la Figura 1.

Procesos de Conten <:> Formulas/ Expresionss
P
7 al
lv  »
P
Conjunto de Resultados,

Figura 1. Un modelo de pensamiento combinatorio en estudiantes?

9 Lockwood, E. (2013). A model of students’ combinatorial thinking: The Role of set out comes, The Journal of Mathematical
Behavior, 32, 251-265. Disponible en URL: file:///C:/Users/pc/Downloads/Lockwood2013JMBModel.pdf [Consulta 26 de
Agosto de 2014]
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Estos procesos consisten en los pasos o procedimientos para mostrar qué se hace o se imagina
haciendo a fin de completar una tarea combinatoria. Por una parte los procesos de conteo se refieren al
proceso o serie de procesos de enumeracion. Las formulas y/o expresiones se refieren a expresiones
matematicas que producen algun valor numérico y los conjuntos de resultados se refieren a la coleccion
de objetos que se estan contando o al numero de arreglos posibles dados como solucién al problema.

El estudio se fundamenta en el andlisis conceptual que incluye tres premisas: en primer lugar, los
analisis conceptuales se pueden utilizar «para generar modelos de saber» que pueden arrojar luz sobre
la forma en que otras personas podrian pensar ciertas ideas. En segundo lugar, los anélisis
conceptuales pueden utilizarse para considerar esas formas de entender que pueden fomentar el
aprendizaje efectivo en los estudiantes, realizando estudios en experimentos de ensefianza. En tercer
lugar, los analisis conceptuales pueden permitir a los investigadores hacer conjeturas acerca de por qué
los estudiantes defienden ideas particulares y si hay ciertas formas de conocimiento que podrian ser
perjudiciales para los estudiantes en la comprension de las ideas importantes (Thompson, 2008).

Con lo anterior la autora concluye que el modelo aplica para la primera premisa, al dar orientaciones
que permiten ver, describir y analizar el trabajo realizado por los estudiantes en problemas de conteo.
En efecto, la principal referencia es la relacién entre los procesos de conteo y el conjunto de resultados
como correspondencia esencial en el pensamiento combinatorio. Para la tercera premisa, se propone
que se debe conocer la naturaleza de los errores de los estudiantes, para identificar las “defensas”

propuestas por los estudiantes ante una situacion particular de combinatoria.

Esta investigacion propone, en particular, que la caracterizacion del pensamiento combinatorio se
puede convertir en un “modelo” basado en sistemas, lo que representaria para la presente investigacion

el cuerpo de la metodologia e implementacion del mismo en el proceso de ensefianza aprendizaje dado

10 |bid
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en la interaccion del docente y el estudiante. Ademas, se tendra en cuenta como parte de la evidencia
que ratifica la escasa existencia de modelos que permitan ver las caracteristicas de las formas de
pensar y formas de entender, las que seguramente seran materializadas en la construccion de
significado en el momento de enfrentar la solucidén de un problema, o de comprender alguna solucion ya

existente del mismo.

1.3.3. Un estudio sistematico de configuraciones combinatorias simples!"

En este articulo el autor hace una reflexion previa sobre el estudio del analisis combinatorio, de la cual
resalta que la combinatoria posee su propio campo de estudio, dado sobre las configuraciones finitas y
los métodos especificos para recontarlas y enumerarlas, sugiriendo que debe ser incluido en los
programas escolares e indicando su potencial como instrumento didactico para desarrollar la
‘matematizacion”. Ademas, considera el lenguaje de los conjuntos como el lenguaje unificador, que
permite establecer intuitivamente las configuraciones combinatorias en nivel concreto, para recontarlas
en un nivel abstracto. Con respecto a las formulas de enumeracion, establece que éstas favorecen la

exploracion de diversos caminos para inducir o demostrar.

Sobre estas reflexiones propone una investigacion para dar una clasificacién a las configuraciones
simples en combinatoria realizada en casos de distribucion y ordenamiento de los objetos. De esta
forma Dubois se plantea como meta integrar diferentes conceptos de la combinatoria enumerativa

basica para la ensefianza de esta asignatura a través de relaciones de configuracion en general.

De este planteamiento obtiene como resultado que un ordenamiento se entendera y es posible

clasificarlo dentro de una u otra de las seis clases disyuntivas siguientes:

()  Lade los conjuntos ordenados de m objetos distintos en n casillas distintas

1 Dubois, J. G. (1984). Une systematique des configurations combinatoires simples. Educational Studies in Mathematics, 15
(1), 37-57.
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(i) Lade los conjuntos no ordenados de m objetos distintos en n casillas distintas

(i) Lade los conjuntos de m objetos indistinguibles en n casillas distintas

(iv)  Lade los conjuntos ordenados de m objetos distintos en n casillas indistinguibles
(v)  Lade los conjuntos no ordenados de m objetos distintos en n casillas indistinguibles
(vi)  La del ordenamiento de m objetos indistinguibles en n casillas indistinguibles

Se especifica que se entiende por arreglo ordenado, una distribucién donde se tiene en cuenta el orden
de los objetos en las casillas; se nota que no se puede ordenar en las casillas de ordenamiento los

objetos indistinguibles.

Esta clasificacion como modelo, hace referencia a los tipos de problemas, mas no a un modelo para

desarrollar el pensamiento combinatorio implicito en la solucion de este tipo de problemas.

1.4.Otras investigaciones orientadas al estudio del conteo

Aqui se presentan algunas investigaciones realizadas en el marco de los procesos de ensefianza
aprendizaje de algunos de los principios de fundamentales de conteo. Estos dan evidencia que los
centros de interés estan principalmente enfocados en los principios de permutacion y combinacion,
mostrando una falencia en cuanto a la ensefianza de la totalidad de los principios. Por otro lado esta el
enfoque dado a las investigaciones, el cual circunda alrededor de evidenciar errores en las soluciones
dadas por los estudiantes, y a partir de éstas proponer estrategias para suplir esta deficiencia, dejando
de lado la importancia de analizar y caracterizar las formas de entender y pensar de los estudiantes

durante este proceso, la cual es el centro de interés del presente trabajo.
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1.4.1.  An Error Analysis of Matriculation Students’ Permutations and Combinations?2

Este estudio es el resultado de un estudio realizado a 83 estudiantes, a los cuales se les aplico una
prueba de diagndstico en permutaciones y combinaciones. Esta se utilizd como instrumento para
recopilar los tipos de errores de los estudiantes. Los errores fueron clasificados de acuerdo a la
clasificacién de Carmen Batanero donde se percibe que los estudiantes emiten errores entorno a la
interpretacion, identificacion de objetos como letras y numeros, operaciones aritméticas en la busqueda

de solucion, uso de férmulas y respuestas incorrectas o sin sentido.

En Malasia la combinatoria esta incluida en el programa de matematicas adicionales en secundaria,
preparatoria para el ingreso a la universidad; siendo considerada con un espectro amplio y no
unicamente problemas de disposicidn, permutacion y combinacion. El autor afirma que el andlisis de los
errores de los alumnos en temas de matematicas ayuda al maestro a elevar la calidad de la ensefianza
y el aprendizaje. Existen varios modelos de andlisis de errores a nivel amplio de las matematicas y
estadisticas, como el modelo de Newman, el modelo de clasificacion con cédigo de Hadar, entre otros.
Para el caso de la combinatoria se identificaron los errores especificados por Batanero et al (1997) y por
Hadar y Badass (1981), razon que permitio argumentar los errores de los estudiantes en temas de
permutaciones y combinaciones analizados en esta investigacion, siendo estos errores de tipo
conceptual y de calculos involucrados en la ordenaciéon de un nimero n de objetos separados,
organizacion de r elementos tomados de n objetos diferentes y la seleccién de r objetos de n objetos

diferentes.

12 Rusydah Usry, Roslinda Rosli and Siti Mistima Maatindian. (2016). An Error Analysis of Matriculation Students’
Permutations and Combinations. Journal of Science and Technology, Vol 9(4), DOI: 10.17485/ijst/2016/v9i4/81793, January.
Disponible en URL: www.indjst.org/index.php/indjst/article/download/81793/66911 [Consulta 6 de febrero 2016]
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1.4.2. Otros autores

Otros autores como Hadar y Hadass (1981) al hacer estudios de las dificultades y errores en la
resolucion de problemas combinatorios, determinaron que se presentaban dificultades en encontrar un
método sistematico de enumeracion, la identificacion del grupo de sucesos u objetos que se pide
enumerar o contar, la no distincién entre permutaciones ordinarias y permutaciones con repeticion, la no
eleccién de una notacién apropiada y la dificultad para alcanzar la generalizacién después de hacer la

solucion para varios casos particulares.

En Godino, Batanero y Navarro-Pelayo (1992) se pone a la luz la dificultad que tiene los alumnos para

la traduccion de un modelo de particién o colocacién a un modelo de seleccion.

Estas situaciones son una muestra que las investigaciones al respecto de la resolucion de problemas
combinatorios que se han encaminado a resaltar el tipo de dificultad asociada a la solucién, mas no
hacen una caracterizacion de la forma como el estudiante interioriza o construye el significado del

concepto.
Conclusiones del capitulo 1

Cabe sefialar que la revision del estado del arte se orientd a partir de la primera pregunta de
investigacion: P1 ; Qué modelos de caracterizacion del pensamiento combinatorio se han desarrollado y
cual ha sido su impacto?, interrogante que se tomé como la hoja de ruta para iniciar la busqueda de los
antecedentes al problema de investigacion. A partir de ésta se subdividi6 la revision en los siguientes
aspectos: 1) caracterizacion del pensamiento combinatorio, 2) modelos de pensamiento combinatorio, y
3) otras investigaciones orientadas al estudio del conteo.

Realizada la busqueda, la investigacion concluye que no se encuentran modelos especificamente
enfocados al estudio de la caracterizacién del pensamiento combinatorio que determinen

particularidades al respecto. Precisa advertir, en todo caso, que existen trabajos cientificos en los
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cuales se analiza el razonamiento combinatorio, sin que éstos describan especificamente las
caracteristicas del pensamiento combinatorio que hace parte del objetivo de la presente investigacion.

Los siguientes son algunos de los referentes consultados, observandose que estas investigaciones
estan enfocadas especialmente a revisar aspectos como 1) Los errores més frecuentes y sus causas en
el proceso de ensefianza y aprendizaje de las técnicas de conteo, y 2) Las estrategias propuestas a los
estudiantes para desarrollar problemas de conteo, mas no a estudiar el tipo de estrategias que los
estudiantes desarrollan de forma autdnoma cuando se enfrentan a la busqueda de una solucién a un
problema combinatorio, y 3) El tipo de problemas rutinario que se presentan a los estudiantes, los
cuales terminan convirtiéndose en ejercicios de combinatoria repetitivos en cuanto a estrategia de

solucion y a estructura del mismo problema.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

En este capitulo se presentan los referentes tedricos que se utilizaron en el analisis de los resultados
que permitieron formalizar y establecer el resultado de la investigacion, al igual que los fundamentos
tedricos del modelo metodoldgico propuesto desde la postura de cuatro componentes, el componente
de educacion matematica —pensamiento matematico-, el componente disciplinar -la combinatoria-, el
componente metodoldgico —solucion de problemas- y el componente cognitivo —teorias del desarrollo

cognitivo-.
2.1. Componente de educaciéon matematica: Pensamiento Matematico

Este componente se concibe desde la base tedrica de la propuesta realizada por Guershon Harel (2008
a, b) en su trabajo del modelo DNR. En este aparte se resaltan los aspectos mas influyentes para esta
investigacion destacando que esta propuesta es el resultado de un profundo estudio realizado por Harel
sobre la demostracion matematica. La obra completa se puede consultar en

http://www.math.ucsd.edu/~harel/.

En su trabajo Harel (2008 a) plantea que el fin de la educacion matematica es desarrollar el
razonamiento matematico del estudiante, razonamiento que se compone de formas de entender y
formas de pensar. Esta postura pedagégica la desarrolla Harel desde un marco teérico que ha
denominado “DNR de las matematicas” por sus iniciales que corresponden a tres componentes
tomados en el marco de la ensefianza y aprendizaje de las matematicas que son la Dualidad (D), la
Necesidad (N) y el Razonamiento Repetido (R). Para su comprensién, a continuacién se expone esta
posicion tedrica, producto de la revision realizada a los documentos que ese autor ha presentado para

describir y definir el modelo.
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2.1.1. DNR perspective on mathematics curriculum and instruction, Part I: focus on proving’3

Esta es la primera de dos publicaciones realizadas por G. Harel en las cuales establece los principios y
fundamentos de esta postura metodoldgica y pedagdgica utilizada en la ensefianza de las matematicas
que surge en la busqueda de respuestas a las preguntas ¢ Cual es la matematica que debemos ensefiar
en las escuelas? y ;Como la debemos ensefiar? En este orden de ideas se plantea los siguientes

puntos de analisis.

1. El'modelo DNR tiene como ejes de la ensefianza, la integridad de los contenidos y la necesidad
intelectual del estudiante, y los dos se consideran igualmente importantes. Por ejemplo, para Harel un
curriculo de geometria, no es geometria si en su ensefianza las matematicas que se desarrollan en él
no van a su esencia que es desarrollar el razonamiento deductivo (esto constituiria la integridad de los
contenidos). De igual manera no se puede desconocer la necesidad intelectual del estudiante, sin
confundirse o caer en el error de subestimar las capacidades del estudiante impulsadas por un orden
sociocultural. Es decir, no se debe ver la necesidad intelectual del estudiante como una necesidad
influenciada por lo social o cultural en el momento histdrico por el que se esté pasando, sino como una
necesidad obligatoria para desarrollar el pensamiento matematico en todas sus dimensiones y
momentos en que se esté dando el proceso de ensefianza y aprendizaje.

2. Al pensaren el “esfuerzo” que se hace en el proceso de ensefianza de las matematicas, se debe
tener y cumplir con un contenido curricular con integridad matematica, siendo ésta la que determinara
las formas de entender y las formas de pensar en el tiempo. Las primeras evolucionan a través de la
practica matematica, potencidndose y promoviéndose hasta formalizarse en las segundas,

constituyendo asi uno de los objetivos de la «EM», que es identificar y analizar estas formas de

13 Harel, G. (2008 a). DNR Perspective on Mathematics Curriculum and Instruction: Focus on Proving, Part |, ZDM—The
International Journal on Mathematics Education, 40, 487-500. Disponible en URL:
http://www.math.ucsd.edu/~harel/publications/Downloadable/DNRI.pdf [Consulta 12 de marzo de 2015]
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entender, las cuales con la ayuda de un mediador experimentado se transferiran a las formas de
pensar. Asi se dara el desarrollo del pensamiento matematico en los estudiantes como elemento y
objeto ultimo del aprendizaje.

3. Los planes de estudio para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas deben ser elaborados
con integridad matematica. Por ejemplo, un plan de estudios pensado en desarrollar el razonamiento
deductivo, debe tener en cada una de sus actividades como objetivo central y final el dominio de la
‘demostracion matematica”.

4. En el DNR, las formas de entender y las formas de pensar tienen significados especificos y
técnicos, por lo que serén consideradas como dos categorias del razonamiento. La primera procede
sobre la capacidad de comprensién de un tema en particular, por ejemplo, la comprensiéon de una
definicién, de un teorema, de una demostracion, de un problema y sus soluciones. La segunda procede
como una herramienta conceptual organizadora entre la heuristica y las creencias que intervienen en
idear la solucién a un problema retador o la demostracién de una proposicion determinada. Por ello, el
conocimiento y el enfoque dado a un tema en particular no son suficientes para lograr un aprendizaje de
calidad, sino que debe activarse junto a éstos una herramienta conceptual para que se alcance la
construccion del significado de los conceptos.

5. Lanecesidad intelectual esta de manera implicita en la forma cémo el estudiante entiende el ¢, por
qué? se busca lograr la apropiacion de cierto conocimiento, el como se accede a ese conocimiento, y el
como se le motiva a abordarlo. Asi ésta se convierte en un punto estratégico para el profesor, ya que es
en esta interaccion en la cual se pueden evidenciar las formas de entender, y como tal emerge la
necesidad de hacer su descripcion, que a su vez estara ligada a una justificacion epistemologica que
daréa su validacion para avanzar a las formas de pensar en primera instancia y a las nuevas formas de
entender en segunda instancia. Visto lo anterior de otra forma, esto implica que el estudiante perciba o

sienta una causa, que traera como consecuencia la construccion de un nuevo conocimiento en él, es
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decir la elaboracion de un significado tentativo o parcial del concepto en primera instancia y en la
elaboracion de un significado mas robusto del concepto en segunda instancia. Esta causa es una
situacion matematizable presentada como un problema matematico, teorico, singular o de contexto,
cuya solucion traera como consecuencia para el estudiante la generacion de un nuevo conocimiento.
Tomada en su conjunto, esta “situacion” es la que se denomina necesidad intelectual.

6. Lo anterior da inicialmente la justificacién de la existencia del DNR como estructura para el
proceso de aprendizaje de las matematicas. Como primer aspecto vemos que la DUALIDAD (D) hace
referencia a la dupla conformada por las formas de entender (FE) y formas de pensar (FP), que
constituiran los objetivos del aprendizaje, y a su vez los principios de la ensefianza que estaran
implicitos en el curriculo. Por lo tanto para alcanzar estos objetivos, los principios de ensefianza deben
basarse durante su desarrollo en la dependencia de estas dos categorias del razonamiento matematico.
Como segunda medida vemos la existencia de una NECESIDAD (N), resefiada como la necesidad
intelectual, que es la que orienta y motiva a los estudiantes durante el proceso de aprendizaje como
punto de partida para la construccion de nuevos conocimientos y el desarrollo de sus formas de
entender y de pensar matematicamente. La tercera medida son los factores que facilitan o permiten la

interiorizacion y organizacion del conocimiento en cada estudiante, constituyendo el RAZONAMIENTO

REPETIDO (R). |

MODELO DNR |

Figura 2. Modelo DNR"

14 Fuente; Elaboracién propia
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En la Figura 2 se hace la representacion del modelo DNR, mostrando su proceder durante el proceso
de aprendizaje, teniendo como objetivo principal generar en el estudiante el razonamiento matematico.
Para desarrollar este modelo se requiere presentar al estudiante una situacion, la cual a su vez
generara en él, una necesidad (N), en el modelo denominado necesidad intelectual. Esta necesidad
debe responder a un comportamiento causa-consecuencia, siendo las “causas” el origen de las formas
de entender (FE). Estas evolucionaran en el tiempo, generando como “consecuencias” las formas de
pensar (FP), las cuales el estudiante manifestara al mundo exterior mediante la comprension y la
solucién de la situacion presentada, dandose asi el aval de la existencia de la Dualidad (D). Luego de
que se pueda garantizar que se haya superado la necesidad intelectual en el estudiante, las formas de
pensar pasaran a ser un proceso de razonamiento, el cual a su vez se replicara en el entendimiento de
nuevas situaciones, produciéndose asi en el estudiante el Razonamiento Repetido (R).

Durante este proceso de Razonamiento (R), se da la triada constituida por las acciones mentales, las
formas de entender y las formas de pensar. Las primeras Harel y Sowder (2005, 2007) las definen como
los actos de determinar y persuadir. Siendo el primero el actuar del estudiante para remover sus propias
dudas sobre la verdad de una afirmacién, y el segundo el actuar del estudiante para convencer a los
demas sobre la veracidad de una afirmacion. Asi mismo cada acto mental generara un producto en
forma de declaraciones o acciones, las cuales son las formas de entender (FE), y éstas a su vez estan
compuestas por una serie de caracteristicas cognitivas, las cuales constituyen las formas de pensar
(FP). Algunos de estos actos pueden ser interpretar, simbolizar, relacionar, modelar, generalizar, entre

otros.
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DOBLE DNR «DDNR»

Solucion de Problemas CONSECUENCIA

CONSECUENCIA Metodologia
Solucion de Problemas

o o0 o0 o0

| @ |

N7,

Figura 3. Modelo Doble DNR (DDNR) 15

En la propuesta DNR, Harel sostiene que a partir de la necesidad intelectual (situacion matematizable) y
el actuar del estudiante se tienen que dar primero las formas de entender, para luego desarrollar las
formas de pensar. En el trabajo planteado en esta investigacion se realizara asimismo, y con una réplica
inversa al sentido propuesto por el autor, siendo ésta la doble réplica del DNR. Esta es la base tomada
para la creacidén y construccién de la propuesta metodolégica, denominada modelo metodolégico
«l.C.O.R.», la cual se denomina dentro del modelo metodoldgico el “DOBLE DNR” (DDNR). La

propuesta planteada se representa en la Figura 3 y se desarrolla en el Capitulo 3.

15 Fuente; Elaboracién propia
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Lo anterior nos lleva a pensar que en realidad existe un modelo general DNR, del cual subyacen otros
submodelos DNR, uno para cada elemento que compone la ciencia llamada educacién matematica

«EM» como se menciona en la introduccion de este documento, si pueden llamarse asi.

Lo anterior nos lleva a pensar que en realidad existe un modelo general DNR, del cual subyacen otros
submodelos DNR, uno para cada elemento que compone la ciencia llamada educacion matematica

«EM», como se menciona en la introduccion de este documento, si pueden llamarse asi.

DNR

——
—

: Premises !

| Concepts | Claims

i

i | Mental Act

Way of Thinking

| Way of Understanding |

Learning Instructional Principles

h J
Necessily

' ‘

| Proving
h 4
i Context Dependency

Proof scheme || Proof |

Repeated-reasoning

Subjectivity : - -

e ¥i | Teacher's Knowledge Base | Teaching practice

H : Knowing { Interdependency : Teaching behavior |Tcarhjng action |
v :

Knowing-Knowledge Linkage | Mathematics || Student learning || Pedagogy |

Figura 4. Estructura general del DNR'6
En la Figura 4 se presenta la esquematizacion de la estructura general del DNR y a partir de ésta se

puede realizar el andlisis a este modelo, de manera que se muestra como Harel relaciona y concluye
que los fundamentos del DNR actian en forma de réplica sobre tres categorias que recogen los
elementos implicitos en la «kEM». El resultado de este analisis no se presenta en este documento ya
que no fue necesario, ni en el soporte tedrico, ni en la discusion de los resultados.

2.2.  Componente disciplinar matematico: Combinatoria

2.21. Fundamentos preliminares

Para abordar esta investigacion se introducen algunos aspectos de la combinatoria, de caracter teorico

e historico. Se inicia presentando diferentes definiciones dadas al término Combinatoria. Sin duda para

16 Tomada de Ibid
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aclarar la reduccion absurda a la cual han limitado este gran campo de las matematicas en ocasiones

por parte de los disefiadores de curriculos, que siguen parametros reglamentados por las politicas

educativas o por los propios intereses de las mismas instituciones educativas. En ellas se reflejara lo
amplio, complejo y necesario que resulta ensefiar y aprender combinatoria.

Esta herramienta matematica, al igual que otras, es de tipo interdisciplinar y transversal a los otros

campos de la matematica, estableciéndose como una estructura que garantiza la formacién de un tipo

de pensamiento propio, el pensamiento combinatorio. Ademas, se puede considerar a la par con la
aritmética, el algebra y la geometria, constituyéndose en un excelente complemento para avanzar en la
comprension y aplicacion sobre diversos contextos y fendmenos de la realidad.

Finalmente se presentan los topicos trabajados en el curso de analisis combinatorio, con el objeto de

compararlos con los syllabus de asignaturas en las cuales se imparte alguno de estos topicos, dejando

ver la magnitud de la insuficiencia con que en general se trabaja esta rama de las matematicas.

2.2.2. Definiciones

En diferentes fuentes de la literatura se encuentran definiciones referentes al término combinatoria,

desde el punto de vista matematico, las cuales se han reducido a expresiones como: contar, técnicas de

conteo, formas de contar, entre otras. Se muestran algunas de estas definiciones para tomar una
posicion al respecto alrededor de la cual se desarrolld el componente disciplinar utilizado en esta
investigacion.

a. Claude Berge (1926-2002), propone definir la combinatoria como el estudio de las configuraciones
formadas con los elementos de un conjunto finito, entendido por tales las aplicaciones del conjunto
en otro (posiblemente provisto de cierta estructura) que satisfaga unas restricciones determinadas
(Principles of combinatorics, 1968). Dentro de esta concepciéon pueden considerarse varios
aspectos, entre ellos: el estudio de configuraciones conocidas, el estudio de la existencia de ciertas

configuraciones, el conteo de configuraciones de un tipo dado, la enumeracion o descripcion de
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configuraciones, la optimizacion combinatoria, es decir la determinacion de las configuraciones que
maximizan o minimizan una funcion dada, efc.

b. En su "Ars Conjectandi," Bernoulli describe la combinatoria como el arte de enumerar todos los

caminos posibles de los cuales un nimero dado de objetos puede ser mezclado y combinado para

estar seguro de no omitir ningun resultado posible. (Batanero, Godino y Navarro-P., 1997)

c. La combinatoria es las matematicas de conteo. (Permutaciones y combinaciones, cambio de
posiciones), (Hart, 1992, citado por Batanero, Godino y Navarro-Pelayo, 1997).
d. “La combinatoria trata, ante todo, de contar el nimero de maneras en que unos objetos dados

pueden organizarse de una determinada forma.” Anderson (1993).

Por lo anterior podemos ver que la definicion de combinatoria se ha ido complementando a través de las
nuevas aplicaciones encontradas, sin perder su esencia que es contar, como lo dice Restrepo (2010) “la
combinatoria enumerativa que busca contar el nimero de elementos de un conjunto con ciertas
propiedades, lo cual concurre en encontrar su cardinal, teniendo como objetivo el “contar sin contar”, es
decir poder determinar el numero de elementos de un conjunto sin necesidad de tener que hacer la lista
en la que se cuenten uno a uno”, pasando por relaciones de recurrencia, funciones generatrices,
ecuaciones diferenciales, teoria de grafos y teoria de juegos entre otras tematicas que se incluyen en el
gran campo de la combinatoria. (Ver topicos.)

Otros autores, como Aigner (1942-), proponen trabajar dentro de la combinatoria varias areas
principales, tales como los problemas de enumeracion, el estudio de estructuras de orden en conjuntos
finitos, los teoremas de existencia tipo Ramsey, Sperner, etc. y el estudio de configuraciones. En
cualquier caso el campo abierto a la combinatoria es amplio y fascinante, repleto de bellos resultados e

interesantes problemas abiertos.
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Para esta investigacion se asume como definicidn, la propuesta por Pascual Restrepo, esto porque el

centro disciplinar combinatorio que se implementa toma su base tedrica en la combinatoria enumerativa.
2.2.3. Tépicos

Para determinar los topicos a incluir se puede ver, por ejemplo, una publicacién reciente en
combinatoria, “How to Count” de Robert A. Beeler (2015), publicada por Springer, en la cual se puede
apreciar la dimension y aplicabilidad que ha ido ganando la combinatoria a nivel mundial, mientras que
en el medio colombiano solamente se desarrollan algunos apartes de unos dos o tres capitulos de este
referente, lo cual sugiere la falta de importancia que se le esta dando a este campo. A continuacién, se

presentan los topicos que se pueden trabajar en un curso dedicado a la combinatoria enumerativa.

Topicos usuales Otros subtemas de Combinatoria
Enumerativa
1. Combinatoria Enumerativa e Factorial
a. Principio de la suma e Factoradico
b. Principio de la multiplicacion e Funcion W de Lambert
c. Permutaciones e  Funcion generadora
:- \éz':l;’i':a“;z e e Formula de Stirling
) - . e  Grupo simétrico
f ﬁ?x?tfilﬁ:)ﬁrr\]itaelz s Binomiales y e |dentidades de Newton
g. Principio de Inclusion y Exclusion * Igﬁgfs fundamental de teoria de
2. Permutaciones y Particiones Matroid
3. Relaciones de Recurrencia * grm ©s ,
4. Funciones Generatrices o Numeros de Catalan
5. Teoremas de Existencia *  Numeros de Delannoy
6. Enumeracion bajo accion de grupos e Nimero de Bell
7. Teoria de Grafos e Numero de Dedekind
8. Teoria de Juegos e Numeros de Stll'“ng
e Principio del palomar
e Problema de Catalan
e Problema de Flavio Josefo
e Problema de las colegialas de
Kirkman
e Regla de Golomb
e Secuencia de Priifer
e  Subfactorial
e Tablade Young
e Teoria de cribas
e Transformada binomial
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Por otra parte, estos topicos deberian haber sido tratados en la formacién escolar del estudiante, pero
en el contexto colombiano solamente se tratan en la universidad, y de manera muy superficial. Con lo
anterior se quiere evidenciar que la combinatoria no solamente incluye las técnicas basicas de conteo,
que en ocasiones son restringidas aun mas, a solamente las permutaciones y combinaciones y como
elementos requeridos para hacer una introduccién al estudio de las probabilidades.

De igual forma se aprovechd para resaltar en negrilla los tdpicos tedricos que se utilizaran en la
caracterizacion del pensamiento combinatorio, como elementos implicitos en la solucion de los
problemas propuestos a los estudiantes en las diferentes actividades. En este documento no se
exponen estos conceptos formalmente, siendo de facil consulta en el contexto y de conocimiento por

parte de toda la comunidad de educadores matematicos.

Sumado a la sintesis presentada anteriormente se realizd una revisién de los syllabus de los cursos
para ingenieria de la Universidad Antonio Narifio (UAN), donde por lo menos una de sus unidades
tematicas hace referencia a alguno de los topicos de la combinatoria enumerativa, ya que, como se
indic6 en la introduccion, la poblacion objetivo para el estudio seré tomada de los estudiantes del ciclo

de fundamentacion de las carreras de ingenieria de esta universidad.

La revision arroja como resultado que los cursos que tratan alguno de los tdpicos o parte de la
combinatoria enumerativa, son el curso de Solucién de Problemas, impartido en todos los programas de
ingenierias en primer semestre; el curso de Probabilidad y Estadistica ofrecido a todas las carreras
ingenierias en cuarto semestre, al igual que el curso de Matematicas Discreta, para ingenieria de
sistemas y licenciatura en matematicas dado en cuarto semestre. (ver Anexo 1, Anexo 2 y Anexo 3). De
hecho, se observa que el componente combinatorio trabajado es una parte de la combinatoria
enumerativa en lo referente a las técnicas basicas de conteo. Esto se hace con el objeto de comparar

qué tanto uso y con qué profundidad se desarrollan los tépicos de la combinatoria.
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De este posible paralelo podemos concluir de forma bipolar. Desde lo positivo se rescata que para la
necesidad de la presente investigacion, parte de la poblacion cumple con el requisito de no haber
tomado ningun curso que incluyera topicos de combinatoria. Estos son los estudiantes del curso de
Solucion de Problemas, quienes son la muestra tomada, y de quienes se obtuvo la informacion
suficiente que permite acercarnos en los avances de la caracterizacion del pensamiento combinatorio.
Por otro lado, tenemos a los estudiantes de los cursos de Probabilidad y Estadistica y Matematicas
Discretas, que hicieron parte del proceso como una muestra piloto utilizada para afinar los instrumentos,
hasta obtener la version final aplicada a la muestra real. Desde lo negativo se puede ver que el
contenido de combinatoria en los cursos objetivo es muy basico, ya que solamente se tratan algunos
topicos de combinatoria enumerativa y que el tiempo destinado para su desarrollo no supera dos
semanas de clase.

2.3.  Componente metodoldgico: Solucion de Problemas

Este componente se desarrolla a partir de una triangulacion entre las teorias de solucion de problemas
propuestas por Polya (1965), Schoenfeld (1985, 1992) y Miguel de Guzman (1985). Esta permitid
consolidar parte de la metodologia que esta implicita en los instrumentos que se elaboraron para
recoger la informacion, la que deja evidenciar el avance en la consolidacion de las formas de entender a
las formas de pensar y viceversa. Otra parte de la metodologia se marca por los resultados
metodolégicos de la propuesta de Lakatos (1978). Ademas hicieron parte, como elementos
metodoldgicos e interpretativos de los procesos y resultados obtenidos, algunas consideraciones
hechas por Gowers (2000), en su trabajo “Dos Culturas Matematicas”.

2.3.1. Comentarios generales sobre solucion de problemas

Las bases modernas en solucién de problemas tiene como exponente a George Polya (1970), quien se
inquieta por los procesos que permiten la obtencion de resultados matematicos. EI Método de Polya se

orienta a solucién de problemas matematicos donde el problema conlleva a la realizacién de una pausa,
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seguido de una reflexion y con la posibilidad de realizar pasos novedosos para dar la respuesta,
situacion diferente a la presentada cuando se trabaja un ejercicio que requiere un procedimiento
rutinario. La diferencia no es absoluta, se relaciona con el estadio mental de la persona que busca
solucién.

El mayor aporte es la presentacion de cuatro fases que involucran a los estudiantes en las soluciones
de problemas:

1. Entender el problema: ;Cual es la incdgnita? ;Cuales son los datos? ¢Hay suficiente
informacion? ¢Hay informacion extrafia?

2. Configurar un plan: entorno al problema se busca trazar una ruta para abordarlo planteando
preguntas como: ;Se ha encontrado con un problema semejante? ;Conoce un problema relacionado
con éste? , ;Podria enunciar el problema de otra manera? ;Ha empleado todos los datos?

De igual manera indica la presentacion de una estrategia para hallar un final, entre las que plantea:
ensayo y error, usar una variable, buscar un patron, hacer una lista, solucionar un problema similar mas
simple, hacer una figura o un diagrama, trabajar hacia atras, etc.

3. Ejecutar el plan: ;Son correctos todos los pasos dados?

4. Mirar hacia atras: ;Puede verificar el resultado? ;Puede verificar los razonamientos
realizados? ¢Puede ver cdmo extender su solucion a un caso general?

Como complemento en la solucién de problemas, A. Schoenfeld (1992) sugiere cinco dimensiones que

intervienen directa, dinamica e inter-relacionadamente:

—_

Dimensidn cognitiva: base de conocimientos

2. Heuristicas: estrategias en la resolucién de problemas

3. Dimensién metacognitiva: monitoreo y control (auto-regulacion)
4. Dimension afectiva: creencias y afectos

5. Practica matematica
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Los conocimientos y dominios que el individuo posea frente al ambiente matemético son de incidencia

innegable para lograr la solucion del problema. Es asi que se maneja la auto-regulacion en el trabajo

como mecanismo de control que permite tomar parte frente a: ¢ el qué?, ;el cudndo? y el como? usar
una determinada estrategia o resultado matematico y por qué renunciar a un camino elegido.

De otro lado Miguel de Guzman (1991), en su modelo para la solucién de problemas, hace una

propuesta con los siguientes componentes.

1. Familiarizarse con el problema: busca entender a fondo la situacion, con tranquilidad trabajar al
ritmo, perderle el miedo a la situacion que se plantea.

2. Buscar estrategias: empezar por lo facil, experimentar, hacer un esquema, una figura, un diagrama,
elegir un lenguaje adecuado, una anotacion apropiada, buscar un problema semejante, inducir, y
suponer el problema resuelto.

3. Llevar adelante la estrategia: Seleccionar las mejores ideas que se te han ocurrido en la etapa
anterior, manejar la flexibilidad, no perder el animo, no persistir en ideas que detienen el proceso,
¢ Salié?, s seguro? Mirar a fondo la solucién encontrada.

4. Examinar a fondo el camino seguido. ;,Cémo se ha llegado a la solucién? ;por qué no se ha
llegado? Comprender si la solucion encontrada funciona o no, y porqué.

Para encontrar una solucion al problema, es importante tener claridad acerca del tipo de problema y a

partir de éste determinar caracteristicas precisas para dar solucién a la situacién. De Guzman propone

como tipos de problemas: de resolucion gréfica, de ensayo-error, de razonamiento inverso, de
organizaciéon de la informacién, de descomposicion del problema, de simplificaciéon y busqueda de
regularidades, de experimentacién con la posible solucion, de busqueda de un contragjemplo, de

reduccion al absurdo, en otros.
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Como se puede ver en esta descripcion, los tres autores proponen un modelo homogéneo en su base
estructural con la diferencia que los dos ultimos hacen hincapié en la parte motivacional que debe tener
el estudiante o la persona que se esta enfrentando al problema.

Como el contexto en el cual se desarrolla esta investigacion esta dado sobre la base de un curso de
solucion de problemas, no se toma un autor como referente para este componente. En su defecto se
toman los aportes de cada autor necesarios para coadyuvar al estudiante en la consecucion de la
solucion a cada uno de los problemas que se le planteen durante el desarrollo del estudio.

2.3.2. El cuasiempirismo de Lakatos

Segun Lakatos (1976) un programa de investigacion no es mas que un conjunto de reglas
metodoldgicas, llamadas unas heuristicas positivas y otras heuristicas negativas, que definen cuales
son los caminos a seguir y cuales los problemas a evitar para la elaboracion de nuevas teorias, es

decir, las rutas de investigacion que deben ser evitadas.

De esta forma Lakatos en su programa definio tres esquemas basicos de explicacion del conocimiento
humano. El primero de ellos lo llamé "programa euclideo", y lo definié como “un sistema deductivo en el
que las proposiciones de la cuspide (axiomas) constan de términos perfectamente conocidos (términos
primitivos), y se practican en esta cuspide inyecciones de valores de verdad infalibles, verdaderos, y
que fluyan hacia abajo por los canales deductivos de valor de verdad (pruebas) e inunden todo el

sistema” (Lakatos, 1978a, p. 17).

El segundo lo llamé “programa empirista”, definido como “un sistema deductivo si las proposiciones de
la base (enunciados basicos) constan de términos perfectamente bien conocidos (términos empiricos) y
existe una posibilidad de inyeccion de valores de verdad infalibles en esa base, tal que, si el valor de

verdad es falso, fluye hacia arriba por los canales deductivos (explicaciones) e inunda todo el sistema
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(si el valor de verdad es verdadero, no existe ninguna corriente de valor de verdad en el sistema)

(Lakatos, 1978a, p.18).

Y el tercero, el “programa inductivista”, “definido como un canal en el que la verdad fluyera desde los
enunciados basicos hacia arriba, estableciendo asi un principio l6gico adicional, el principio de la
retransmision de la verdad. Con tal principio el inductivista debe estar capacitado para inundar con la
verdad todo el sistema desde abajo. Esta teoria es consistente, pues todas las proposiciones que

ocurren en ella son verdaderas”. (Lakatos, 1978a, p.21).

Por otro lado Lakatos (1978c) dice “me ha ensefiado algo importante: es incorrecto afirmar que el
objetivo de un "problema (en matematica) a demostrar" es o bien mostrar concluyentemente que es
verdadera determinada afirmacion claramente enunciada, o bien mostrar que es falsa. El objetivo real
de un "problema a demostrar" deberia ser el de mejorar la conjetura ingenua original para hacerla un

teorema” (p.58).

Lakatos afirma que los teoremas, axiomas y leyes que conforman las matematicas no surgieron
espontaneamente ni mucho menos adornados con el conjunto de cuidadosos detalles que se presentan
en las aulas a los estudiantes. La génesis de los postulados fue una idea o conjetura propuesta como

solucion a algun problema en particular (Lakatos, 1978c).

En este sentido para Lakatos las matematicas son producto de una cuidadosa y en ciertos casos
prolongada evolucion como si tuviese vida propia. El aprendizaje de las matematicas parte de una
conjetura, creada o evidenciada durante el proceso de dar solucion a un problema. Esta conjetura se
somete a la prueba mediante experimentacion, dando lugar a ideas (formas de entender) cada vez mas
elaboradas, hasta que ascienden al rango de la formalidad matematica (formas de pensar) mediante un
lema, corolario o teorema que hara parte del nuevo conocimiento interiorizado. Es de esta manera como

se aprenden las matematicas y se lleva a cabo la actividad matematica.
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Los anteriores apartes que se han tomado de la obra de Lakatos han sido las directrices tedricas
tomadas para elaborar parte de la metodologia de trabajo con los estudiantes en el aula de clase. Sobre
esta base se formularon los problemas de la parte tres de las actividades (explicaciéon que se dara en el
siguiente capitulo) con las cuales se pretendi6é propiciar contexto para hacer posible la heuristica de
Lakatos y el espacio para mejorar la conjetura matematica ingenua inicial —como dice Lakatos- en la
que podemos incluir la construccion de pruebas para el establecimiento de conjeturas, la presentacion
de contraejemplos locales o globales (sobre la base de los problemas propuestos a los estudiantes) que
falseen las pruebas o la conjetura misma, y el ajuste de las pruebas y conjeturas a los contraejemplos
propuestos al mismo tiempo que se desarrolle el segundo programa, el programa empirista.

2.3.3. Two Cultures of Mathematics’”

Este documento es construido a partir de libro “Las dos culturas”, de C. P. Snow, y la experiencia del
autor en la ensefianza e investigacion en matematicas, especialmente en combinatoria (tomada en
sentido amplia). Se hace referencia a esta publicacion ya que el autor considera la existencia de dos
culturas en matematicas, una en la que los matematicos consideran que su objetivo central es resolver
problemas, y en la otra en que su objetivo prioritario es la construccion y comprension de las teorias,
dando eco a las formas de pensar y las formas de entender que sefiala Harel. Al mismo tiempo propone
que si no se sabe de qué lado estar seria bueno tener en cuenta las siguientes declaraciones: i) el fin de
resolver problemas es entender mas y mejor las matematicas, o ii) el fin de entender las matematicas es
llegar a ser mas capaces de resolver problemas. Pero para él se debe estar de las dos partes ya que su
clasificacion de los matematicos es tedrico-constructores y solucionadores de problemas.

En consecuencia se pregunta ;Por qué los temas de resolucion de problemas son menos apreciados

que los tedricos?, que generaliza en preguntarse ; Qué hace que una sola parte de las matematicas sea

17 Gowers, W. (2000). Two Cultures of Mathematics. Disponible en URL: https://www.dpmms.cam.ac.uk/~wtg10/2cultures.pdf.
[Consulta 24 de septiembre de 2014]
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mas interesante que otra?, concluye al respecto, aceptando la observacion de Sir Michael Attiyah, que
los procesos de abstraccion y generalizacion son muy importantes como medio para dar sentido a la
gran masa de datos en bruto existentes, por lo tanto los resultados que perduraran en el tiempo son
aquellos que se pueden organizar de forma coherente y compilada, para ser explicados a las siguientes
generaciones, teniendo en cuenta que algunos de ellos resolvieron grandes problemas en la historia,
pero si sus soportes tedricos no encajan en una organizacion se dejaran de lado, y es probable que no

se estudien.

Este es el caso de la combinatoria, que ofrece un alto numero y diversidad de problemas con resultados
que no han sido organizados en teorias, por lo que parece estar en desventaja con otras ramas de la
matematica, ya que si los procesos de generalizacion y abstraccion son de vital importancia en
matematicas, surge el interrogante de codmo se puede transmitir y ser recordado este conocimiento por
generaciones futuras? y es aqui donde se hace importante y prioritario tener la capacidad de solucionar
problemas combinatorios, como estrategia que permitird prevalecer su necesidad y estudio en el
tiempo, afirmando que “las ideas importantes en combinatoria no suelen aparecer en teoremas, sino
como principios generales con una alta aplicabilidad”. Un ejemplo de ello es el Teorema de Ramsey, el
cual es presentado por el autor como un modelo en el cual no se necesita dedicar largas horas de
estudio a una teoria, para poder comprender lo que afirma este teorema, y que su demostracion se
hace practicamente desde los primeros principios en que fue propuesto, por lo que no requiere del
dominio de largas cadenas de teoremas de una teoria para comprender su demostracién, o para
proponer una nueva demostracion a este teorema.

En general esta publicacion sirve como reflexion acerca de la necesidad e importancia de trabajar en la
ensefianza de la combinatoria a través la solucion de problemas y ver su implicacion en las diferentes

ramas de la matematica, que es uno de los propositos en la esta investigacion. Claro esta el estudio se
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aplicara en un nivel basico, para lo que se retoman las consideraciones que propone el autor, sobre las
diferentes maneras que una rama de las matematicas puede ser beneficiosa sobre otra u otras. Al
respecto dice: “como una zona A, puede ayudar a la zona B:

(i) Un teorema de A tiene una consecuencia inmediata y Util en B.

(i) Un teorema de A tiene una consecuencia en B, pero se necesita un poco de trabajo para
demostrarlo.

(i) Un teorema de A se parece a una pregunta en B, lo suficientemente cerca para permitir imitar o
adaptarla en A, y responder a la pregunta en B.

(iv) Con el fin de resolver un problema en A, uno es llevado a desarrollar herramientas en B que son de
interés independiente.

(v) La zona B contiene las definiciones que se asemejan a las de la zona A. La zona A, a continuacion,
sugiere fructiferas formas de organizar y hacer frente a los resultados y los problemas en B.

(vi) Si uno gana una experiencia en la zona A, entonces uno recoge ciertos habitos de pensamiento que
le permiten a uno hacer una contribucién significativa a la zona B.

(vii) La zona A esta suficientemente cerca en espiritu a la zona B, que cualquiera que es bueno en el
area A es probable que sea bueno en la zona B.”8

Estas premisas se veran reflejadas en las formas de entender y formas de pensar reveladas en los
diferentes problemas y conceptos combinatorios, con los cuales se llega a la caracterizacion del
pensamiento combinatorio como una estrategia usada en la solucion de problemas, siendo el corazon

de nuestro componente didactico.

18 |bid
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2.4. Componente cognitivo: Teorias del Desarrollo Cognitivo

Este componente se soporta sobre aportes tedricos pertinentes para nuestra investigacion, tomados de
las teorias del desarrollo cognitivo y del aprendizaje de autores como Piaget y Fischbein. Estos aportes
son utilizados para interpretar tedricamente los resultados obtenidos en la investigacion desde el punto
de vista de la formacion del conocimiento y la consolidacidn de las formas de entender y de pensar.
Como la investigacion gira alrededor de la caracterizacion del pensamiento, fue necesario conocer los
comportamientos y esquemas cognitivos desde el punto de vista tedrico, ya que a partir de estas
conclusiones teoricas se da el soporte cientifico de la caracterizacion que se construye, con referencia
al pensamiento combinatorio. Por tal motivo de cada autor y su teoria cognitiva se toma lo referente al
desarrollo, construccion y formacion del pensamiento, es decir, como se pueden dar las formas de
entender y formas de pensar en los seres humanos y sus manifestaciones desde el punto de vista del
pensamiento matematico, y en especial lo que atarie al pensamiento combinatorio.

Alo largo de la investigacion se hace referencia al desarrollo cognitivo, por tal motivo asumiremos como
definicién la dada por Rafael (2008), quien dice que “se entiende por desarrollo cognitivo al conjunto de
transformaciones que se producen en las caracteristicas y capacidades del pensamiento en el
transcurso de la vida, especialmente durante el periodo del desarrollo, y por el cual aumentan los
conocimientos y habilidades para percibir, pensar, comprender y manejarse en la realidad”.

2.4.1. Teoria del desarrollo cognitivo de Piaget

En su trabajo, Piaget estudia como los seres humanos adquieren el conocimiento en las diferentes
etapas de su desarrollo biologico. Esta tarea la realiza desde tres escenarios, uno de los cuales es la
psicologia experimental, al enfocar su trabajo en la observacion y dialogo con nifios para entender y
describir cdmo van construyendo su conocimiento, mediante la adaptacion de la inteligencia, durante el
proceso de construir progresivamente sus propias estructuras a partir de las respuestas y soluciones

dadas a diferentes situaciones planteadas que dependen de la asimilacion de la informacion adquirida
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mediante la experiencia. Un segundo escenario es la epistemologia, a través de la cual explica como
es, y como se da la relacion entre el sujeto y el objeto, mediante el establecimiento de relaciones
cognitivas construidas progresivamente a partir de la interaccion sujeto-contexto. El tercer escenario es
el de la biologia, en la cual busca la explicacion de como es, y como se da la relacion de adaptacion del
sujeto-objeto, es decir cdmo evolucionan las estructuras cognitivas con relacion al contexto en el que se
desarrolla el sujeto. A partir de la relacion entre lo innato y lo adquirido Piaget consideré cuatro factores
que contribuyen al desarrollo del conocimiento: 1) la maduracion biolégica; 2) la influencia del ambiente
(experiencia); 3) la transmision social (educacion); 4) y el equilibrio progresivo, formado por dos
caracteristicas fundamentales para su funcionamiento intelectual, “organizacion y adaptacion”, las

cuales son las funciones invariables que rigen el desarrollo cognitivo.

Sobre esta categorizacién describio el factor cuatro, “el equilibrio, a partir de la organizacion y la
adaptacion”, que implicitamente trae la dependencia del factor dos y tres, ‘la experiencia y la
educacion”, ya que la adaptacion implica los procesos de “asimilacion y acomodacion”, el primero de
los cuales se da cuando se va de la experiencia a la mente y el segundo de la mente a una nueva
experiencia, logrando asi progresivamente la reorganizacion de las estructuras cognitivas, dandose un

estado de equilibrio relativo en la adaptacion del nuevo conocimiento.

Piaget observd que el desarrollo cognitivo se manifiesta con un cambio en las estructuras del
conocimiento, las cuales se organizan y reorganizan en esquemas, los cuales son conjuntos de
acciones fisicas, de operaciones mentales, de conceptos o teorias a través de los cuales organizamos y
adaptamos la informacién adquirida en la interaccion con el contexto. Esta adaptacion implica hacer el
proceso de asimilacion, que consiste en hacer encajar la informacién nueva sobre los esquemas ya
existentes, lograndose un equilibrio si el encaje es perfecto, o de lo contrario sera un equilibrio

progresivo, que implicara hacer cambios al nuevo esquema o hacer variaciones a los ya existentes,
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hasta lograr el equilibrio. Este proceso se conoce como la acomodacion, dentro de la adaptacién, es
decir, este nuevo esquema se forma por las modificaciones causadas por los elementos que se

asimilan.

En la teoria de Piaget, el estadio de operaciones formales, que comprende las edades entre los 11 0 12
afos en adelante, refiere a una época para la cual el nifio ya cuenta con el estadio de operaciones
concretas y comienza a formarse un esquema de la légica formal e ideas abstractas, haciendo uso de
los elementos asimilados en el estadio anterior, que usara como herramienta cognitiva para solucionar
problemas que implican efectuar relaciones conceptuales, y organizar y clasificar los conocimientos
adquiridos. Este estadio se caracterizara por tener los esquemas de la Idgica proposicional, del
razonamiento propositivo, del razonamiento cientifico, del razonamiento combinatorio y el razonamiento
sobre las probabilidades y proporciones.

El esquema del razonamiento combinatorio le dard la capacidad de pensar en las multiples
consecuencias y sus combinaciones sobre una misma causa.

Ademas en otro de los trabajos realizados por Piaget e Inhelder (1955) se afirma que, durante la etapa
de las operaciones formales, el nifio adquiere la capacidad de usar procedimientos sistematicos para
realizar inventarios de todas las permutaciones posibles, variaciones y combinaciones de un conjunto
dado de elementos. Piaget también relaciona las etapas en las que se manifiestan las operaciones
combinatorias

e Combinaciones.

El estadio | llega alrededor de los 7 afios, en ella el nifio construye combinaciones por exploracion
natural o en forma empirica; sin generar un procedimiento metodico que establezca todos los casos
existentes de combinaciones. El estadio Il, se presenta alrededor de los 8 a 11 afios. Se caracteriza por

la busqueda de un procedimiento organizado para establecer parejas, abandonando la organizacion de
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parejas aisladas; estos hallazgos no crean resultados exitosos y llevan al nifio a sus métodos empiricos.
El estadio Ill, se da alrededor de los 11 a 12 afios. Es el momento donde el nifio tiene hallazgos de
procedimientos sistematicos exitosos. El nifio logra incorporar dos operaciones: seriacion y
correspondencia, llegando a encontrar todas las combinaciones posibles de n elementos tomados de
dos en dos.

o Permutaciones

De cualquier modo, es clave comprender que se pueden conseguir un gran numero de permutaciones a
partir de un numero de elementos muy pequefio; sin pretenderse que el nifio encuentre todas las
permutaciones ni tampoco que se llegue a deducciones de una expresidn matematica. De estas
circunstancias nace el hecho de pretender que los nifios consigan un procedimiento para realizar todas
las permutaciones posibles de un nimero pequefio de objetos y luego se pase a hacer permutaciones
de 2, 3y 4 objetos de colores sucesivos. Para simplificar se puede decir que los nifios en el estadio | no
crean procedimientos determinantes para encontrar todas las permutaciones, en el estadio Il descubren
métodos no formalmente estructurados y es en el estadio Ill que se va alcanzando un descubrimiento
progresivo de la ley de formacion de las permutaciones.

o Variaciones

Precisa advertir que para Piaget sblo es en el estadio lll es que se llega a un procedimiento sistematico
y a una comprension de esta operacion combinatoria. Piaget considera a las variaciones como la
sintesis de las combinaciones y permutaciones. En las variaciones de n elementos tomados de m en m
hay un primer paso de obtencién de grupos de tamafio m y, a continuacién, las posibles reordenaciones
dentro de cada uno de ellos (Piaget e Inhelder, 1955).

Por esta razon se puede afirmar que es en el periodo de las operaciones formales cuando el nifio
consigue la capacidad de usar procedimientos sistematicos en pro de la obtencion de combinaciones,

permutaciones y variaciones de un determinado nimero de elementos. Siendo este el momento en que
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se adquiere la comprension por parte del nifio de las operaciones combinatorias (Piaget e Inhelder,
1955).

Esta conceptualizacién de la parte cognitiva implicita en la investigacion permitira tener un fundamento
para explicar y describir los razonamientos que haran los estudiantes durante el desarrollo de la misma,
lo que dard un fundamento tedrico para expresar los resultados investigativos. De igual manera se
tendra en cuenta que durante las operaciones de tipo formal se presenta un razonamiento ldgico,
sistematico y complejo, se empieza a utilizar simbolos para representar ideas y a partir de ellos hacer

operaciones mentales.
24.2. Esquemas e intuiciones en el razonamiento combinatorio: Fischbein & Grossman

Se encuentra que la intuicién es aceptada, pero también rechazada, como fuente del verdadero
conocimiento porque puede ser engafiosa; sin embargo, es tenida en cuenta en la fundamentacion de
las ciencias y las matematicas porque genera influencia sobre creencias y procesos de desarrollo de la
inteligencia. Sin embargo, para Fischbein (1987) existen otros términos relacionados que las describe

como sentido comun, entendimiento, comprension, creencia o conjetura.

Las investigaciones de Fischbein y Grossman se centran en las relaciones entre las intuiciones y los
esquemas; consideradas como categorias mentales que poseen caracteristicas comunes como

flexibilidad de adaptacion, consistencia interna y generalidad.

Las intuiciones se entienden como cogniciones globales que poseen esquemas estructurados. En la
presente investigacion se ha tenido en cuenta esta hipdtesis con respecto a los problemas de

combinatoria (permutaciones, arreglos con y sin reemplazo, combinaciones).

Las intuiciones pueden ser expuestas como conjeturas y pueden ser manipuladas por los esquemas;
las respuestas dadas por los estudiantes representan esquemas mentales, que se utilizan para abordar

problemas nuevos. Fischbein y Grossman presentan en su hipotesis de investigacién cémo las
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intuiciones se basan en esquemas. Los esquemas son sistemas organizados de interpretaciones y
procedimientos secuenciales que expresan conjuntamente un cierto nivel de maduracion mental y una
cantidad suficiente de experiencia, mostrandose como sistemas estables y flexibles que manifiestan
formas de interpretar y resolver situaciones. Esto es de interés para analizar las primeras formas de
entender que revelan los estudiantes sujetos de la presente investigacion al enfrentar problemas de

combinatoria anteriormente desconocidos para ellos.

Los problemas combinatorios también generan especial atencion porque aparecen frecuentemente en
la cotidianidad; para Piaget e Inhelder (1958) las capacidades combinatorias constituyen esquemas de
base, alcanzando la madurez durante la etapa de las operaciones formales. La naturaleza proposicional

del razonamiento formal se basa en la capacidad combinatoria del adolescente.

En la investigacion de las intuiciones combinatorias se presentan tres categorias basicas de datos: la
conjetura espontanea, la solucién matematica correcta y justificacion conceptual a posteriori a su
respuesta. La contrastacion de los datos en cada categoria da una mayor informacién acerca de los
mecanismos tacitos de intuiciones en general y de las intuiciones combinatorias especificas donde se
ven implicadas estructuras generales y especificas. De acuerdo con Piaget, el sistema combinatorio es
un esquema operacional con implicaciones de largo alcance en el comportamiento, siendo la
experiencia un factor determinante en la formacion de intuiciones y permitiendo con el tiempo la
construccion de un sistema estable de representaciones estructuradas. De acuerdo a Fischbein, (1987),
“la fuente basica del conocimiento intuitivo es la experiencia acumulada por una persona en condiciones
relativamente constantes”.

Conclusiones del Capitulo 2

El marco tedrico expuesto en este capitulo se fundamenté en la postura de considerar la «kEM» como un

universo formado por cuatro componentes, uno de educacién matematica, uno disciplinar, uno
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metodol6gico y uno cognitivo sobre la base de los cuales se desarrollo la propuesta metodoldgica y se

realiz6 el andlisis y discusion de los resultados.

De este modo para el componente de educacion matematica se considerd el trabajo de Harel (2008 a y
b), quien plantea que el fin Ultimo de la educacién matematica es desarrollar el razonamiento
matematico del estudiante el cual se compone de formas de entender y formas de pensar. Aqui se
retomaron algunos elementos de esta teoria, y se modificaron o extendieron otros. Por otro lado, se
tuvieron en cuenta ademas algunas de las consideraciones dadas por Timothy Gowers (2000) en su
trabajo Dos Culturas Matematicas, tomadas como elementos metodoldgicos e interpretativos de los
procesos Y resultados obtenidos. EI componente metodoldgico fue plasmado desde una experiencia de
clase, enmarcandose en la heuristica de Lakatos y la propuesta de Polya sobre como plantear y
resolver problemas. EI componente cognitivo se baso en la teoria del desarrollo cognitivo de Piaget y la

teoria de los esquemas de Fischbein.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA DE INVESTIGACION

Para llevar a cabo la investigacion, se tuvo en cuenta dos hilos conductores: el primero fue la linea de la
metodologia de investigacion cientifica, la cual permitié organizar y orientar el trabajo investigativo. El
segundo fue la linea metodoldgica de la investigacion en didactica que permitié desarrollar el trabajo
con los estudiantes en el aula de clase, la cual se fundamenta directamente en los elementos implicitos

en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

3.1.Metodologia de investigacion cientifica

Dado el caracter del problema, del objetivo de investigacion y del resultado esperado, se determind que
el tipo de metodologia de investigacién cientifica mas apropiado a seguir era la metodologia de
investigacion cualitativa. Para ello se siguid lo planteado y expuesto en la metodologia de la
investigacion de Hernandez Sampieri et al (2014).

En ella se sugiere desarrollar el proyecto a partir de fases no lineales de trabajo, sino en fases de tipo
iterativo o recurrente, sugerencia que se asumio, permitiendo conformar la hoja de ruta para orientar y
consolidar la investigacion bajo un cronograma de ejecucion. Al mismo tiempo el desarrollo y
consolidacion de estas fases se convirtieron en los capitulos de este documento y sus resultados las
conclusiones de cada capitulo. Para tal fin se establecieron las siguientes fases:

Fase 1. Concebir la idea de investigacién. Esta idea nace durante el desarrollo del Seminario de
Pensamiento Matematico, asignatura de este programa de doctorado, durante el primer semestre de
2013. La maduracion de esta idea correspondio al desarrollo de esta fase, y su producto se utilizd como
fundamento para la siguiente fase.

Fase 2. Planteamiento del problema de investigacion. En esta fase se construyeron y definieron: i) el

problema de investigacion, ii) el objeto de estudio, iii) el objetivo general, iv) las preguntas de
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investigacion, v) la justificacion y viabilidad, vi) el contexto, vii) campo de accion y unidad de analisis,
aspectos que ya han sido presentados y tratados en la introduccion de este documento.

Sobre la base de las tematicas halladas en los resultados de investigaciones ya realizadas, se identifico
un campo poco tocado y asi se organizd y propuso la investigacion a partir del problema de
investigacién expuesto en la introduccion. Este, en sintesis, busca conocer las caracteristicas del
pensamiento combinatorio, y asi abrir un espacio para iniciar la consolidacion de este tipo de
pensamiento matematico.

Interiorizado el problema, se entendié que el resultado esperado de la investigacion era de orden
conceptual descriptivo. Es decir, éste era un problema que requeria de una indagacion profunda para
apropiarse de mayor conocimiento y evidencias mas solidas, que deberian permitir su comprension,
adquiriendo de esta forma una base que posibilitara dar respuesta al interrogante planteado.

De esta manera para hacer realidad la investigacion y tomar un horizonte que permitiera dar solucién
parcial o total al problema planteado se fij6 el objetivo general. A partir del cual se orientd la
caracterizacion, entendiéndose ésta como la descripcidn de las formas de entender y las formas de
pensar combinatorias, adquiridas o desarrolladas por los estudiantes, y su consolidacion en la
construccion del significado de los conceptos de conteo.

El proceso se desarrollé en el curso de Solucion de Problemas para las carreras de ingenieria en la
Universidad Antonio Narifio, Sede Sur, de Bogota, siendo éste la muestra objetivo utilizada. En el curso
una de las unidades tematicas de desarrollo es la combinatoria y especificamente las técnicas de
conteo (ver Anexo 1). Este espacio se modificé para desarrollar los principios fundamentales de conteo
constituyéndose en la unidad de analisis. Al mismo tiempo el curso cumplia con el otro elemento
necesario para el desarrollo de la investigacion, la cual requeria que las clases se diesen en el contexto
de solucion de problemas, siendo éste la base de la metodologia implementada en el desarrollo de este

Curso.
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Para tal fin se formularon las cinco preguntas cientificas dadas en la introduccion, permitiendo
direccionar la investigacion, puesto que generaron las tareas de la misma, al igual que su planificacién y
cronograma de ejecucion. El cronograma se construyé sobre la base de las fases de la metodologia de
investigacion cientifica definida para este caso, y de este modo se precisé el mecanismo que permitid
ejecutar las tareas propuestas y entrelazar los resultados obtenidos en cada una de ellas, alcanzandose
el objetivo propuesto en la investigacion.

El producto de esta fase fue el insumo para organizar la revisién del estado del arte, producto que se
presentd en el Capitulo 1 de este documento. A su vez esta revision permitié elaborar la respuesta a la
pregunta P1, fundamentada a su vez en los resultados de la revision de los antecedentes del problema
de investigacion. Ademas, como parte de esta revision se dejaron las bases para iniciar la siguiente
fase.

Fase 3. Construccion del marco tedrico y referencial. Los estudios iniciados con la revision del estado
del arte, permitieron delimitar y construir el marco teérico y referencial, asi como la fundamentacion del
marco metodologico con el cual se realizd la investigacién, resultado que conformé el cuerpo del
Capitulo 2 de este documento.

El resultado de esta fundamentacién metodoldgica se consolidd en la creacion y el disefio del modelo
metodoldgico «I.C.O.R.», propuesta que en adelante se asumié como el eje de la metodologia, de la
recoleccion de la informacion y del analisis de los resultados.

Cabe sefialar que el enfoque dado al marco tedrico en si respondié a los cuatro componentes del
modelo metodoldgico propuesto que ya han sido precisados.

Fase 4. Descripcion metodologica. Esta fase se desarrolld sobre las premisas de la metodologia de la
investigacion cientifica con enfoque cualitativo y la metodologia de la investigacion en didactica basada
en el proceder del modelo metodoldgico «I.C.O.R.» construido para tal fin. Ellas permitieron construir el

disefio experimental, los instrumentos utilizados para la recoleccion de la informacién, el disefio de las
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actividades y la proyeccion de la implementacion en el aula. El desarrollo y los resultados de esta fase
corresponden al Capitulo 3 de este documento.

Fase 5. Analisis de resultados. En esta fase se hizo la revisién de la informacion y datos recolectados
durante la aplicacion y desarrollo de las actividades construidas para tal fin, proceso que se realiz6 con
la implementacion de la unidad didactica, siendo ésta el instrumento disefiado para generar y recoger la
informacion en esta investigacion. El anélisis de cada una de las actividades se consignd en las
relatorias de clase, y a partir de éstas se definieron y consolidaron las categorias y variables de analisis
utilizadas para determinar los resultados de la investigacion utilizados para construir las respuestas a
las preguntas P2, P3 y P4 de investigacion. Los resultados de esta fase constituyen el Capitulo 4 de
este documento.

Fase 6. Discusion de los resultados. En esta fase se dio respuesta a las preguntas de investigacion P2,
P3, P4 y P5, sobre la base del analisis de los resultados obtenidos en la fase anterior y las bases
tedricas definidas para tal propdsito. Asi se proporciond un significado propio al entendimiento del
problema planteado, significado que repercuti6 directamente sobre las conclusiones, las
recomendaciones y aportes que surgieron de la investigacion. Asi se da una respuesta clara, objetiva y
contundente sobre el objetivo y preguntas de investigacion. De igual manera se dejaron abiertas nuevas
preguntas de investigacién para desarrollar en proximos trabajos. Los resultados de esta fase se
presentan en el Capitulo 5 de este documento.

Fase 7. Organizacion del documento. Esta fase se desarrollo a la par de las anteriores, terminandose
de organizar en este documento las tablas (contenido general, indice de tablas, graficos y anexos), las

referencias bibliograficas y los anexos.
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3.2.Metodologia de la investigacion en el aula

Como recurso para llevar a cabo y alcanzar un control sobre la interaccion del profesor y el estudiante
durante la ejecucion del proceso ensefianza y aprendizaje, esta la metodologia de la investigacion
referida a la didactica. Para formalizar este recurso se cred y disefid la propuesta metodoldgica

denominada “Modelo Metodoldgico «I.C.O.R.»".

3.21. Modelo metodolégico «I.C.0.R.»

La postura que permiti6 fundamentar el modelo metodolégico fue considerar la investigacion en
educacién matematica «kEM» como un universo formado por cuatro componentes: uno de educacion
matematica, uno disciplinar, uno metodologico y otro cognitivo. Es oportuno ahora indicar que estos
componentes se articularon y estructuraron bajo dos directrices, una de ellas es la ciencia del disefio y
la otra es el disefio instruccional.

La primera fue tratada por Lesh y Sriraman (2005) en la reconceptualizacién de la educacién
matematica como una ciencia del disefio en la cual consideran que en la ciencia del disefio existe un
investigador, un sujeto (éste estd enfocado a tratar por lo menos un elemento de la «EM» (las
matematicas, los estudiantes, los profesores, las instituciones, las sociedades y las culturas) o la
relacion entre ellos), un objeto investigado (el cual debe responder y describir el cuando, el donde, el
por qué, el como y el a quién) y un objetivo de investigacion (instrumental o conceptual). De modo que
esta directriz se utilizé para organizar e interrelacionar longitudinalmente cada uno de los componentes
que hacen parte de cada uno de los moédulos de la estructura del modelo.

La segunda esta dada por la adaptacion de las fases del disefio instruccional'?, tomadas de las cinco
fases del modelo genérico de procesos de disefio instruccional ADDIE, de sus siglas en ingles Analysis

(analisis), Design (disefio), Development (desarrollo), Implementation (implementacién) y Evaluation

19 Wiliams, P. eat, Fundamentos de disefio técnico pedagégico en el aprendizaje. Disponible en URL:
http://aulavirtualkamn.wikispaces.com/file/view/2. +MODELOS+DE+DISE%C3%910+INSTRUCCIONAL.pdf [Consulta 2 de
octubre de 2015]
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(evaluacion), implementadas para dar la secuencialidad transversal en la construccion e
implementacion de cada uno de los modulos que componen el modelo.

La estructura del modelo metodoldgico inicia con la definicion del primer mddulo, el médulo de las bases
generales, como se muestra en la Figura 5, el cual es un componente invariante de la estructura
general del modelo, quedando éste conformado por los cuatro componentes mencionados

anteriormente.

éPara qué? ¢El como? éA quién?

Médulo 1 EDUCACION

Bases Generales MATEMATICA DISCIPLINAR METODOLOGICO COGNITIVO

Figura 5. Médulo 1 de la estructura del modelo metodolégico

El primer componente responde al jpara qué? o a el porqué del objeto investigado. Este da la directriz
para definir |a finalidad y el fundamento en el desarrollo e implementacién del modelo, aplicado sobre un
sujeto. El segundo componente concierne a un campo o rama del saber de las matematicas segun la
clasificacion que histéricamente se le han dado, proporcionando el cuerpo a la intencionalidad, la cual
responde a jel qué? del objeto investigado. El tercer componente recoge el método o heuristica ¢ el
como?, el cual permite definir y construir los instrumentos apropiados para el contexto del objeto y
sujeto investigado. El cuarto componente recae sobre el sujeto, siendo éste el facilitador o participante
sobre el cual se indagan sus opiniones, sus saberes y su subjetividad frente al fenémeno en estudio
segun sea el objetivo de investigacion, el ;a quién?. (Frente a este Ultimo en cada caso se sefialara un
aspecto cognitivo o del aprendizaje del sujeto.)

Establecidas las bases generales del modelo, éstas se iran delimitando de forma progresiva en dos
sentidos. Un primer sentido es el transversal, guiado por las fases del disefio instruccional adaptadas al
modelo lo cual permite concretar y consolidar un enfoque de lo general a lo particular sobre el objeto de
estudio. El segundo sentido es el longitudinal, que estara direccionado por los componentes del modulo

de las bases generales (ver Figura 6), que se iran construyendo de acuerdo al objetivo de cada una de
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la fases transversales. De modo que este proceso implica el afianzamiento del desarrollo integral y
coherente de los nuevos médulos que completaran la estructura del modelo. Cada uno de éstos yace

como el producto del disefio y la ejecucion de cada una de las fases.

ESTRUCTURA GENERAL DEL MODELO METODOLOGICO «I.C.O.R.»

| Sentido Longitudinal >

éPara qué? ¢El qué? ¢éEl cé6mo? ¢éA quién?

Médulo 1 EDUCACION
Bases Generales MATEMATICA

DISCIPLINAR METODOLOGICO COGNITIVO
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Figura 6. Estructura general del Modelo Metodoldégico?

Es de aclarar que para ejecutar la propuesta metodolégica e iniciar un proceso de delimitacion del
problema se debe tener reconocimiento, claridad y dominio por parte del investigador en dos aspectos
principalmente.

Un primer aspecto son los objetivos de la «kEM» y las acciones que éstos demandan para alcanzar su
finalidad, lo cual conduce a formular la primera pregunta ;Cuéles son los objetivos de la educacion
matematica? Soportada esta respuesta, se debe tomar apropiacién de uno de estos objetivos,
convirtiéndose éste en el eje conductor del primer componente de la estructura del modelo (componente

«EM»). El segundo aspecto es el campo del saber de las mateméticas de interés (componente

20 Elaboracion propia
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disciplinar). Ahora se muestra la construccion de los nuevos médulos de una forma general, siguiendo
los dos sentidos propuestos.

La primera fase, la fase de analisis o fase de planeacidn, aporto a la investigacion la revision del estado
del arte y al modelo metodoldgico la construccion del segundo mddulo, el mddulo de las bases

primarias correspondientes al marco teérico y referencial, como se puede ver en la Figura 7.

Maodulo 2 PENSAMIENTO SOLUCION DE DESARROLLO
Bases Primarias MATEMATICO COMBINATORIA PROBLEMAS COGNITIVO

Figura 7. Médulo 2 de la estructura del modelo metodolégico

Este mddulo sera el referente para soportar la solucion del problema de investigacién debidamente
establecido después de hacer un analisis de las necesidades, la intencionalidad, los insumos y los
recursos. Una vez determinados los criterios y lineas de planeacion segun el objeto de investigacion,
éste permitira definir el objetivo de investigacidn y su contexto segun el sujeto de trabajo seleccionado,
al igual que el campo de accion y su respectiva unidad de analisis.

Como se puede ver, en esta fase se requiere tomar posicion sobre un objetivo de la educacién
matematica que contenga al objeto de estudio y sobre un campo del saber matematico que definira el
insumo del objeto de estudio. La vision global sobre estos dos aspectos permitira identificar y establecer
la “accion” a estudiar, accién que permitird formular las preguntas integradoras del sentido longitudinal.
Los resultados de la planeacién constituyeron la base para iniciar la segunda fase, la fase del disefio. El
producto de esta fase sobre el modelo es el tercer mddulo, el moédulo de las bases tedricas, como se

muestra en la Figura 8.

Madulo 3 MODELO DNR CONTEO Polya, Gowers, Piaget,
Bases Tedricas (Harel) Lakatos Fischbein

Figura 8. Médulo 3 de la estructura del modelo metodolégico
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El desarrollo de este modulo generé la estructura tedrica y referencial requerida en cada componente
de forma particular para dar alcance al objetivo de investigacion propuesto. Estas bases tedricas son de
caracter especifico, ya que sobre ellas se dio el fundamento teérico, para argumentar y sustentar las
respuestas a las preguntas formuladas en la fase de planeacion.

Luego se continud con la tercera fase, la fase de desarrollo. Esta dio como resultado el cuarto modulo,

el mddulo del modelo «I.C.O.R.» tal como se presenta en la Figura 9.

Médulo 4
MODELO Causa Iniciativa Resultado  Organizacién

Consecuencia Interiorizacién Replica Orientacién

Figura 9. Médulo 4 de la estructura del modelo metodolégico

Para la estructura general del modelo metodoldgico, ésta es la fase mas importante, ya que es la
columna que direccionara y transversalizard toda la propuesta desarrollada a través del modelo
metodoldgico «I.C.0.R.», razon por la cual se dio a este modulo el caracter de componente invariante.
Es asi como el modelo «I.C.O0.R.» se consolidé dentro de la estructura general dada en el primer
maodulo, y sus etapas se desarrollaron sobre el marco teérico construido en el tercer médulo.

Para el modelo «.C.O.R.» en el componente de Educacién Matematica se ubican la «C» -Causa-
Consecuencia- en el marco de ver y evidenciar la relacion entre las formas de entender y las formas de
pensar matematicamente, y viceversa. En el componente disciplinar esta la «l» -Iniciativa-
Interiorizacion- correspondiente a los problemas disefiados o adaptados para responder a la
intencionalidad. Estos a su vez contendran de manera implicita los conceptos asociados al campo
disciplinar de investigacion, convirtiéndose a la vez en el pretexto para llevar a cabo el proceso de
ensefianza y aprendizaje. En este proceso se espera se dé la apropiacién conceptual o interiorizacion.
En el componente metodolégico se ubica la «R», -Resultado-Réplica-, asociada a los procesos y

heuristicas utilizados en la solucién de los problemas. Estos se alcanzaran por completo en el momento
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en que los sujetos evidencien su capacidad para abordar, interpretar y solucionar los diferentes
problemas que les sean presentados, escenario que implicara el desarrollo del modelo en los dos
sentidos propuestos. En el componente cognitivo se encuentra la «O» -Organizacion-Orientacion-,
acciones que permitiran la construccion y consolidacion de los nuevos conocimientos que permitiran la
reproduccion y construccion de nuevos significados de los conceptos, convirtiéndose éstos en los
nuevos saberes. Como es natural estos son procesos que se desarrollan de forma individual dentro de
la cognicién de cada uno de los sujetos involucrados de forma directa con la investigacion. Lo anterior
deja ver que el nombre del modelo «I.C.O.R.» es una consecuencia directa de la relacion inherente
entre las acciones que permiten el enlace longitudinal de los componentes estructurales del modelo
metodoldgico, siendo su proceder la esencia de la metodologia.

El proceder metodoldgico del modelo «I.C.O.R.» inicia con la determinacién de la integridad matematica
por parte del profesor, lo cual le permitira disefiar la adecuada y pertinente iniciativa «|» (en términos del
DNR, la necesidad (N)). Estas situaciones seran los problemas mateméaticos y/o de contexto de caracter
no rutinario (retadores), que se propondran a los estudiantes como primera medida para iniciar y activar
el proceso de razonamiento en ellos. Al mismo tiempo crearan en el estudiante la necesidad de iniciar la
busqueda de su solucién o de una estrategia para conseguirla generando en él sus primeras acciones
mentales frente a la interpretacion dada a los datos e informacion contenida en la iniciativa.

La inferencia sobre estas acciones mentales seran la Causa, «C» de los primeros indicios de
entendimiento (en términos del DNR, las formas de entender «FE»), ddndose y produciéndose esta
interpretacion de forma natural o intuitiva basada en alguna creencia frente al concepto implicito en la
solucién o por la experiencia del estudiante con un conocimiento previo dentro del objeto de estudio o
en otra area de las matematicas.

Al mismo tiempo estas formas de entendimiento requieren de unos puentes cognitivos, los cuales se

daran mediante la Organizacion y Orientacion, «Oy, activados sobre la nueva informacién generada a
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partir del contexto de las iniciativas y de las preguntas por resolver en las mismas, provocandose asi el
entendimiento y comprension de dicha situacion. De esta forma el sujeto explicitara las suficientes y
variadas acciones mentales que posteriormente se consolidaran en las formas de entender,
transfiriéndose conceptual y heuristicamente en las formas de pensar, pues el entendimiento asi
logrado se plasmara en un proceder conceptual basado en la construccion del significado de los
conceptos, permitiendo establecer y formalizar una estrategia para abordar el problema.

Al llegar a este punto la estrategia se implementara apoyada en la metodologia de solucion de
problemas y las heuristicas implicitas en la misma, llevandolas a alcanzar un estado de madurez al
pasar por los diferentes niveles de la metodologia de soluciéon de problemas. Esa madurez se vera
reflejada en un conjunto de estructuras cognitivas, que a su vez son caracteristicas propias de la causa
(en términos del DNR, -las formas de pensar «FP»). Es decir, se dara una transferencia de las formas
de entender a las formas de pensar cuyo producto traerd como Consecuencia, «C», la solucién del
problema, el entendimiento de los conceptos implicitos en la misma y el inicio de la formalizacién del
pensamiento matematico, sobre la base de la construccion de significado del concepto.

Lo anterior corresponde o producira un estado de Interiorizacion, «l», del nuevo conocimiento,
originando que se establezca o complemente un saber (en términos del DNR, el razonamiento repetido
(R)). Esta accidn repercutira en mejorar la capacidad del estudiante para solucionar nuevos problemas,
caracterizados por tener un mayor grado de complejidad y una mayor diversidad en cuanto a su
naturaleza, siendo éste el espacio tiempo en el cual se alcanza la primera etapa del modelo, el
Resultado «R» (o primera réplica del modelo DNR), llegandose a construir un significado cada vez mas
robusto del concepto.

Alcanzado el resultado, el estudiante debe ser capaz de replicar este saber en la solucion de variados
problemas basado en las nuevas formas de pensar construidas, iniciandose de esta forma la segunda

etapa del modelo, la Réplica «R». Esta etapa se daré a partir de una nueva iniciativa, «I», mas original,
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compleja y/o general. En lo posible se espera que requiera reexaminar un concepto, viéndolo desde una
nueva perspectiva que sea una generalizacion de la primera iniciativa 0 que sea una iniciativa cuya
solucion exige relacionar dos 0 mas areas de la matematica. Esta situacion involucrara la utilizacion del
Doble DNR —DDNR- tal como se ha definido en el marco tedrico en el Capitulo 2.

La busqueda de la solucion a la nueva iniciativa propuesta causara, «C», la activacion de las nuevas y/o
mas avanzadas formas de pensar (NFP) interiorizadas durante el resultado alcanzado en la primera
etapa. Estas seran explicitadas mediante nuevas acciones mentales, con una mejor estructura y
formalismo, repercutiendo en la construccion de nuevos y mas profundos significados del concepto y asi
se robustecera el concepto previo.

Estas formas de entendimiento avanzadas, al igual que en la primera etapa del modelo requieren de los
puentes cognitivos de la Organizacion y la Orientacion, «O». En consecuencia, «C», se generaran
nuevas acciones mentales, vistas como un conjunto de nuevas formas de entender.

Al respecto conviene indicar que estos procesos permitiran dar solucién a las nuevas iniciativas
propuestas, llegandose asi a la Réplica, «R». Su Interiorizacién, «l», se alcanzara cuando este
resultado sea utilizado dentro del mismo contexto, o transferido a otros contextos para dar solucién a
nuevas iniciativas. Como lo dice Gowers (2000) en las conclusiones de su trabajo, “como una zona A,
puede ayudar a la zona B”. Esta conclusion la podemos ver en el modelo de dos formas. Una primera
forma se da cuando la zona A corresponde a la primera etapa, el Resultado, «R», y la zona B,
corresponde a la segunda etapa, la Réplica, «R». Y la segunda forma se puede ver cuando la zona A es
un resultado de una iniciativa en un area en particular de la mateméatica, y la zona B otra iniciativa, en
otra area en particular de la matematica.

El proceder de la primera etapa del modelo metodolégico « I.C.O.R.» se esquematiza en la Figura 10 y

el de la segunda etapa en la Figura 11.
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| ESTRUCTURAINTERNA DE LA PRIMERA ETAPA DEL MODELO : «I.C.O.R.» |
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Figura 10. Desarrollo del Modelo «I.C.O.R ». Primera etapa, el Resultado?!

ESTRUCTURAINTERNA DE LA SEGUNDA ETAPA DEL MODELO : «l.C.O.R.»

SEGUNDA REPLICA -- DNR-- \

INICIATIVA

PRIMERA REPLICA
- DNR--

) RESULTADO

INTERIORIZACION

RESPUESTA
CONSECUENCIA

CONSTRUCCION
DE SIGNIFICADO

MAS ROBUSTO/

Figura 11. Desarrollo del Modelo «I.C.0.R.». Segunda etapa, la Replica??
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Es de tener en cuenta que conjuntamente, tanto en el desarrollo de la primera etapa como en la
segunda, se requiere que se den las necesidades psicoldgicas (en términos del modelo general DNR),
que corresponden a la motivacion, es decir el interés, el deseo o la voluntad que manifieste el
estudiante por comprometerse con la busqueda de una solucion a las iniciativas presentadas, lo que
debe generar dedicacion, persistencia y perseverancia por obtener esa solucién. De esta forma se

concluye la tercera fase del disefio estructural del modelo.

21 Elaboracion propia
22 Elaboracion propia
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La cuarta fase, la fase de implementacion, implicd la elaboracién de un instrumento metodoldgico y
didactico acorde al objetivo de investigacion, que permiti6 indagar y recoger la informacidn necesaria y
suficiente para dar solucién al problema de investigacion. Su esencia estuvo soportada sobre la
propuesta metodoldgica del modelo « 1.C.O.R.».

Cabe anotar que el instrumento requerido en esta fase es relativo a los fines de la investigacion, pero a
su vez debe cumplir con unos elementos acordes a la estructura del modelo. Estos elementos
permitiran focalizar y consolidar de forma especifica el desenlace de la investigacion, constituyéndose

asi el quinto modulo, el médulo del instrumento (ver Figura 12).

Médulo 5 e R ACTIVIDADES
Instrumento CONTENIDOS CLASE PARA LOS

OBIJETIVOS
ESTUDIANTES

Figura 12. Médulo 5 de la estructura del modelo metodolégico

De forma general estos elementos estan dados asi; dentro del componente de educaciéon matematica
se define la justificacion del instrumento y se formulan los objetivos del mismo. Dentro del componente
disciplinar se eligen los contenidos (temas) particulares sobre los cuales recae la investigacion y que a
su vez corresponden a la unidad de analisis. Dentro del componente metodoldgico esta la planeacion
de la clase o implementacion en el aula, la cual se puede hacer siguiendo el disefio instruccional
utilizado en la estructura del modelo, adaptando la misma a las necesidades y proceder del modelo «
[.C.O.R.» descrito en el mddulo anterior. Dentro del componente cognitivo estan las actividades, éstas
estan compuestas directamente por las Iniciativas, «l», adecuadas y pertinentes, creadas o adaptadas
para cumplir con la integridad matematica establecida para tal fin. Ademas, deben ser disefiadas y
construidas para el grupo de estudiantes participantes de la investigacion, segun su contexto.

Como se indicé anteriormente las actividades se conformaran por los problemas matematicos y/o de

contexto de caracter no rutinario (retadores), que se propondran a los estudiantes como primera medida
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para iniciar y activar el proceso de razonamiento en ellos, permitiendo de esta forma generar el contexto
propicio para que se produzca y emerja la informacién requerida para alcanzar el objetivo de
investigacion.

La quinta fase, la fase de control es basicamente la aplicacion, la puesta en practica y el desarrollo del
instrumento construido. Permitiendo de esta manera la materializacion de la propuesta metodoldgica del
modelo «I.C.O.R.» durante la realizacion de las clases. Esta fase es el espacio-tiempo de interaccion
entre el investigador (el profesor) y el sujeto investigado (el estudiante), interacciéon que facilitara al
investigador hacer un seguimiento a los instrumentos, a la metodologia, a los avances y los resultados
que se van obteniendo por parte de los sujetos al desarrollar cada una de las actividades propuestas.
De esta forma se permite hacer los ajustes necesarios en el transcurso del desarrollo, 0 cambios si se
llegaran a dar, tanto en los instrumentos como en la metodologia. El producto de esta fase son los
Resultados, los cuales se componen de dos médulos, el sexto médulo denominado Resultados | (ver

Figura 13), y el séptimo mddulo denominado Resultados Il (ver Figura 14).

D Formas de
R:::;.::::oss I Entender Problemasde  Solucién de  Construccién
Formas de Conteo Problemas de Significado
Pensar

Figura 13. Mddulo 6 de la estructura del modelo metodolégico

Generalizacion

Médulo 7 Nuevas Formas Interiorizacién L Construccién
L. Aplicaciones .
Resultados I de Principios de e — de Significado
Entender Conteo ROBUSTO

areas

Figura 14. Mddulo 7 de la estructura del modelo metodolégico
El avance y ejecucion de estos mddulos conforman el resultado practico del modelo metodoldgico. Por
su parte, el modulo de Resultados | corresponde a la ejecucion del modelo «I.C.O.R.» en su primera
etapa, de modo que se alcanza el componente del Resultado, «R» y el modulo de los Resultados Il es

la ejecucion del modelo en su segunda etapa, hasta alcanzar el componente de la Réplica, «R».
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De igual forma el desarrollo de este proceso es el que permite recoger la suficiente informacion para ser
analizada y consolidada en pro de obtener repuestas a las preguntas formuladas en la primera fase,
que en conjunto consolidaran el alcance del objetivo de investigacion y por ende la solucion total o
parcial al problema de investigacion. Este ultimo proceso se formalizaré en la siguiente fase, la fase de
evaluacion.

Por Ultimo, esta la sexta fase, la fase de evaluacion. Es una tarea que se debe ir haciendo durante todo
el proceso de implementacion, de forma cualitativa, incluyendo la evaluacion de los procesos realizados
por los estudiantes y sus avances frente a la adquisicion de un nuevo conocimiento. El resultado de
esta fase es el andlisis y discusion de los resultados, proceso que se consolida en el octavo modulo, el
modulo de Resultados Il (ver Figura 15). A partir de estos resultados se construyen las conclusiones,
las cuales argumentan y validan el alcance del objetivo de investigacion como un hecho particular y

como un hecho general la respuesta parcial o total al problema de investigacion.

B ConcepTO INcorRPORAR  RAZONAMIENTO OBJFT(?,
GEETIELLERIIEY  con Significado I CEEET Apropiacion
ROBUSTO bALAE A de Objetos

Figura 15. Médulo 8 de la estructura del modelo metodoldgico

Dentro de la estructura general del modelo, el modulo Resultados Il en el componente de educacion
matematica «EM» describe la relacion entre las nuevas formas de entender y las nuevas formas de
pensar matematicamente y como éstas se consolidan en el sujeto, produciendo en él la construccion de
un significado mas robusto de los conceptos trabajados. En el componente disciplinar el sujeto ha
incorporado e interiorizado nuevas herramientas e instrumentos matematicos, avance que se vera
reflejado en su formacién y preparacion, como sujeto activo en el proceso de ensefianza aprendizaje de
las matematicas. En el componente metodoldgico se concibe que el sujeto haya desarrollado un

razonamiento mas robusto y maduro para afrontar y solucionar problemas matematicos y en contexto,
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sobre la base conceptual formalizada durante el proceso desarrollado. En el componente cognitivo se
espera que el sujeto se haya apropiado de los objetos matematicos utilizados como el insumo durante

el proceso de ensefianza y aprendizaje.

| DESARROLLO GENERAL DEL MODELO METODOLOGICO «I.C.O.R.»
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Figura 16. Desarrollo General del Modelo Metodolégico «I.C.0.R.» 2

Lo explicado anteriormente corresponde al desarrollo e implementacion del modelo metodol6gico
«1.C.0.R.» de forma general, situaciéon que se representa en el esquema de la Figura 16, en la que se
muestran las fases y médulos del modelo. Ademas, se observa que el componente disciplinar es la
Unica variante en toda la estructura, situacion que deja abierta la posibilidad de ser implementado en los

otros campos de la matematica.

3.2.2. Implementacion del Modelo Metodolégico « I.C.0.R.»
Como se ha indicado anteriormente, este modelo metodologico es una herramienta para hacer
investigacion en «EM», motivo por el cual se puede hacer una validacién de las fases del modelo

metodoldgico «I.C.O.R.» frente a las fases de la metodologia de investigacion cualitativa. En este

23 Elaboracion propia
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sentido la fase de planeacion del modelo, corresponde a F1 y F2 en la metodologia de investigacion
cualitativa, la fase de disefio a F3, la fase de desarrollo e implementacion a F4, |a fase de controla F5 y
la fase de evaluacién a F6 y F7 respectivamente.

De esta forma, en lo que refiere a esta investigacion, que persigue el objetivo de lograr avances en la
caracterizacion del pensamiento combinatorio, las fases de planeacion, disefio y desarrollo ya se han
adelantado, y su resultado dio como producto la Introduccion, los Capitulos 1y 2, y los avances iniciales

del Capitulo 3.

I DESARROLLO DEL MODELO METODOLOGICO «I.C.O.R.» APLICADO |
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Figura 17. Desarrollo del Modelo Metodoldgico «I.C.0.R.» aplicado a la caracterizacion del pensamiento
combinatorio

Siguiendo este proceso ahora se contintia con la explicacion del desarrollo del modelo a partir de la fase
de implementacion, resultado que se present6 en la Figura 17.

La fase de implementacion se da con la concrecion del quinto mddulo, el médulo del instrumento.
Dadas las condiciones espacio-tiempo en las que se planific esta investigacion se asume y define que
el instrumento pertinente para recoger la informacion, tener el control sobre ella y que cumple con las

especificaciones dadas por el modelo para cada componente es una unidad didactica.



El disefio y construccion de este instrumento metodoldgico y didactico se dio bajo la adaptacion de la
estructura general de una unidad didactica a los requerimientos del modelo. Esta estructura esta
compuesta por un titulo, una justificacion y unos objetivos, elementos que responden al primer
componente; unos contenidos que responden al segundo componente; una metodologia que responde
al tercer componente; y unas actividades que responden al cuarto componente. En este orden se

exponen a continuacion.

3.2.3. Instrumentos y actividades

Estructura de la unidad didactica
1. TITULO

Se presenta el formato en la Figura 10, el cual puede ser adecuado segun se considere la utilizacion de

la unidad didactica, se cambiaria, por ejemplo, el nombre de la asignatura.

FACULTAD DE CIENCIAS

Departamento de Matematicas
UFIn SOLUCION DE PROBLEMAS
ANTONIO NARIND Unidad Tematica: COMBINATORIA

Subtema: Principios Fundamentales de Conteo
Principios de la Suma v el Producto

Nombre Edad

Codigo Fecha Semestre

Actividad 1. Aprendiendo a contar

Figura 18. Formato del titulo en la unidad didactica

2. JUSTIFICACION

Esta unidad didactica es de tipo disciplinar, en la cual se presenta a los estudiantes de la poblacion
objetivo la unidad tematica de combinatoria, la cual se desarrollara a partir de los principios
fundamentales de conteo, contenido que se desarrollaré segun los syllabus (contenidos programaticos)

del curso de solucion de problemas.
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Desde el punto de vista conceptual, con el desarrollo de esta unidad didactica se pretende reconocer y
evidenciar las formas de entender y las formas de pensar que el estudiante manifiesta o genera a partir
de la solucién de problemas de analisis combinatorio y problemas de contexto que requieren del analisis
combinatorio para su solucion. Estas soluciones se deben dar mediante el uso del razonamiento natural
e inductivo. La informacion generada a partir del desarrollo de las actividades de esta unidad didactica
fue utilizada para construir las respuestas a las preguntas de investigacién P2, P3, P4y P5.

3. OBJETIVOS DIDACTICOS

Por lo anterior se plantean los siguientes objetivos generales para la unidad didactica, los cuales se

complementan con los objetivos especificos de cada actividad.
Objetivos generales

1) Reconocer las formas naturales como los estudiantes interpretan y entienden el “conteo” implicito

en la solucién de un problema.

2)  Identificar las estrategias utilizadas por los estudiantes para representar las configuraciones
(elementos del conjunto), y como a partir de éstas realizan el conteo.

3) Interpretar los procedimientos operacionales realizados por los estudiantes conducentes a ser
formalizados en principios de conteo.

4)  Causar en el estudiante la necesidad de crear modelos que representen la generalizacion de los
conteos.

5)  Interpretar como las formas de entender evolucionan e influyen en las formas de pensar
combinatoriamente en el estudiante, y asi evidenciar los procesos y/o técnicas formales o informales

implicitas en la solucion de problemas del andlisis combinatorio.
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6) Interpretar como las formas de pensar combinatoriamente impactan el entendimiento en el
estudiante, y asi evidenciar la construccion de significado de conceptos propios del analisis
combinatorio.

El alcance del objetivo 1 permitio proporcionar la informacion para construir la respuesta a la pregunta
P2, los objetivos 2 y 3 a la pregunta P3, los objetivos 4, 5y 6 a la pregunta P4, y la respuesta a la

pregunta P5 se estructurd a partir de los resultados globales de las diferentes actividades aplicadas.
4. CONTENIDOS

En correlacion con la intencionalidad de ;el qué?, este componente esta bajo el dominio de la
combinatoria. De ella le interesa a la investigacion el concepto de conteo. Este se desarrolld desde los
principios fundamentales de conteo, los cuales conforman los contenidos. Para recordar, éstos son el
principio de la suma, el principio del producto, el principio de la permutacidn, el principio de las
variaciones, el principio de las combinaciones, el teorema del binomio y el principio de inclusion y

exclusion.
5. METODOLOGIA

Este elemento corresponde al disefio de las clases, espacios en los cuales se implementara y
desarrollara la unidad didactica siguiendo la metodologia descrita en la fase de desarrollo, como parte

del proceder del modulo del modelo «I.C.O.R.».

Esta unidad didactica se disefid con ocho actividades proyectando cada actividad para ser
implementada y desarrollada en dos clases. Cada actividad se subdivide en cuatro partes,
correspondientes en su primera parte a las iniciativas de entrada, en su segunda parte a las iniciativas
extraclase, en su tercera parte a las iniciativas colaborativas, y en la cuarta parte a la iniciativa de la
semana —iniciativa foro. La clase C1 tienen una diferencia particular en la metodologia con relacion a las

demas clases, por ser la primera de la unidad didactica, al igual que la clase (C16) por ser la que cierra
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la unidad. De la clase C2 a la clase C15 se sigue un mismo disefio, que implica la proyeccion continua
de las clases, es decir que, de una u otra forma, se dej6 alguna situacién, que permitié el enlace entre la
terminacion de una clase y el inicio de la siguiente clase.

En estructura general lo que marca la diferencia en si es el topico tematico de trabajo, sobre el cual se
cambia el contenido de la actividad.

Es de aclarar que el disefio metodoldgico propuesto es flexible, en cuanto a que no se puede predecir
ninguna eventualidad durante el espacio de interaccién estudiante-profesor, lo cual permite hacer
ajustes sobre la marcha. Como parte de los anexos se presentan los disefios metodolégicos de las 16

clases que incluyen las ocho actividades (ver Anexos 12 al 19).
6. ACTIVIDADES

La estructura de las actividades estd dada por un titulo, una introduccion, los objetivos, las
recomendaciones y las tareas distribuidas en cuatro partes. En la primera parte estan las iniciativas de
entrada, compuesta por entre tres a cinco iniciativas. En la segunda parte estadn las iniciativas
extraclase, compuesta por entre tres y cinco iniciativas. En la tercera parte estan las iniciativas
colaborativas, compuestas por tres o cuatro iniciativas. Y la cuarta parte contiene la iniciativa de la
semana, la iniciativa foro. La explicacion de estos componentes y su relacion con el modelo

metodoldgico se puede ver en los anexos de los disefios de las clases.

Para hacer la presentacion de la actividad se elabord una introduccion, la cual no se presenta de forma
impresa a los estudiantes. Esta se hace durante la socializacion de las iniciativas de entrada vy la
explicacion del material de trabajo, realizdndose durante un aparte de las clases. A continuacién se

presentan apartes de las introducciones a cada actividad.
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6.1. Actividad 1

La actividad A1, que se ha denominado “aprendiendo a contar’, tiene como propdsito iniciar al
estudiante en la construccion del significado de los principios fundamentales de conteo, “los principios
de la suma y del producto”, haciendo énfasis en este ultimo ya que es la base para la construccion y
conceptualizacion de los proximos principios de conteo que se iran desarrollando en el curso. El titulo
dado a la actividad A1 esta vinculado con la iniciacién de los estudiantes en el campo de la
combinatoria, ya que su integridad o principio organizacional es “el conteo”. Se puede consultar el texto

completo en el Anexo 4.

6.2. Actividad 2

La actividad A2 que se ha denominado “mi posicion es importante” y tiene como propdsito continuar
promoviendo en el estudiante la construccion del significado de conteo, ahora generado a partir del
concepto del principio de conteo conocido como “permutacion”, el cual toma en cuenta el orden en la
ubicacion de los elementos para determinar las configuraciones posibles. Es decir, en una permutacién
la posicién de cada elemento dentro de la configuracion es importante, y por ello se dio este nombre a
la actividad A2. Se puede consultar el texto completo en el Anexo 5.

6.3. Actividad 3

La actividad A3 se ha denominado “el intercambio”, y tiene como proposito continuar promoviendo en el
estudiante la construccién de significado en conteo, ahora generado a partir del concepto base del
principio de conteo conocido como “variacion”, el cual se puede considerar como la particularizacion de
algunos casos de la permutacion y el principio del producto. Se le dio este nombre a la actividad A3, el
intercambio, por la variedad de casos que se presentan, que dependen basicamente de la permuta, del
cambio o del reemplazo de alguno de los elementos del conjunto dado. Se puede consultar el texto

completo en el Anexo 6.
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6.4. Actividad 4

La actividad A4 se ha denominado “calculando, combinando y contando” y tiene como objetivo continuar
promoviendo en el estudiante la construccion de significado, ahora generado a partir del concepto del
principio de conteo conocido como “combinacion”, el cual permitird conocer el numero de
configuraciones posibles de k elementos tomados de n elementos de un conjunto, sin importar el orden
en que se eligen y sin repetir elementos. EI nombre dado a la actividad A4, se asocia a la diversidad de
formas en los calculos y en las acciones que implican el combinar y el contar, durante la solucion de un

problema de combinaciones. Se puede consultar el texto completo en el Anexo 7.
6.5. Actividad 5

La actividad A5 se ha denominado “; pensamiento o suerte?” y esta disefiada con el objetivo de seguir
promoviendo en el estudiante la construccién de significado del conteo de combinaciones. Esta es la
segunda parte de la anterior actividad A4, por lo que se continua trabajando con el concepto y el
principio de “la combinacién”. Aqui se pretende hacer uso de este concepto en casos mas generales y
complejos. El nombre dado a la actividad A5 se asocia al acierto, 0 no, en la solucidn de un problema, la
cual debe implicar la resolucion de un problema bajo un fundamento matematico, y no intuitivo como en
ocasiones se hace llegando con suerte a la respuesta, mas no a la solucién del problema. Se puede

consultar el texto completo en el Anexo 8.

6.6. Actividad 6

La actividad A6 que se ha denominado “Tridngulos aritméticos” tiene el propdsito de continuar
promoviendo en el estudiante la construccion de significados en conteo, ahora generado a partir de los
conceptos relacionados con el Teorema del Binomio y sus propiedades, ya que en su desarrollo se
encuentran propiedades asociadas al conteo interpretadas desde el valor de los coeficientes y de los

exponentes de cada variable que conforma cada uno de sus términos en el teorema mencionado.
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Ademas, estos resultados estan asociados al conocido Tridngulo de Pascal y a otras organizaciones
triangulares que se pueden hacer con los valores de los coeficientes binomiales, también llamados
numeros combinatorios; de ahi el nombre dado a la actividad A6. Se puede consultar el texto completo

en el Anexo 9.
6.7. Actividad 7

La actividad A7, que se ha denominado “; Cuantas veces me cuentan?”, tiene el proposito de continuar
promoviendo en el estudiante la construccidn de significados en conteo, ahora generados a partir de los
conceptos involucrados en el “principio de inclusion-exclusion”, el cual le permitira tener una
herramienta para contar los elementos de las intersecciones de dos 0 més conjuntos, lograndose asi
obtener el cardinal de la union. En este proceso, de forma practica, lo que ocurre es que se debe
conocer cuantas veces se incluye un elemento, para luego ser excluidas las repeticiones del conteo
para que ningun elemento sea incluido mas de una vez en el conteo. Por lo anterior se ha dado el

nombre a la actividad A7. Se puede consultar el texto completo en el Anexo 10.

6.8. Actividad 8

La actividad A8, que se ha denominado “;De cuantas formas...?”, tiene el prop6sito de hacer una
revision del grado de apropiacion de los conceptos de conteo desarrollados en cada una de las
actividades anteriores por parte de los estudiantes, evidenciando asi su construccién de significados en
conteo. A la Actividad 8 se la ha dado este nombre por la forma de pensar combinatoriamente que
implica replantear las diferentes situaciones, en términos de preguntar ;De cuantas formas...? Se
puede consultar el texto completo en el Anexo 11.

Cada actividad tiene unos objetivos especificos que estan dirigidos al estudiante, quien es quien debe
alcanzarlos, para que de esta forma durante el proceso de desarrollar cada actividad, emerjan de ellos

los suficientes datos (dados en forma de razonamientos), los cuales permitiran construir el enlace con el
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conocimiento, y de esta forma evidenciar la jerarquia del conocimiento durante su construccion, dado
que la informacion se explica en términos de datos, el conocimiento en términos de informacién y el
saber en términos de conocimiento. En este orden de ideas se establecen los siguientes objetivos

especificos para cada actividad.

Objetivos.

—_

Identificar y deducir los conceptos involucrados en la solucién de problemas de combinatoria.

2. Construir significados del principio de conteo” a través de la solucién de problemas de combinatoria.

3. Interiorizar el concepto de conteo generado a partir de la utilizacion del principio de conteo”.

4. Lograr la construccion de un significado mas robusto del concepto de conteo construido, y que sea
aplicado en los procesos de interpretar, establecer conexiones, modelar, generalizar, abstraer y
simbolizar problemas matematicos y de contexto que involucran o requieren del uso de la
combinatoria para obtener su solucion.

5. Generar en el estudiante el gusto por solucionar problemas retadores y no rutinarios, como método
para construir sus formas de entender y formas de pensar combinatoriamente.

Aclaracion: En los objetivos 2 y 3, la expresion conteo” se va sustituyendo por el principio de conteo

desarrollado en cada actividad.

Ademas, en las actividades A1y A2 se presentan a los estudiantes unas recomendaciones, que en

realidad son parte de la estrategia metodoldgica propuesta para el abordaje y desarrollo de cada una de

las iniciativas propuestas. Es de anotar que no necesariamente éstas se deben cumplir literalmente, ni
tampoco aplican a la totalidad de iniciativas. Son de mas utilidad para aquellos estudiantes que se les

dificulta organizar las ideas (sus formas de entender), ya que los que tienen la habilidad de ver y

desarrollar otras ideas para alcanzar la solucién de las iniciativas probablemente no las requieran. Estas

recomendaciones son las siguientes.
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Recomendaciones:

1. Al

resolver las siguientes iniciativas escribir y anexar los procedimientos y calculos realizados como

parte de la solucion, y argumentar completamente por qué el proceso que siguié es correcto.

2. AN

solucionar cada una de las siguientes iniciativas, mantener presentes los siguientes

componentes del proceso seguido que pueden resultar valiosos para lograr una solucion.

1)
2)

7)
3.3.

Como

Identifique el conjunto y/o conjuntos dados y las condiciones que caracterizan sus elementos.
Defina el nuevo conjunto (conjunto que se obtendra al realizar el conteo requerido) y las
condiciones que caracterizan sus elementos.
Describa la configuracion que caracteriza los elementos del nuevo conjunto, del cual se quiere
conocer su cardinalidad.
Describa las formas naturales de entender el “conteo” requerido para solucionar el problema.
Explique las estrategias utilizadas para calcular la cardinalidad del nuevo conjunto, a partir de la
definicién o caracterizacidn de sus elementos.
Reescriba el problema en términos de un problema similar del cual ya conozca su solucién, si
es posible, de tal forma que relacione su estrategia de solucién para implementarla en el
problema propuesto.
Realice el conteo operacionalmente, sin listar sus elementos.

Disefio experimental.

lo expone Hernandez Sampieri et al. (2014), el disefio experimental en la metodologia de

investigacion cualitativa es el abordaje general que se dara a la investigacion. De hecho, la misma

metodologia cualitativa es un disefio en si misma, ya que no existen dos investigaciones cualitativas
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iguales. En este sentido el abordaje que se dara a la investigacion, esta dirigido a definir un marco
interpretativo (Alvarez-Gayou, 2003)24.

Este disefio se hizo sobre la base del contexto y objetivo de investigacion, que enmarcan el objeto de
estudio. Su construccién se hizo para orientar la implementacion, la cual requirio de hacer una
inmersion en el contexto, un trabajo de campo, la recoleccion de la informacion y el andlisis de los
datos, permitiendo de esta forma describir los resultados y dar las conclusiones de la investigacion.
3.3.1. Contexto.

Como se indicé el objeto de estudio que transversaliza la investigacion es el proceso de ensefianza y
aprendizaje del andlisis combinatorio que sera manifestado durante la solucién de problemas
significativos, no rutinarios, del analisis combinatorio. En este sentido la poblacion objetivo seleccionada
para hacer el estudio esta conformada por los estudiantes activos en las carreras de ingenieria de la
Universidad Antonio Narifio (UAN).

Para tal fin este disefio requirid de hacer una inmersion inicial en este contexto, con el objeto de hacer
una caracterizacion del mismo e ir delimitando el trabajo de campo. Los resultados de la inmersion
evidenciaron que esta poblacion posee un gran potencial para ser utilizado en la investigacion. Dentro
de las fortalezas encontradas se tienen:

1. Por parte del disefio curricular, los planes de estudio para las carreras de ingenieria incluyen un

curso de Solucién de Problemas (informacion que se puede consultar en http://www.uan.edu.co),

fortaleza que permitié potencializar el objetivo de estudio, ya que éste requiere que el proceso de
ensefianza y aprendizaje de las mateméaticas esté dado en un contexto metodoldgico de solucién de

problemas.

24 Alvarez-Gayou, (2003). Como hacer investigacion cualitativa. Fundamentos y metodologia. Ediciones Paidos. México.
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2. Lafacilidad de tener acceso a estos grupos, ya que son parte de la Universidad a la cual pertenece
el programa de doctorado.

3. Ademas, la revisién de los syllabus (ver Anexos 1, 2 y 3) de diferentes cursos para ingenieria y la
licenciatura en Matematicas, permitieron evidenciar que en su disefio se incluyen algunos topicos
de conteo.

Lo anterior permitid delimitar la muestra conformada por estudiantes potenciales que satisfacen las
condiciones necesarias para el desarrollo de la investigacion, que se dieron a partir del objetivo general
definido para tal fin. De esta forma se dispusieron los recursos en dos tipos de muestras. Una muestra
que en los disefios investigativos cumplio la tarea de ser la muestra piloto, dio lugar a entender el
propdsito investigativo y sus necesidades, permitiendo construir y refinar los instrumentos y actividades
mas adecuados a estas necesidades e implicando el disefio de su propia metodologia (ver modelo
metodolégico «I.C.0.R.»"). La otra muestra, es la muestra objetivo que finalmente proporcioné la
informacion utilizada para dar el soporte a los resultados de la investigacion.

De acuerdo a la revisién de la poblacién objetivo, las muestras consideradas piloto se conformaron por

los estudiantes de los cursos de Solucion de Problemas, Probabilidad y Estadistica, Matematicas

Discretas (cursos para ingenieria y licenciatura en matematicas) y un curso que se desarrollé como una

electiva disciplinar para la licenciatura en el cual se realizé un curso de fundamentos de combinatoria

enumerativa. Todos estos grupos estaban ubicados en la Sede Sur de la UAN, en la ciudad de Bogota.

Sobre este potencial se selecciond al curso de solucidon de problemas como la muestra objetivo,

proceso que se comenta en el disefio experimental y que implicd abordar dos tipos de disefio de

investigacion que se comentan a continuacion.
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3.3.2. Diseiio de Investigacién-accion.

La finalidad de este disefio es comprender y resolver problematicas sobre grupos o comunidades.
Como su nombre lo indica, este disefio estd dado por acciones. Una primera accion es la accion
préctica. Su estudio se enfoca en las practicas locales en la cuales indaga al individuo y/o al grupo,
centrandose en el desarrollo y sus aprendizajes. Los resultados de este estudio se veran reflejados en
la implementacion de un plan de accion dirigido a resolver el problema, introducir un aporte de mejora
significativa que permita evidenciar un cambio tanto individual como grupal, siendo esta accién liderada
por el investigador y algunos miembros lideres del grupo.

Una segunda accion, es la accion participativa enfocada al estudio de los habitos y constructos sociales
que dinamizan las vidas de los individuos y/o sus comunidades, resaltando el trabajo en equipo. Su
funcion no es solo hacer labores de diagnostico y produccion de conocimiento, sino de canalizar y usar
estos resultados en planes de mejoramiento que permitan generar cambios que mejoren el nivel de vida
de los miembros de la comunidad, dandole asi un caracter emancipador a este tipo de disefio.

Stringer (1999)25, propone tres fases sobre el disefio de investigacion-accion. Estas se comentan desde
su aplicacién directa en la investigacion fundamento de la presente tesis. En cada una de estas fases se
debe dar una accién. En su orden son las acciones de observar, pensar y actuar.

Para la presente investigacion este disefio se desarrollé sobre lo que hoy se denomina las muestras
piloto, proceso que requirid planificar el trabajo de campo para realizar la inmersién sobre el campo de
accion, el proceso de ensefianza y aprendizaje del conteo, realizando la accion practica y participativa.
Este proceso se dio sobre la intervencion directa en los cursos seleccionados para tal fin. La
intervencion comenz6 con la busqueda, adaptacion y creacién de problemas dentro del contexto de la

combinatoria enumerativa, los cuales se colocaban a prueba en los cursos de Probabilidad y Estadistica

25 Stringer, E. (1999). Action Research. Thousand Oaks, California, SAGE Publications.
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y Matematica Discreta con el objeto de corregir su nivel, su pertinencia, su redaccion, y sobre todo la
forma de formular las preguntas. Después de este filtro se colocaban a prueba en los cursos de
Solucion de Problemas y la electiva en Combinatoria, con el proposito de hacer un acercamiento mas
real en cuanto al proceder metodoldgico y de implementacion directa sobre el proceso de ensefianza y
aprendizaje. Este proceso implicé desarrollar las fases del disefio durante tres semestres (1'y Il de 2015,
| de 2016- ver Figura 6), fases en las cuales la accién de la observaciéon permiti6 comprender el
problema y su objetivo, que a la par aportd ideas para definir el tipo de problema requerido y que
ademas lograra generar en el estudiante la explicitacion de la informacion necesaria para avanzar en la
investigacion. La accion de pensar se direccion6 en la parte metodologica permitiendo analizar el
desarrollo de las clases e interpretar los actuares de los estudiantes y sus habitos de aprendizaje. La
accién de actuar se ve reflejada en la construccion de los instrumentos resultados de esta primera
experiencia en la inmersién de campo.

Estos instrumentos corresponden a la propuesta teérico-practica del modelo metodolégico «I.C.O.R.»,
el disefio y elaboracion de una unidad didactica para desarrollar un curso basico de combinatoria
enumerativa y el disefio metodologico del desarrollo de las clases. Estos disefios se exponen en la

siguiente seccion.

3.3.3. Diseiio de Investigacion utilizando elementos de la Teoria fundamentada.

Esta propuesta de investigacion dada por Glaser y Strauss (1967)26 se puede ver como un disefio y un
producto, la cual reside en una explicacion general o en una teoria que el investigador construye
respecto a un fendémeno, a un proceso, o las acciones que se aplican y desarrollan en un contexto, bajo

la necesidad de los involucrados en la investigacion.

% Glaser, B.y Strauss, A. (1967). The discovery of the grounded theory: Strategies for qualitative research. New York:
Aladine de Guyter. P
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El producto de estas teorias implicitamente lleva al desarrollo de hipétesis, formulacion de variables o
de conceptos, los cuéles seran sus elementos. Estos a su vez generan una representacién o modelo
grafico que permite visualizar su estructura. La formulacién de estas teorias se da sobre la base del
andlisis de la informacion que suministran los datos recolectados para luego ser contrastada con una
teoria superior, de orden formal y general, porque la nueva teoria hasta ahora se le puede considerar de
orden medio, y de caracter especifico. Asi se permite contar con una buena base de interpretacion que
a su vez permitira dar nuevas visiones y aportes de enriquecimiento al fenomeno o problematica en
estudio.

Como se indico en el disefio investigacion-accién, como resultado de una primera inmersién en el
campo de accion, se interactué con una muestra piloto, y sobre la base del analisis de esta informacion
(requisito de la teoria fundamentada) se propuso el modelo metodolégico «1.C.O.R.».

Para la presente investigacion este disefio es el que permite validar la estructura del modelo
metodolégico « 1.C.O.R.» y la propuesta metodoldgica implicita en la estructura, como una teoria
fundamentada (sobre las bases tedricas formales definida en el Capitulo 2). De este modo, se permite
tener un instrumento tedrico e interpretativo para el analisis de los datos recolectados sobre la muestra
objetivo real, definida como el curso de Soluciéon de Problemas, en el ciclo de fundamentacion para
carreras de ingenieria de la UAN, Sede Sur, de Bogota conformada, como se ha dicho, por 23
estudiantes entre hombres y mujeres, con edades entre los 15y 25 afios.

Para esta segunda inmersion, realizada sobre la muestra objetivo, se aplic6 la unidad didactica producto
de la primera inmersion en el disefio anterior, desarrollandose a la vez la propuesta metodoldgica

implicita en el modelo. Esta se realizd durante un semestre (11-2016, ver Figura 19).
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DISENO EXPERIMENTALEN DOS FASES

MUESTRA
PILOTO 1
Primera version
de los
problemas

Solucion de Problemas
*Probabilidad

AN

MUESTRA PILOTO 3
Segunda version de
las actividades

*Solucién de Problemas
sMatematicas Discretas
*Electiva-Combinatoria

DISENO TEORIA
FUNDAMENTADA

Solucién de

2016-2
Problemas

Primera versién de
las actividades
MUESTRA PILOTO 2

J
J

Version final de
las actividades
MUESTRA REAL

| DISENO INVESTIGACION - ACCION |

Figura 19. Disefio experimental en dos fases

Como resultado practico de este segundo disefio se hizo la recoleccién de los datos, los cuales
proporcionaron la informacién que se analizara en el Capitulo 4, como parte de los resultados de la
investigacion. Estos datos son el producto de la implementacién de la unidad didactica, la cual consistio
en desarrollar las ocho actividades en dieciséis clases disefiadas para tal fin. Como evidencia de esta
experiencia queda el material producido por los estudiantes al dar la solucién a las diferentes iniciativas
propuestas en cada una de las partes de la actividad, el material filmico de las videograbaciones de
cada una de las clases, una encuesta de satisfaccion aplicada al finalizar la ultima clase y las memorias

de un conversatorio realizado sobre la experiencia, con presencia de la directora de tesis.

Conclusiones del Capitulo 3

Este capitulo se desarrollé desde dos enfoques; por un lado, se hizo una introduccién de la metodologia
de investigacion cualitativa, la cual fue el hilo conductor del proceso investigativo en general. Por otro
lado, se desarrollé una metodologia de investigacion en didactica, para lo cual se construyo, desarrolld

e implement6 el modelo metodoldgico «I.C.O.R.», constituyéndose éste en un espacio conceptual y
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metodoldgico que facilitd y organizd la comprension del problema de investigacion. De este modo se
permitié establecer las relaciones y caracteristicas de los elementos objeto de estudio. Sobre la base
del modelo se disefid y construyd la unidad didactica, compuesta por ocho actividades que contenian
los problemas cuya solucion tiene implicita un concepto de conteo, al igual que se disefiaron y
planificaron las dieciséis clases necesarias para desarrollar la unidad didactica. Estos instrumentos
sirvieron para obtener y recoger los datos e informacién necesaria para dar sustento a las respuestas

de las preguntas de investigacion.

Por otro lado, se hizo el disefio experimental en dos fases, una basada en la investigacion-accion y la
otra en el disefio de la investigacion usando elementos de la teoria fundamentada, de manera que con
estos disefios se validaron los instrumentos y la propuesta teorico-practica del modelo metodologico

«|.C.0.R.».
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CAPITULO 4. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LAS ACTIVIDADES

En este capitulo se presenta el analisis de los resultados bajo un enfoque de focalizacién progresiva
(Mertens, 2010)2” en la cual se hace una descripcion progresiva de las situaciones. Para esta
investigacion se realizo el analisis de una forma exterior hacia una interior, es decir, de los resultados
grupales a los particulares, siguiendo la estructura del modelo metodoldgico «“.C.O.R.”», la cual

permitié establecer los componentes y fases de analisis, como se muestra en la Figura 20.

Fase 1. Unidades ——Hﬂdad/‘) Solucién Iniciativasl
—VF
, Parte Formas de
Fase 2. Categorias ——HM Eterde: l
—VF
Fase 3. Relaciones Relacién entre Primeray Segunda
entre Categorias |as partes Ac. Etapa Modelo
2 Z
Brincivio g ‘
Fased. Tema w Formas de Pensar |
conteo
ey pr—
Fee 5 elacion Beloeionnbe Interiorizacion
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v
Fase 6. I?at_rones ESTRUCTURAS ] Con.stn.x.:mon de
- Descubrimientos Significado |

Figura 20. Estructura de Analisis. Enfoque de Focalizacién Progresiva

El insumo utilizado para tal fin son las relatorias de clase que se realizaron con el material producido por
los estudiantes durante las 16 secciones de clase, al desarrollar las 8 actividades. Es de aclarar que
para comenzar el punto se analisis se focalizd sobre el nimero de soluciones dadas a los diferentes
problemas (iniciativas), como se muestra en la Tabla 1, base que muestra que se realizd un amplio y
robusto estudio para generar la suficiente informacion que permitié dar sustento a los resultados de la

investigacion.

27 Mertens, D. M. (2010) Research and evaluation in education and psychology: Integrating diversity with quantitative,
qualitative, and mixed methods, 3rd ed. Thousand Oaks, CA: Sage.
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Tabla 1. Cuantificacion de la implementacion de la unidad didactica

l CUANTIFICACION DE LA IMPLEMENTACION DE LA UNIDAD DIDACTICA |

CLASE CONTENIDO ACTIVIDAD PARTICIPANTES  INICIATIVAS SOLUCIONES
P.Sumay A1. Aprendiendo 23
Clase 1y 2 14 291
. Producto a contar (90%)
9 23
Clase3y 4 P. Permutacion (97%) 12 268
L A3.El 23
Clase5y6 P. Variacion intercambio (86%) 11 217
Clase 7y 8 P. Combinacion (9205;{") 13 273
A 23
Clase9y10  Miscelaneal éPensamiento o 11 209
suerte? (81%)
Teorema A6. Tridngulos 23
Clase 11y 12 . L - 12 237
e Binomio \ritméticos (86%)
P. Inclusié A7. (Cuantas 23
Clase 13y 14 ne HSIDn veces me 12 248
Exclusién entan? (90%)
Clase 15y 16 Miscelanea 2 = 12 246
e DY 10 S(Clc >d (89%) )
TOTAL 97 1989

En ese sentido las unidades de analisis [1]28 macro son cada una de las actividades sobre las cuales se
realizé luego un analisis cualitativo en cuanto al numero de soluciones dadas en cada una de las partes
de la actividad. Las iniciativas de entrada E, las iniciativas extraclase X, las iniciativas colaborativas C y
las iniciativas de la semana-foro S, y en cada una de éstas se determind si la solucion fue correcta [SC],
parcial [SP], no correcta [SNC], sin solucién [SS] o si hubo inasistencia [l].

Sobre las soluciones correctas y parciales se hizo un analisis por subgrupos, determinados por cada
una de las partes de la actividad consideradas como categorias de analisis [2], analisis que permitid
determinar las formas naturales como los estudiantes se enfrentan a un problema, cuya solucion trae
implicito un concepto nuevo para ellos (iniciativas de entrada E). Por otro lado se analizd cémo
evoluciond la interiorizacion del concepto nuevo en el estudiante (iniciativas extraclase X) y como este
concepto se robustece al ser utilizado en la solucién de problemas mas complejos (iniciativas

colaborativas C y las iniciativas de la semana-foro S).

28 Estos numerales corresponden a cada una de las fases del enfoque de focalizacién progresiva, construidas para el
analisis cualitativo de estos de los datos recolectados en esta investigacion.

87



De igual modo se hizo un andlisis sobre algunos de los problemas con preguntas a la inversa que se
constituyeron en insumos que se utilizaron para mostrar y evidenciar como se dan y cumplen las dos
réplicas del modelo metodolégico «“.C.0.R.”», dandose asi el andlisis de las relaciones entre las
categorias [3]. Estos acoplamientos permitieron establecer las relaciones y conexiones en la
construccion del significado de los nuevos conceptos interiorizados por los estudiantes, los principios de
conteo, que a su vez se incorporan en una fase correspondiente a los temas [4] y relacion entre los
temas [5].

Sobre la base de este analisis se establecieron los patrones [6] dados en las formas de entender y en
las formas de pensar cuya descripcion permitid hacer los avances en la caracterizacion del pensamiento
combinatorio. Es de aclarar que las fases 4, 5 y 6 se desarrollaran en el capitulo 5, capitulo de
Discusién de los Resultados.

Es de tener en cuenta que para el desarrollo del analisis que se realizara en este capitulo la anterior
nomenclatura sera el lenguaje utilizado y por otro lado las soluciones realizadas por los estudiantes
individualmente, que en adelante se identificaran como el Ei, estudiante, donde i, es el codigo dado por
el investigador del estudiante en el curso de Solucién de Problemas, y las grupales se indicaran como
G. Por ejemplo: la nomenclatura E12-A1-E-1, indica que la solucién presentada es del estudiante con
codigo 12-[E12], de la Actividad 1-A1, de la parte de Iniciativas de Entrada-E, y corresponde a la
iniciativa 1. La grupal estaria dada como G-A3-C-10, donde la G es solucion de trabajo colaborativo, en

la Actividad 3, en la parte de iniciativas colaborativas, en la iniciativa 10.

4.1. Actividad 1 - A1 - Aprendiendo a contar
1. Fase1.

Como se indicé anteriormente esta fase esta formada por el componente de la unidad de anélisis, la
cual corresponde a la Actividad 1 — Aprendiendo a contar. Para esta actividad la muestra objetivo era el

total de soluciones esperadas, a saber, 322 soluciones, que se habria dado con la asistencia total de los
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23 estudiantes, de los cuales, ademas se esperaba que todos cumplieran con resolver todas las 14

iniciativas de la actividad.

Unidad de analisis: A1-Total soluciones esperadas: 322

'§

34,5%

‘;%

29,5%

H

§

16,5%

9,9% I 9,6%
0.0% I |
SP

5C

§e

PORCENTAJE DE SOLUCIONES
5] s
E 2

g

SNC ss ]
TIPO DE SOLUCIONES

Figura 21. Unidad de Andlisis: A1-Total de soluciones esperadas

En la Figura 21 se muestra la distribucion porcentual de las soluciones obtenidas en la implementacidn
de A1, durante el desarrollo de las clases C1y C2. De ésta se resaltan dos situaciones no previstas en
la figura anterior. Una primera situacién fue el nimero de soluciones no obtenidas por la inasistencia |
correspondiente al 10% de lo esperado, que en la practica se aproxima a la inasistencia de 2
estudiantes al desarrollo de algunas de las partes de A1. La segunda situacién fue la no solucién [SS]
de algunas iniciativas en las diferentes partes de A1, situacién que puede considerarse por una parte es
consecuencia del manejo del tiempo por parte de los estudiantes durante el trabajo en clase y, por otra
parte, se presume que se debe a la falta de compromiso o dificultad en la comprensién del problema
propuesto. De este modo se obtiene la muestra real que corresponde al 60,9% de la muestra objetivo,

de la cual se descuentan los dos aspectos tratados anteriormente.
2. Fase2.

Esta fase corresponde a la categoria de analisis compuesta por las partes de la A1, iniciativas de
entrada E, extraclase X, colaborativas C y de la semana S, andlisis realizado sobre la muestra real,

correspondiente a 196 soluciones sobre el total esperado. En la Figura 22 se presentan los resultados
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de este analisis sobre la muestra real, de la cual se tom6 como muestra real de analisis el 73%, que

corresponde a 143.

Categoria de analisis: A1 - Total de soluciones muestra real: 196
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X
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o
Q
ES

PARTE DE LA ACTIVIDAD

Figura 22. Categorias de Analisis: A1-Total de soluciones muestra real

De esta se resalta el avance significativo en la disminucién de las soluciones no correctas [SNC]
presentado entre la primera parte E y la segunda parte X, evidencia del inicio de la interiorizacion de los
conceptos relacionados con los principios de la suma y del producto dado durante la transicion de la
solucién natural e intuitiva a la solucion con conocimiento previo del concepto. Esta situacion se ratifica
durante el desarrollo de la tercera parte de la actividad C. Este suceso es una prueba del avance de las
formas de entender a las formas de pensar que ratifica dos cosas, la interiorizacion y construccion del
significado del concepto combinatorio y el cumplimiento de la primera etapa del modelo «“.C.0.R.”», el
Resultado «R». Como debilidad se observa la poca participacion de los estudiantes en la solucién de la
cuarta parte de la actividad S. Sin embargo, como fortaleza se tiene el avance de algunos estudiantes
en sus formas pensar ya que sus logros conceptuales en la primera etapa los llevaron a solucionar este
problema a partir de las formas de pensar desarrolladas, para llegar a las nuevas formas de entender.
Lo anterior implica que en el estudiante haya dado la construccion de un significado mas robusto de los

conceptos relacionados con los principios de la suma y el producto.
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3. Fase 3.

Esta fase corresponde al andlisis realizado sobre la base de las soluciones correctas [SC] y las
soluciones parciales [SP] de la muestra real de analisis, distribucién porcentual que se presenta en la
Figura 23. Al respecto el anélisis descriptivo, comentarios y discusiones particulares de estas soluciones

se presentan como el desarrollo de esta fase.

Categoria de analisis: A1 - Total de soluciones analizadas de la
muestra real: 143

35,0%

X
N
N

30,0

25,9%
25,0%

20,0%

u Soluciones Correctas [SC]

15,0% -
¥ Soluciones Parciales [SP]

10,0%

7,0%

50% |

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

0,0% -

PARTE DE LA ACTIVIDAD

Figura 23. Categorias de Analisis: A1-Total de soluciones muestra real de analisis

Por otro lado, se resalta la sobresaliente participacion de los estudiantes quienes mostraron gran interés
y acogida por el proceso de ensefianza y aprendizaje novedoso que se inicié a trabajar con ellos con la
aplicacion de la actividad A1. Ademas se puede ver cdmo para este caso la parte mas exitosa de la
actividad fue la segunda parte, las actividades extraclase y las colaborativas. Cifras que ratifican el
avance en el proceso por desarrollar el pensamiento matematico y en este caso, el pensamiento

combinatorio.
4.11. Andlisis Soluciones Actividad 1- A1.

En cuanto a las formas de intentar materializar la situacion planteada (hacer una representacion) se

destaca la manifestacion de una estructuracion progresiva en cuanto a su estructura y formalismo, con
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la cual se ayudan para hacer la interpretacion, la relacion y las operaciones que conduciran a la
obtencion de la solucién del problema, es decir, mostrar una evolucion entre sus acciones mentales

primarias, las formas de entender y sus préximas formas de pensar.

Las soluciones logradas por los estudiantes evidencian una gran pluralidad de formas de abordar la
iniciativa planteada, dejando entrever la existencia de unos razonamientos que van desde unas formas
naturales y espontaneas de entender hasta unas formas estructuradas basadas en el analisis y la
abstraccion que implica la utilizacion de una estructura de interpretacion, estructura de representacion,
estructura de relacidn y estructura de conexion.

Ahora se muestran algunas soluciones y sus interpretaciones.

i a3 totsndionssscontee. B

PRIMERA PARTE
ENMIATIVAS DE ENTRADA

INICIATIVA L

Malaodia

Figura 24. Solucién E6-A1-E-1
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H Actividad 1« Aprendiendo a contar H
PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA
Rest

escribir su solucién con todos los procedimientos y cilculos

PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA

Resolver las sigulentes Iniclativas, escribir su soluckén con todos los procedimientos y chlculos

1=A-1
realizados debldamente argumentados.
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Figura 25. Solucion E12 y E1-A1-E-1
Como se puede ver en la Figura 24 el estudiante E6 hace una representacion mediante la asignacion de

simbolos a los objetos, los cuales relaciona de manera sistematica para listar todas las configuraciones
posibles, logrando construir todos los elementos del nuevo conjunto (arreglos de tasa, plato y cuchara),
obteniendo asi la solucion. Esta solucién se asocia con la forma basica de interpretacion (primeras
acciones mentales), la cual conlleva al estudiante a realizar conteos mediante el listado de las
configuraciones, siendo ésta su forma natural de entender el conteo. El estudiante E12 hace una
representacion mediante la construccion de los conjuntos de los objetos -condiciones- que establece el
problema, como se muestra en la Parte A de la Figura 25, siendo éstas sus formas de entender, las
cuales mediante la estructura de conexidn relaciona conceptualmente con el concepto del producto, el
cual entiende como el numero de relaciones que se pueden dar entre los elementos de dos conjuntos,
siendo esta ultima accidén mental su forma de pensar, la cual implicitamente es el principio del producto.
La solucion del estudiante E1 presentada en la Parte B de la Figura 25, hace la abstraccion
directamente (formas de entender) de los simbolos sin necesidad de hacer el listado, ya que él analizé y

sintetizd que cada plato (P), se puede relacionar una vez con cada cuchara (Ci) obteniendo 4
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posibilidades por cada plato. Luego utiliza un argumento combinatorio aditivo para concluir que el total
de subconjuntos de platos y cucharas es 12 (implicitamente utilizo el principio de la suma). De igual
forma hace el anélisis de las relaciones posibles bajo las condiciones dadas, entre el nuevo subconjunto
(plato-cuchara) y el subconjunto de tasas, llegando a la solucion del problema (implicitamente utilizé el
principio del producto), siendo éstas sus formas de pensar.

El estudiante E1 en la solucion de la iniciativa A1-E-2 mostrada en la Parte A de la Figura 26, hace una
representacion (materializacion de las primeras acciones mentales) con simbolos (guiones verticales en
este caso) para simular la situacion y obtener todas las relaciones dadas con los saludos (formas de
entender), para luego hacer el conteo de las mismas. Esta accidn de conteo se asocia con el principio

aditivo (formas de pensar aditivas).

= B
Actividad 1 - Aprendiendo a contar E

1
Actividad 1 - Aprendiendo a contar a

INICIATIVA 2. Vi e dik

En una reunion de es, amente una vez con todos los demds al - . do 9
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140 conrmicat s correcta? En una reunion de 5 asistentes, todos se dan la mano exactamente una vez con todos los demds al
saludarse. ;Cudntos apretones de mano se dan en la reunién?

1C6mo convenceria usted a un compaiero que su respuesta es correcta?

d NS
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Figura 26. Solucién E1y E16 -A1-E-2 y
El estudiante E16 en la solucién de la iniciativa A1-E-2 expuesta en la Parte B de la Figura 26, realiz6

una estructura de representacion asociada al producto cartesiano (formas de entender), descartando los
casos que no cumplian las condiciones dadas en el problema. Ello evidencia que implicitamente esta

utilizando el principio de inclusidén-exclusion, siendo estas acciones sus formas de pensar. Por ejemplo,
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por repeticion del saludo (cuando la persona P+ se saluda con la persona P4, es equivalente a cuando la
persona P4 se saluda con la persona P+) o por ser un caso no posible (el caso no posible que una
persona cualquiera se salude consigo misma).

La solucion dada por el E12 para la iniciativa A1-E-3 y presentada en la Figura 27, nuevamente pone de
manifiesto la interpretacion dada (ejecucién de las primeras acciones mentales —formas de entender-)
mediante estructura de representacion que conduce posteriormente a las estructuras conceptuales (con
algin tipo de argumento combinatorio implicito). Es asi que E12 realiza una estructura de
representacion de los objetos (tableros pintados) para luego reproducir la situacién puesta de manifiesto
en la solucion del problema, logrando asi la solucién de la primera pregunta, y en el proceso seguido
dejando evidencia que sus formas de entender estan basadas en el principio aditivo. A partir de ésta
deduce el patréon conceptual implicito, un argumento combinatorio multiplicativo — variaciones con
repeticion-, siendo esta accion su forma de pensar, obteniendo el modelo general para la situacion 27,
donde claramente expresa que la base 2 representa los dos colores, y que el exponente representa el
numero de casillas que conforman el tablero (aqui el estudiante hace una construccion de significado al
modelo 2n). Hasta esta parte de la solucion se puede concluir que se ha cumplido la primera etapa del
modelo «“1.C.0.R.”», el Resultado «R». Como se puede ver las formas de entender (principio aditivo) se
transfieren a una estructura conceptual superior (principio del producto) siendo interiorizada por el
estudiante como su nueva forma de pensar combinatoria. Ademas este proceso es la ejecucion de la
primera fase de control, el Modulo 6 o Resultados |, dentro de la estructura general del modelo

metodoldgico.
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g Actividad 1 - Aprendiendo a contar g

INICIATIVA 3. 12-m4-3

En un tablero de dimensiones 2 X 2, cada casilla puede ser de color blanco o negro. ;jDe cudntas maneras se
puede colorear ¢l tablero? Bajo las mismas condiciones, ;cuales podrian ser las dimensiones del tablero para
que la respuesta fuera 5127 ;647

(Cémo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta? (Tomado de Circulos
Matemdticos).

Solucién:

o F

Figura 27. Solucion E12-A1-E-3
A partir de las formas de pensar interiorizadas en la primera etapa, el estudiante mediante la estructura

de relacion y conexidn asocia el resultado obtenido (27) con un concepto conocido e interiorizado por él
en otra area de la matematica, en este caso la logaritmacion, para determinar la solucion de las otras
dos preguntas propuestas en el problema. Estas preguntas se plantearon a la inversa de la primera
pregunta. De esta manera el estudiante muestra como sus acciones mentales para el caso estuvieron
dadas por las formas de pensar desarrolladas en el primer caso, siendo éstas formas de pensar las que
lo conllevaron a proceder sobre las nuevas formas de entender combinatoriamente, utilizando el
principio del producto. Se evidencia un modelo o forma singular del producto que posteriormente
representara el conteo de variaciones con repeticion. Esta segunda parte se puede considerar como la
ejecucion de la segunda etapa del modelo «“1.C.0.R."», la Replica «R» en la cual se mostré cdmo se da
el Doble DNR «DDNR», que a partir de una forma de pensar interiorizada (principio del producto), se da
una nueva forma de entender (principio de variacion con repeticion), lo cual constituye una construccién

de un significado mas robusto del principio del producto. Por otro lado, este proceso corresponde a la
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ejecucion de la segunda fase de control, el Modulo 7 o Resultados Il, dentro de la estructura general del
modelo metodoldgico.

Es de anotar que los principios de conteo (formas de pensar) que se han ido evidenciando a través de
las diferentes soluciones presentadas anteriormente aun no se habian presentado, ni desarrollado
formalmente con los estudiantes, ya que estas iniciativas fueron su primer acercamiento con la

combinatoria, y en particular con el conteo.

g Actividad 1 - Aprendiendo a contar a

INICIATIVA 8,

Proponer y solucionar un problema de conteo con tres condiciones y cuya repuesta sea 12, (Puede
usted proponer otro problema con la misma respuesta 12 pero con dos condiciones? ;0tro con tres
condiciones que sean esencialmente distintas a las condiciones del primero?

(Sugerencia: El concepto implicito que debe estar en el problema y que permita construir su solucién
es el principio del producto.)

Figura 28. Solucion E3-A1-X-8
En la Figura 28 se muestra la solucion realizada por E3 a la iniciativa A1-X-8, en la cual se solicito a los

estudiantes proponer y solucionar problemas con tres condiciones. ElI primero es un problema
elaborado sobre un contexto de la cotidianidad, un plan turistico que incluye visitar una playa (primera
condicién), un parque tematico (segunda condicién) y un museo (tercera condicion), a acepcion del que
se pueden ver en otro contexto, para este caso una aplicacion quimica, utilizado en la formacion de las

oxisales (compuesto formado por tres elementos, las tres condiciones solicitas en el problema). Aqui se
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ve que el estudiante ha logrado extender sus razonamientos a otras areas mas formales. En general las
situaciones planteadas estan basadas en una estructura de representacion dada por el diagrama de
arbol, sobre el cual se hacen las relaciones de las condiciones en cada caso (formas de entender),
transfiriéndose éstas a la estructura conceptual del principio del producto como se le sugirié (mostrado
por el estudiante en la representacion de las casillas). Se podria pensar que una forma de elaborar los
problemas seria primero idear las condiciones y luego construir un contexto para las mismas. Viéndose
asi como una estructura conceptual (formas de pensar), puede asemejarse a una gran variedad de
casos en diferentes contextos. Lo anterior deja entrever que estos estudiantes han logrado interiorizar el
concepto del principio del producto atribuyéndole significado manifiesto en como plantearon sus
problemas. Esta solucion es otra evidencia de que los estudiantes lograron el desarrollo completo de la
primera etapa del modelo «“I.C.O.R.”», el Resultado «R», que en la estructura general del modelo

metodoldgico es la ejecucion de la primera fase de control, el Modulo 6 o Resultados |.

INICIATIVA 11.
Segin la gramitica de la lengua espaiiola, el abecedario esti compuesto por 27 letras. ;Cudntas
cadenas distintas de tres letras se pueden formar bajo cada una de las siguientes condiciones?

A) Ninguna condicion adicional.

B) Que las cadenas de tres letras sean diferentes entre si y que las tres letras de cada
cadena también sean diferentes.

C) Que la segunda letra de cada cadena sea una vocal y que las otras dos letras sear:
consonantes diferentes entre si.

D) Que todas las cadenas terminen en “A”.

E) Que contenga lasletras "AB”, y que éstas siempre estén seguidasy en ese mismo orden

:Cémo convenceria usted a un compafiero que sus respuestas son correctas?

I NICIATWA 11 ¢ Que 10 scounde ‘eha de codo codenay seo vm
ca que lox ooy % Kkkos seon (ormorenie)
Aitevenie

Figura 29. Solucién E11-A1-C-11
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La solucion de E11 a la iniciativa A1-C-11, expuesta en la Figura 29, es una muestra de los resultados
que se obtuvieron en el desarrollo de los trabajos colaborativos. Ademas, son trabajos que se realizaron
de manera independiente en el aula de clase, reflejando un buen nivel de empoderamiento del concepto
del principio de conteo de la suma y el producto. Estos trabajos presentados cumplieron todos con la
solucién correcta, ademéas todos tienen una misma estructura de desarrollo. Parten desde una
estructura que permite representar la posicion que ocupa cada letra dentro de la cadena, para luego
hacer las restricciones necesarias segun las condiciones dadas (formas de entender), y asi hacer las
relaciones necesarias entre las mismas, usando la estructura conceptual de la suma, el producto o la
combinacion de los dos. Lo anterior se puede considerar como un indicador para el grupo en general
que han logrado interiorizar estos conceptos, cumpliéndose con el objetivo de la actividad y la primera
etapa del modelo «“1.C.0.R."», correspondiente al kRESULTADO», siendo ésta la evidencia que ratifica
la conclusion de la Fase 3 de este analisis (ver Figura 23 y Tabla 5).

4.2. Actividad 2 — A2 - Mi posicion es importante

1. Fase1.

Esta fase esta formada por el componente de la unidad de analisis, la cual corresponde a la Actividad 2
— Mi posicién es importante. Para esta actividad la muestra objetivo era el total de soluciones
esperadas, 276, con la asistencia total de los 23 estudiantes, de los cuales, ademas se esperaba que

todos cumplieran con resolver todas las 12 iniciativas de la actividad.

En la Figura 30 se muestra la distribucién porcentual de las soluciones obtenidas en la implementacion
de A2, durante el desarrollo de las clases C3 y C4. De ésta resaltan nuevamente dos situaciones no
previstas en el conteo original, el numero de soluciones no obtenidas por la inasistencia [I]

correspondiente al 2,9% de lo esperado y la no solucién [SS] de algunas iniciativas en las diferentes
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partes de A2. De este modo se presenta la muestra real que corresponde al 61,2% de la muestra

objetivo, de la cual se descuentan los dos aspectos sefialados.

Unidad de andlisis: A2-Total soluciones esperadas: 276

40,0%
35,9%

35,0%

31,2%
30,0%

23,9%

25,0%

20,0%

15,0%

10,0%

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

6,2%

o [ —

0,0%

sC SP SNC SS |
TIPO DE SOLUCIONES

Figura 30. Unidad de Andlisis: A2-Total de soluciones esperadas

2. Fase 2.

Esta fase corresponde a la categoria de analisis compuesta por las partes de la A2, iniciativas de
entrada E, extraclase X, colaborativas C y de la semana S, anélisis realizado sobre la muestra real,
correspondiente a 169 soluciones sobre el total esperado. En la Figura 31 se muestran los resultados
de este analisis sobre la muestra, de la cual se tom6 como muestra real de analisis el 60,9%, que

corresponde a 103 soluciones.

Categoria de analisis: A2 - Total de soluciones muestra real: 169
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Figura 31. Categorias de Analisis: A2-Total de soluciones muestra real
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De ésta se resalta el avance significativo dado por la disminucion de las soluciones no correctas [SNC]
presentado entre la primera parte E y la segunda parte X, evidencia del inicio de la interiorizacion del
concepto del principio de la permutacion que se dio durante la transicion de la solucién natural e intuitiva
a la solucion con conocimiento previo del concepto. Esta situacion se ratifica durante el desarrollo de la
tercera parte de la actividad C. Este suceso es una prueba del avance de las formas de entender a las
formas de pensar que, como se notd en el caso de la A1, ratifica dos cosas la interiorizacion y
construccion del significado del concepto combinatorio y el cumplimiento de la primera etapa del modelo
«“1.C.0.R.”», el Resultado «R». Igualmente, como debilidad se observa la poca participacion de los
estudiantes en la solucion de la cuarta parte de la actividad S. Sin embargo, como fortaleza se tiene el
avance de algunos estudiantes en sus formas pensar, ya que sus logros conceptuales en la primera
etapa, los llevaron a solucionar este problema a partir de las formas de pensar desarrolladas, para
llegar a nuevas formas de entender, situacion que implica que en el estudiante se haya dado la
construccion de un significado mas robusto del concepto del principio de la permutacion.
3. Fase 3.

Esta fase corresponde al analisis realizado sobre la base de las soluciones correctas SC y las
soluciones parciales SP de la muestra real de analisis cuya distribucion porcentual se presenta en la
Figura 32. Al respecto el anélisis descriptivo, comentarios y discusiones particulares de estas soluciones

se presentan como el desarrollo de esta fase.

Por otro lado, se resalta la sobresaliente participacion de los estudiantes, que continlan mostrando gran
interés y acogida por el proceso de ensefianza y aprendizaje iniciado a trabajar con ellos, y que se
continu6 con la aplicacién de la actividad A2. Ademas se muestra que la parte mas exitosa de la
actividad fue la tercera parte, las actividades colaborativas, y el cambio significativo entre la primera y

segunda parte, evidenciandose la apropiacion del concepto de la permutacion, cifras que ratifican el
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avance en el proceso por desarrollar el pensamiento matematico y en especial, el pensamiento

combinatorio.

Categoria de analisis: A2 - Total de soluciones analizadas de la
muestra real: 103
45,0% 42,79

(%]

Y a0,0%

8 35,0%

= 30,0%

m Solucién Corrrecta [SC]
m Solucién Parcial [SP]

PORCENTAJE DE SOLU
&
o
2

PARTE DE LA ACTIVIDAD

Figura 32. Categorias de Analisis: A2-Total de soluciones muestra real de analisis

4.2.1. Andlisis Soluciones Actividad 2- A2.

En las soluciones presentadas por los estudiantes se evidencia nuevamente una estructura implicita en
la pluralidad de formas de abordar las iniciativas planteadas, la cual podria ser clasificada por niveles.
Asi se muestra nuevamente desde un nuevo concepto —principio de la permutacion- la existencia de la
hipdtesis sobre los niveles de razonamiento que van desde unas formas naturales y espontaneas de
entender hasta unas formas estructuradas basadas en el andlisis y la abstraccién que implican la
utilizacién de estructuras de interpretacion, estructuras de representacion, estructuras de relacion y
conexién, estructuras conceptuales y estructuras operatorias. En cuanto a las formas de intentar
materializar la situaciéon planteada (hacer una representacion) se destaca la manifestacion de una
esquematizacion progresiva en cuanto a su estructura y formalismo, con la cual los estudiantes se
ayudan para hacer la interpretacion, la relacion y las operaciones que conduciran a la obtencién de la
solucién del problema. Es decir, se nota una evolucion entre sus acciones mentales primarias, las
formas de entender, y sus proximas formas de pensar. Ademas, es una forma de sustentar y

argumentar como se va dando la interiorizacién de los conceptos trabajados tanto en esta actividad
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como en la actividad anterior, ya que éstos se convirtieron en el hilo conductor de la solucion de las

iniciativas de la actividad A2, mostrando que si sucede la primera etapa del modelo el RESULTADO

«Ry.

Los resultados que se presentan a continuacién y que fueron construidos por los estudiantes en esta

parte del proceso dejan ver como el modelo se puede desarrollar completamente en sus dos etapas

RESULTADO y REPLICA, mostrando como la maduracién gradual de un concepto se convierte en la

construccion de un significado robusto del mismo.

Ademas, se observara que los resultados expuestos a continuacion son una buena aproximacion a las

consideraciones hechas por Gowers (2000), las cuales también haran parte de la caracterizacion del

pensamiento combinatorio.

A continuacion se presenta el analisis de algunas soluciones representativas de esta actividad.

Actividad 2 - Ml posicion es Importante
1§54y

PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA {54y u|
Al resolver las sigulentes Iniclativas, escribir su solucidn con todos los procedimientos y

cliculos realizados debidamente argumentados

INICIATIVA 1.
{De cudntas formas se pueden colocar cwatro esferos de diferente color en un estuche? ;Como
convenceria usted a un compafiero que su respuesta es cormecta?

Solucldn:

Parte A - E15-A2-E-1

Actividad Z - MT posicion es importante
12-4,
PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA

Al resolver las sigulentes infclativas, escribir su solucién con todos los procedimientos y
cdlculos realizados debidamente argumentados,

INICIATIVA 1, 12414
{De cudntas formas se pueden colocar cuatro esferos de diferente color en un estuche? 1Como
convencerfa usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

Solucidn:
N

Parte B - E12-A2-E-1

Figura 33. Solucion E15 y E12-A2-E-1

En la solucion dada por E15 y presentada en la Parte A de la Figura 33, se observa que hace un

razonamiento bajo la estructura de representacion por medio de los simbolos que asigna a los objetos -

103




esferos- dentro del problema, asignando nimeros a los colores (1, 2, 3, 4, uno para cada color). Luego
realiza la lista sistematica para un caso (formas de entender) y concluye, dando la solucion. Esta
conclusion esta asociada a dos condiciones que la estudiante debi6 evidenciar en el esquema realizado
cuando dice “dejando un esfero en la misma posicion”, éstas son: que la configuracion requiere de
orden y que no se pueden repetir los elementos, siendo estas las formas de entender. Esta conexion le
permitié activar su estructura conceptual (formas de pensar), generando de esta forma su respuesta,
proceso que pudo haberse dado bajo el principio de la suma o el producto, ambos casos son viables.
Por otro lado, los razonamientos realizados por el estudiante E12 como se muestra en la Parte B de la
Figura 33 pasan de la estructura de representacién (el disefio del estuche, sobre el cual sefala las
posibles posiciones que puede ocupar un esfero) a la estructura conceptual bajo el principio del
producto. Es decir, usd sus formas de pensar pre-construidas para resolver una situacion combinatoria
(principio del producto), evidenciando que ha entendido las condiciones necesarias, orden al indicar que
un esfero ocuparéd una posicion determinada en cada configuracidn y no repeticion al sefialar que en
una posicion siguiente habra un esfero menos que entre las posibilidades para la posicion anterior.

En la solucién de E12 presentada en la Figura 34, observamos que el estudiante identifico que hay dos
subconjuntos —mujeres y hombres- determinando que la primera en subir al bus debe ser una mujer
para que se pueda dar la condicion de alternados por género, siendo ésta la estructura de
interpretacion. Luego hace la estructura de representacion, en el cual simula una situacion mediante un
dibujo. A partir de ésta pasa a la estructura de relacion y conexion en la cual interpreta las condiciones
(orden y no repeticion), de tal forma que evidencia la manifestacion de las formas de entender. Estas a
su vez lo inducen a crear la estructura conceptual —principio del producto- manifestacion de las formas

de pensar, obteniendo de esta forma la solucién del problema.
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Actividad 2 - Mi posicién es importante E

INICIATIVA 2. 12-A;-2
En un paradero de bus hay siete personas, de las cuales cuatro son mujeres. ;De cudntas
formas se pueden subir al bus, si cada uno debe marcar de forma individual el cobro del
pasaje y deben subir en forma alternada (por género)? ;Cémo convenceria usted a un
compafiero que su respuesta es correcta? (Tomado de Matematicas discretas de Grimaldi.)

Solucidn:

Figura 34. Solucion E12-A2-E-2
Se presenta en la Figura 35 una solucion parcial a la primera pregunta de la iniciativa, dada por E4. En

ésta el estudiante con ayuda de la estructura de representacion [acciones mentales] identifico las
condiciones (orden y no repeticion), formas de entender parciales, sobre los elementos —figuras-, pero
no identifico el doble movimiento que puede hacer una figura —horizontal y vertical- por lo que
solamente hizo el conteo de la forma vertical, materializando las formas de pensar mediante la
estructura conceptual del principio del producto. Por comentarios y participaciones durante la clase
acerca de la segunda pregunta los estudiantes dijeron “que no sabian cémo interpretar las figuras

idénticas”; esta condicion es repeticion de elementos indistinguibles.

105



Actividad Z - Mi posicién es importante E

INICIATIVA 4. 4-A;, - 4
¢De cuintas formas se pueden colocar cuatro figuras distintas (#, 5, <, §) en un tablero de
4x4 casillas, de tal forma que al moverias horizontal o verticalmente no se crucen entre ellas?

Un posible arreglo es ¢l mostrado en la figura ;Cémo camblarfa su respuesta si las cuatro
figuras fueran idénticas?
¢ Coémo convencerfa usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

Solucién:

von
=

Figura 35. Solucion E4-A2-E-4

La solucion de E15, presentada en la Figura 36 es una iniciativa con solucion de caso general. En ésta
el estudiante recurrié a una estructura de representacion para hacer algunos casos particulares de 2, 3
y 4 hombres y mujeres en cada caso (conjuntos iniciales), siendo éstas las formas de entender.
Mediante una estructura de relacion, transfirié el anélisis de los casos a la estructura de generalizacion
combinatoria, sustentada en dos estructuras conceptuales (formas de pensar). El primero de éstas es el
principio de la permutacién total (que se representara por (n!)) con el cual cuenta todas las rotaciones
(configuraciones o arreglos) del subconjunto de hombres, por una parte, y por otra parte hace lo mismo
con el subconjunto de mujeres. Luego utiliza el principio del producto para relacionar estos dos
resultados (n!)?, logrando dar la solucion general para n-hombres y n-mujeres. Este caso es una
evidencia de la ejecucion de la segunda etapa del modelo, LA REPLICA «R». Como se ha dicho, en
esta etapa se parte de las formas de pensar desarrolladas en la primera etapa (interiorizacién del
concepto de permutacion, evidenciado en la construccién de significado). Este proceso lo alcanz6 el
estudiante con el desarrollo de la primera parte E de A2, lo cual le permitid aplicar la estructura
conceptual (formas de pensar) sobre la estructura de representacion, logrando de esta forma construir

los casos particulares. A partir de éstos formula la generalizacion combinatoria, es decir que se ha dado
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la transferencia de las formas de pensar (significado del concepto del principio de la permutacion y del

producto) a las nuevas formas de entender (significado mas robusto del concepto del principio de la

permutacion y del producto), interiorizando de esta forma un nuevo objeto en su saber.

INICIATIVA 8.

Determine de cuintas formas se pueden organizar n personas en una fila. Ahora si hay 2n
personas, n hombres y n mujeres, ;de cudntas forma se pueden organizar en una fila de modo
que no haya dos personas del mismo sexo juntos? ;Cémo convenceria usted a un compafiero

que su respuesta es correcta?

(Tomado de Un recorrido por la combinatoria I).

Tnerolva

15-A,- 1

fomila bereral’ ’
() -m) - (n))

- -

Hi=

-h G |
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nMoadu

B I ~@)3[) « (3)

: 2 o (30) « (31)
Nouoy
2l < ean- alf
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Figura 36. Solucion E15-A2-X-8

En la solucion de las Figura 37 y 38 realizadas por el G4, se muestra la apropiacion del concepto de

permutacion. Esta situacion también representa una forma de ver la ejecucion del modelo en su

segunda etapa, asi como se puede observar que los estudiantes usan la estructura de representacion

(acciones mentales) mediante la cual hacen la estructura de relacion y conexién entre los subconjuntos

que forman las condiciones dadas (formas de entender), para luego proceder directamente con la

estructura conceptual ya adquirida (principio del producto y de la permutacion) siendo éstas las formas

de pensar. De este modo se logra la solucion del problema, situacion que indica que han desarrollado

nuevas formas de entender, ya que lograron aplicar varias operaciones combinatorias en un mismo

procedimiento, y en algunos casos hacer la solucion general del problema.
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Actividad 2 - Mi posicion es importante

INICIATIVA 9.

Un comité europeo cuenta con 6 delegados alemanes, 5 delegados franceses, y 3 delegados
italianos. ;De cuantas formas pueden estos 14 delegados sentarse en una fila de 14 sillas, si
los delegados de cada pais insisten en estar todos sentados uno junto al otro?

:Cémo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?
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v <Dec Qomoa %m&n& eAos ‘u% Sorhuse
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Figura 37. Solucion G-A2-C-9

Actividad 2 - Mi posicion es importante

INICIATIVA 10.

En un banco hay 10 médulos de atencién al publico, atendidos diariamente cada uno por un
cajero fijo, los cuales se van a conocer como el cajerol, el cajero 2. y el cajero 10
respectivamente. Cada mes se elige al “Gran Cajero” (cajero con el mayor nimero de
atenciones al ptiblico). Si todos deben asistir a una reunién semanal y sentarse en la misma
fila, cumpliendo con las siguientes reglas: Primera regla: El “Gran Cajero” del mes ocupari la
silla correspondiente al nimero de su caja, ya que en ella le colocan el premio de la semana
por ser el Gran Cajero. Segunda regla: a la derecha del Gran Cajero se deben sentar los cajeros
con mayor nimero de caja que la del Gran Cajero y alaizquierda los de menor nimero.

3) Por ejemplo si el Gran Cajero del mes es el C4 (cajero que atiende el modulo cuatro, cajero
4). a la derecha de él se sientan los cajeros 5 al 10; y a la izquierda de él los cajeros 1al 3
(En el grifico se muestra una posible ubicacién de los cajeros el dia de la reunidn. ocasién
en la cual el “Gran Cajero” es el cajero 4.) ;De cuintas maneras se pueden sentar ese dia?
(Cémo usted aun fiero que su es correcta?

CS|C1|CZ|'}B€|08|CII)|CS|C7 CG|C9|

b) Suponiendo que el reconocimiento al Gran Cajero se hace sin repeticién hasta completar
un ciclo en el cual los 10 cajeros hayan sido elegidos como el Gran Cajero ;Cuil es el total
de formas posibles en las que se pudieron sentar los diez cajeros durante un ciclo?
iComo ia usted aun p: que su resp es correcta?

¢) Construir un modelo que permita contar las formas de acomodarse cada vez que hay una
nueva reunién de cajeros.

{Como usted aun que su es correcta? ”
Tncolin 10 Q) Conehtr on imeoklo cloc penda. Conlar las form. | de |
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Figura 38. Solucion G-A2-C-10
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4.3. Actividad 3 - A3 - El intercambio

1. Fase1.

Esta fase esta formada por el componente de la unidad de analisis, la cual corresponde a la Actividad 3
— El intercambio. Para esta actividad la muestra objetivo era el total de soluciones esperadas, 253, con
la asistencia total de los 23 estudiantes, de los cuales, ademas se esperaba que todos cumplieran con

resolver todas las 11 iniciativas de la actividad.

Unidad de analisis: A3-Total soluciones esperadas: 253
35,0% 32,8%
30,0% P

30,0% -
- ‘0
[T}
=
Q 250% -
Q
2 B SC
2 20,0% - 17.4%
3 usP
= 15,0% - 14,2%
g uLo — B SNC
=4
§ 10,0% | I . mss
Q 5,5% ml

o [ N

0,0% -

SC SP SNC 5SS
TIPO DE SOLUCIONES

Figura 39. Unidad de Andlisis: A3-Total de soluciones esperadas

En la Figura 39 se muestra la distribucidn porcentual de las soluciones obtenidas durante la
implementacion de A3, durante el desarrollo de las clases C5 y C6, de manera que se obtiene la
muestra real corresponde al 53% de la muestra objetivo. Este resultado es consecuencia de la

inasistencia de los estudiantes.
2. Fase 2.

Esta fase corresponde a la categoria de analisis compuesta por las partes de la A3, iniciativas de
entrada E, extraclase X, colaborativas C y de la semana S, analisis realizado sobre la muestra real,
correspondiente a 134 soluciones sobre el total esperado. En la Figura 40.se presentan los resultados
de este analisis sobre la muestra, en la cual se tom6 como muestra real de analisis el 67,2%, que

corresponde a 90 soluciones
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Categoria de analisis: A3 - Total de soluciones muestra real: 134
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Figura 40. Categorias de Analisis: A3-Total de soluciones muestra real

De ésta se resalta la disminucion significativa en las soluciones no correctas [SNC] presentada entre la
segunda parte X y la tercera parte C, evidencia de la interiorizacién del concepto del principio de la
variacién dada durante la transicion de la solucién natural e intuitiva a la solucién con conocimiento
previo del concepto. Esta situacion se ratifica durante el desarrollo de la tercera parte de la actividad, C,
y constituye una prueba del avance de las formas de entender a las formas de pensar. De nuevo se
ratifican dos cosas, la interiorizacion y construccion del significado del concepto combinatorio y el
cumplimiento de la primera etapa del modelo «“.C.0.R.”», el Resultado «R». Igualmente, de nuevo
como debilidad se observa la poca participacion de los estudiantes en la solucién de la cuarta parte de
la actividad S, y como fortaleza se tiene el avance de algunos estudiantes en sus formas pensar. Sus
logros conceptuales en la primera etapa los llevaron a solucionar este problema a partir de las formas
de pensar desarrolladas, para llegar a las nuevas formas de entender, situaciéon que implicd que se
hubiese dado en los estudiantes la construccion de un significado mas robusto del concepto del

principio de la variacion.
3. Fase3

Esta fase corresponde al andlisis realizado sobre la base de las soluciones correctas [SC] y las
soluciones parciales [SP] de la muestra real de analisis cuya distribucion porcentual se presenta en la

Figura 41.
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Categoria de anélisis: A3 - Total de soluciones analizadas de la muestra real: 90
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Figura 41. Categorias de Analisis: A3-Total de soluciones muestra real de analisis

Al respecto el analisis descriptivo, comentarios y discusiones particulares de estas soluciones se
presentan como el desarrollo de esta fase. Por otro lado, se resalta la sobresaliente participacion de los
estudiantes que continuan mostrando gran interés y acogida por el proceso de ensefianza y aprendizaje
iniciado a trabajar con ellos, y que se continud con la aplicacién de la actividad A3.

Es asi como la parte mas exitosa de la actividad fue la tercera parte, las actividades colaborativas, y se
destaca el cambio significativo entre la primera y segunda parte evidenciandose la apropiacién del
concepto de la variacion. Estas cifras ratifican el avance en el proceso por desarrollar el pensamiento

matematico y en particular el pensamiento combinatorio.
4.3.1. Analisis Soluciones Actividad 3- A3

En las soluciones presentadas por los estudiantes se evidencia nuevamente una estructura implicita en
la pluralidad de formas de abordar las iniciativas planteadas, la cual podria ser clasificada por niveles.
Se muestra asi desde un nuevo concepto —principio de la variacién- la existencia de la hipétesis sobre
los niveles de razonamiento que van desde unas formas naturales y espontaneas de entender hasta
unas formas estructuradas basadas en el andlisis y la abstraccion que implican la utilizacién de una
estructura de interpretacion, una estructura de representacion, una estructura de relacidén y conexion,

una estructura conceptual y una estructura combinatoria. En cuanto a las formas de intentar materializar
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la situacién planteada, es decir la representacion de las acciones mentales o estructura de
representacion, aqui se destaca la manifestacién de una esquematizacién progresiva en cuanto a su
estructura y formalismo, con la cual se apoyan para hacer la interpretacion. A partir de ésta evidencian
las condiciones implicitas que deben cumplir las configuraciones de los elementos del nuevo conjunto
construido, es decir, la manifestacion de las formas de entender (estructura de relacion y conexion), las
cuales se organizan y orientan para proceder centrado en alguno(s) de los principios de conteo
conocidos o interiorizados anteriormente apropiado(s) para aplicarlo(s) o adaptarlo(s) a la nueva
iniciativa presentada. Es decir, se manifiestan las formas de pensar (estructura conceptual), las cuales,
con la experiencia o capacidad de analisis y abstraccion del estudiante, se podrén sintetizar en nuevas
formas de pensar mas robustas, que a su vez implicaran la construccién de significado de los conceptos
(estructura combinatoria). De este modo se efectta una evolucién entre sus acciones mentales
primarias, las formas de entender, y sus proximas formas de pensar. Ademas, es una forma de
sustentar y argumentar como se va dando la interiorizacion de los conceptos trabajados en las
anteriores actividades, los cuales se van convirtiendo en el hilo conductor dentro del estructura
conceptual utilizada en la solucion de las iniciativas de la actividad A3, mostrandose asi como ocurre la

primera etapa del modelo, el RESULTADO «R».

Los resultados presentados y construidos por los estudiantes en esta parte del proceso dejan ver como
el modelo se puede desarrollar completamente en sus dos etapas RESULTADO y REPLICA, ya que se
muestra como la maduracion gradual de un concepto se convierte en la construccion de un significado
robusto del mismo. Ademas, se aprecia como el conocimiento combinatorio puede modelarse como una
cadena, en el cual se inicia con unas acciones mentales que se van estructurando y conceptualizando

hasta llegar a la formalizacion de un concepto.
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En la solucion de E24 presentada en la Figura 42 se observa que el estudiante realizd una
representacion, por medio de una estructura de filas y columnas para dar solucién a la parte b del

problema.

INICIATIVA 1.

Los ciclistas supersticiosos. ;Otra vez un ochol- exclamé ... .-
amargamente el presidente del club de ciclistas, observandola =
torcida de su bicicleta, ;Y todo por qué? Porque al ingresar al
diercn el carnet nimero 008, Y ahora no pasa un mes sin que =
u otra rueda aparezca un ocho. Hay que cambiar el nimero del =
Y para que no me acusen de supersticidn, haré un nueve =
de todos los miembros del club, otorgindoles carnets en los
figure niun ocho. >
Dicho y hecho: al dia siguiente cambio todos los carnés. M]3
(Cudntos miembros habia en el club, si se sabe que fueron
utilizados todos los mimeros de tres cifras que no contienen € 4

ocho? (Por ejemplo, el 000 fue utilizado, y el 836 no.)

5i el presidente de otro club era més supersticioso, porque dijo que el cero se parecia aunaruedadela
bicicleta estirada, eliminando el 0 y el 8 de los carnés., y con esta restriccién justo pudo expedir nuevos
carnés a todos, ;cudntos miembros tenia este club? ;Cémo convenceria usted a un compafiero que su
resouesta es correcta?

|
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Figura 42. Solucion E24-A3-E-1

Para ello listd sistematica y parcialmente los numeros solicitados logrando observar patrones que,
mediante el uso de la estructura de relacion y conexion, asocian la cantidad de filas formadas (por
centenas, entre 100 y 200, entre 200 y 300 y asi sucesivamente), con la cantidad de nimeros formados
por cada columna (por decenas, entre 110 y 120, entre 120 y 130 y asi sucesivamente), y luego
determina que este proceso se da 8 veces entre 100 y 1000. Luego, pasa a la estructura conceptual, en
la cual utiliza correctamente el principio del producto, en efecto un caso singular del producto que se
denomina principio de variacion con repeticion n* [k elecciones entre n elementos con repeticion y con

orden]. Dicho principio ain no se habia formalizado para el estudiante, pero aun asi logra utilizarlo
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implicitamente bajo el concepto del producto, mostrando que el estudiante haya construido la estructura
combinatoria apropiada.

La solucion presentada en la Figura 43, realizada por E18 muestra a un estudiante que mediante la
estructura de representacién mas avanzada y simplificada (mediante el uso de simbolos y expresiones
méas técnicas) logra representar las condiciones dadas, y evidencia las caracteristicas propias del
principio implicito (orden y repeticidn), enlazandolas mediante la estructura de relacion y conexion, o
sea, una explicitacion de las formas de entender, permitiéndole pasar a la estructura conceptual. En
ésta usa el principio del producto para dar solucidn asi a las dos preguntas. Estas soluciones evidencian
un proceder directamente combinatorio, es decir son aquellas dadas por estudiantes que ya tienen

interiorizado el principio del producto y actuan directamente desde las formas de pensar.

Actividad 3 - El intercamblo

o Iniciativa 1

{8~ As

Solucién:

Figura 43. Solucion E18-A3-E-1
La solucion de E11 mostrada en la Figura 44 deja ver que la estrategia utilizada por el estudiante esta

basada en asociar el contexto del problema a un concepto conocido en otra area de la matematica, para
este caso el significado de la posicién de las cifras en un numero decimal (unidades, decenas y
centenas), siendo éstas las formas de entender, las cuales lo llevaron a proceder con las formas de
pensar combinatoriamente, utilizando el principio del producto y construyendo de esta manera el conteo

implicito de variaciones con repeticion. Esta forma de pensamiento combinatorio no requirié de la
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estructura de representacion, dado que la estructura de relacion y conexion se fundamentd en un
concepto en otra area, permitiéndole pasar a la estructura conceptual, siendo ésta una evidencia de la
formacion de la estructura combinatoria. En ésta las formas de entender estan en otro concepto
diferente a una forma combinatoria, las cuales por medio de la estructura de relacion y conexion lo
llevaron a proceder combinatoriamente, construyéndose asi las formas de pensar combinatorias y
manifestando el inicio de la construccién de significado de un principio combinatorio, en este caso
principio de la variacion.

a’ Actividad 3 - El intercambio u

INICIATIVA 1.

>
,

Solucion: .5 .

1)

IXGT XD e bros

Figura 44. Solucion E11-A3-E-1
La solucion A3-E-4 presentada en la Figura 45, el estudiante de E21deja ver como él construye primero

la solucion bajo un razonamiento basado en conceptos anteriores, para luego pasar a la estructura
combinatoria con una nueva forma de pensar mas robusta expresada con la construccion de un nuevo
significado al proceder conceptual anterior (principio del producto). Asi se consigue hacer la aplicacion
del concepto de variacién implicito en la solucién del problema (variaciones ordinarias con orden o
variaciones sin repeticion con orden), para dar una solucién directa del mismo. Se observa que logra
entender que el conteo requerido es seleccionar 4 elementos de un conjunto de 9 elementos, con orden
y sin repeticion (indicado por los cargos a ocupar, segun la posicion en que se esta ubicado). De este
modo se construye significado del concepto de variacién ordinaria, de contar subgrupos de k elementos

con orden y sin repeticion tomados de un conjunto de n elementos.
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INICIATIVA 4.

En un Comité Sindical se han escogido 9 personas. Entre ellas hay que elegir al presidente, al
vicepresidente, al secretario y al organizador cultural. ;De cuantas formas se puede efectuar la
eleccién? ;Cémo convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

ﬁ Actividad 3 - El intercambio ]

24-Ay-4
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Figura 45. Solucién E21-A3-E-4

INICIATIVA 9.

Alex, Melchor y Chavela participan de un juego que tiene 6 rondas. En cada ronda hay un solo ganador
y los resultados de las rondas son independientes. Si Alex gana la mitad de las rondas, Melchor gana el
doble de rondas de las que gana Chavela, ;de cuantas formas se pudo haber desarrollado el juego?
;Cémo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?. (Adaptado de 0CM-2012-NS)

Jncdia 4
& De C\:qﬂo'; formas &c p.rrlo hober desarolbdo e

Juego
A. Alex
Yondes del Jixgo N Melchor
: Chavela

B 16 Y i8] Ziei1

6" = BiAS A3 a2 ) q2Q 220
=TT (3rz41) (2-7) (1010 T
= 60

Figura 46. Solucion G-A3-C-9

La solucion de la Figura 46 realizado por un G de trabajo colaborativo deja ver claramente como los
estudiantes van de sus formas de entender esquematizadas (organizacién de la informacién en casillas
para aplicar el principio del producto), a las formas de pensar combinatorias (principio de la

permutacion). En éstas interpretaron la situacién como una permutacion con repeticién indistinguible en
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la que consideran 6 elementos (las rondas), y la repeticion se da en cada ronda que gana un mismo
participante. Cada una de ellas se hace indistinguible porque solamente esta contando el ser ganador.
Aqui se evidencia el desarrollo de la estructura combinatoria, ya que proceden directamente con las
formas de pensar combinatorias sustentadas en un argumento tedrico combinatorio (en este caso el
principio de la permutacion y la variacion), mostrando el cumplimiento de una de las observaciones
hechas por T. Gowers. Esto se dice por que en los comentarios realizados por los estudiantes en la
clase, decian: “esta iniciativa es parecida a la de las luces navidefias, solamente que ahora hay tres
clases de elementos (Alex, Melchor y Chavela)’. Esta interpretacion la realizaron al ver la cadena que
se forma cuando interpretaron la condicion dada en el problema. (Esta situacion es equivalente a contar
el numero de formas de organizar 3 A’s (tres veces gana Alex), 2 M’s (dos veces gana Melchor) y una C
(una vez gana Chavela), quedando en consideracion los arreglos posibles de una cadena con los
términosAAAMM C.).

Por dltimo se presenta la solucion de la Figura 47 de otro G colaborativo, en la que se manifiesta un
avance a una nueva estructura, la estructura de generalizacion combinatoria.

En este caso los estudiantes construyen una solucion general, a partir de la deduccion realizada sobre
los casos particulares, acreditando la existencia de nuevas formas de entender combinatorias, que a su

vez son la evidencia de la ejecucién de la segunda etapa del modelo.
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INICIATIVA 10.

s distintas pueden
b, no estin juntos? ;Y en las que no
n par de los elementos a.
b, y ¢ estén juntos? ;Cémo convenceria usted a un compasiero que su respuesta es correcta?

b) Ahora se tiene un conjunto de n el

efectuarse con los n elementos, en las que dos de ellos, @ y

Figura 47. Solucién G-A3-C-11

4.4, Actividad 4 — A4 - Calculando, combinando y contando

1. Fase1.

La primera fase de esta actividad posee el componente de la unidad de analisis, la cual corresponde a
la Actividad 4 — Calculando, combinando y contando. Para esta actividad la muestra objetivo era el total
de 299 soluciones esperadas, 23 estudiantes asistentes y con la participacion en 13 iniciativas de la

actividad.

La Figura 48 permite observar la distribucidn porcentual de las soluciones obtenidas durante la
realizacion de A4, en las clases C7 y C8. Al respecto conviene mencionar la inasistencia durante la
actividad de un 10% vy la no solucion SS de algunas iniciativas, especialmente en las iniciativas
extraclase X. Entre tanto, se puede indicar que la muestra real corresponde al 58,5% de la muestra

objetivo, de la cual se descuentan los aspectos indicados anteriormente.
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Figura 48. Unidad de Analisis: A4-Total de soluciones esperadas

2. Fase 2.

Esta fase corresponde a la categoria de analisis compuesta por las partes de la A4, iniciativas de
entrada E, extraclase X, colaborativas C y de la semana S, analisis realizado sobre la muestra real,
correspondiente a 176 soluciones sobre el total esperado. En la Figura 49 se presentan los resultados

de este andlisis sobre la muestra real. La muestra real de anélisis es el 67%, correspondiente a 120

soluciones.
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Categoria de anélisis: A4 - Total de soluciones muestra real: 176

m Solucion Correcta [ SC]
m Solucion Parcial [ SP ]
B Solucion No Correcta [ SNC ]

Figura 49. Categorias de Analisis: A4-Total de soluciones muestra real

De la anterior figura se destaca un porcentaje significativo en las soluciones no correctas [SNC]

posiblemente debido a la introduccion del concepto nuevo en la primera parte E el principio de la
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combinacion. De otro lado, en la segunda parte X y la tercera parte C se da un incremento en el
porcentaje de SC debido probablemente, como se observard mas adelante, a la interiorizacién del
principio, lo que es indicador de una transicién positiva entre las formas de entender a las formas de
pensar. La situacion ratifica, como en actividades anteriores, dos cosas, la interiorizacion y construccion
del significado del concepto combinatorio y el cumplimiento de la primera etapa del modelo

metodoldgico «I.C.O.R.», el Resultado «R».
3. Fase 3.

Esta fase corresponde al analisis realizado sobre la base de las soluciones correctas SC y las
soluciones parciales SP de la muestra real de analisis cuya distribucion porcentual se presenta en la
Figura 50. Al respecto el andlisis descriptivo, comentarios y discusiones particulares de estas soluciones

se presentan como el desarrollo de esta fase.

Categoria de analisis: A4 - Total de soluciones analizadas de la muestra real: 120
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Figura 50. Categorias de Analisis: A4-Total de soluciones muestra real de analisis

Cabe sefialar que en la A4 se mantiene un alto grado de participacion e interés de los estudiantes,

quienes han incrementado su aporte en el trabajo extraclase y mejorado su disposicion en el proceso de
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ensefianza y aprendizaje. Al mismo tiempo se indica como mejoraron los aportes gradualmente entre la

primera y tercera parte, evidenciandose la apropiacion del concepto de la combinacion.
4.41. Andlisis soluciones Actividad 4- A4

En esta etapa del proceso de implementacion de las actividades se evidencia y fortalece cada vez mas
la apropiacion de la metodologia implementada y de los conceptos trabajados anteriormente. Ya que,
por ejemplo, las configuraciones de los elementos del nuevo conjunto construido por el estudiante en el
proceso de solucion de un problema, es decir la manifestacion de las formas de entender (estructura de
relacion y conexion) se hacen de forma mas técnica. Ellas se organizan y orientan para proceder
centrado en el tipo de principio de conteo conocido o interiorizado anteriormente que puede emplearse
0 adaptarse ante la situacion, es decir que se manifiestan la formas de pensar (estructura conceptual),
las cuales con la experiencia, capacidad de analisis y abstraccion del estudiante, se pueden sintetizar
en nuevas formas de entender mas robustas, que implican construccién de significado de los conceptos

(estructura combinatoria y de generalizacién combinatoria).

Las soluciones de los estudiantes E15 y E24 presentadas en las figuras 51 y 52 respectivamente,
muestran a unos estudiantes con una estructura conceptual y combinatoria totalmente desarrollada en
la primera etapa del modelo «|.C.0.R.». Como se puede ver en sus soluciones, sus analisis y sintesis
se dan sobre unas formas de entender netamente combinatorias (estructura de relacion y conexion),
con las cuales deducen claramente lo que sucede en los procesos de conteo (particularizando
condiciones) que transfieren a sus formas de pensar (estructura conceptual) desarrollando sus
soluciones bajo los principios de conteo interiorizados en clases anteriores. Ademas, dejan ver el conteo
sistematico (listas, estructura de representacion) como una forma de verificacion, no como el recurso de

solucién tal como lo hacian al comienzo del proceso de aprendizaje en la actividad A1.
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INICIATIVA 1. .

Un profesor tiene cinco marcadores de diferente color ~ negro, rojo, azul verde y nmaranja - para
escribir en el tablero. ;De cudntas formas se puede escoger tres de ellos para hacer una explicacién en
el tablero? ;Cémo convencerfa usted a un compafiero que su solucidn es correcta?

Solucién.

t1arcodore

%)
=1

;J-':?\:
Figura 51‘. Solucién E15-A4-E-1
En la solucion dada por E15, se evidencia como la estructura de representacion (el uso de los conjuntos
para escribir esta representacion y la comparacion de las configuraciones) ha evolucionado durante la
implementacion de la metodologia propuesta en el modelo y el uso de la ensefianza a través de la
solucién de problemas. Sobre la representacion la estudiante evidencia las condiciones que exige el
problema (sin orden y sin repeticion), éstas son llevadas por la estructura de relacién y conexion a las
formas de entender combinatorias interiorizadas anteriormente (principio del producto y de la
permutacion), conceptos que permitieron desarrollar una nueva estructura conceptual. Es decir, se dio
la construccion de un nuevo significado a estos conceptos, que combinados formalizarén el nuevo
concepto, el principio de la combinacion, iniciandose de esta forma la construccion de una nueva forma
de pensar en el estudiante. Esto se ve en la solucién cuando la estudiante induce la forma de eliminar
los casos repetidos (las permutaciones internas de los tres marcadores escogidos), relacionando esta
simplificacion con el cociente entre los resultados obtenidos de forma independiente con los dos

principios de conteo aplicados. Este logro es una evidencia del cumplimiento de la primera etapa del

modelo, el Resultado y del mddulo 6 (la estructura general del modelo).
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INICIATIVA 1. 24 -Ay -1

Un profesor tiene cinco marcadores de diferente color - negro, rojo, azul, verde y naranja - para
escribir en el tablero. ;De cuintas formas se puede escoger tres de ellos para hacer una
explicacion en el tablero? ;Cémo convenceria usted a un compafiero que su solucidn es correcta?

Solucién:

Figura 52. Solucién E24-A4-E-1
En la solucion dada por E24 es un ejemplo de como el estudiante ha avanzado en la estructuracion de

sus formas de entender combinatorias, ya que relaciona el contexto de la iniciativa con una permutacion
de objetos indistinguibles de dos clases, una es la clase que representa los marcadores seleccionados y
la otra los no seleccionados. Este esquema es la evidencia de la construccion de un nuevo significado
al concepto de la permutacion, el cual sera ahora una nueva forma de pensar. Ademas, muestra como
recurso de verificacion la estructura de representacion (listado sistematico), forma de proceder correcta
porque para hacer una lista se debe conocer el total de elementos o configuraciones a listar, tornando
ésta una estructura formal de realizar un conteo, ya que si se realiza de forma contraria es una forma
intuitiva de hacer el conteo.

En la solucién de E15 mostrada la Figura 53 el estudiante presenta claramente la apropiacion de la
metodologia dada, evidenciando el uso de las recomendaciones que se daban en las actividades A1y
A2. Esta situacion deja en evidencia el alcance de los objetivos propuestos (estructura de
representacion dada a través de las acciones mentales ejecutadas para realizar la interpretacion y

materializadas en los esquemas realizados).
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INICIATIVA 5.

D.

Los puntos A, B, C, D, y E son coplanarios (pertenecen al mismo plano). Suponiendo que no hay tres de
estos puntos en una misma recta ;cudntas rectas quedaran determinadas por los cinco puntos dados?
:Cémo convenceria usted a un compaiiero que su solucin es correcta? Bajo las mismas condiciones,

;cudl es el nimero minimo de puntos que se requieren para determinar al menos 30 rectas?

Figura 53. Solucion E15-A4-X-5

Por otro lado, deja ver la interiorizacion del principio de la combinacion, en una parte porque logra
identificar las caracteristicas que deben cumplir los elementos del nuevo conjunto (sin orden y no
repeticion) lo que muestra una estructura de relacion y conexion, evidenciadas por las formas de
entender combinatorias y los preconceptos aplicados, como el principio del producto). Luego aplica el
principio de conteo adecuadamente que corresponde a una estructura conceptual, pues utiliza el
principio de la combinacion y su heuristica, mostrando el avance en sus formas de pensar. Hasta este
punto se puede considerar que se ha cumplido la primera etapa del modelo «I.C.O.R.», alcanzandose el
componente estructural del Resultado «R», correspondiente al Médulo 6, Resultados |, en la fase de
Control de la estructura general del modelo metodoldgico.

Por otra parte, porque consigue resolver la segunda pregunta planteada a la inversa, cuya forma de
solucion necesariamente requeria del uso del principio de la combinacién, una estructura combinatoria

dado que necesariamente parte su razonamiento de las formas de pensar desarrolladas, permitiéndole
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hacer uso directo de los principios de manera formal. En este punto se puede considerar que se ha
cumplido la segunda etapa del modelo «I.C.O.R.», alcanzandose el componente estructural de la
Replica «R», correspondiente al Médulo 7, Resultados I, en la fase de Control de la estructura general

del modelo metodoldgico.

INICIATIVA 8. A

a) Determine el nuimero de trayectorias s

(escalonadas) en el plano xy de P(2,1) a Q(8,5), si cada o | o la

trayectoria esta formada por escalones individuales que 5

van una unidad hacia la derecha (D) o una unidad hacia 4 p ol o]

arriba (A). Una posible trayectoria se presenta en la | A

figura. ;Cémo explicaria usted a un compafiero que su 7

respuesta es correcta? 2 :

b) Identificar dos puntos en el plano tales que la A ol o I

respuesta a la pregunta anterior sea menor que 10.

Mayor que 50. ;Cémo explicaria usted a un compafiero >
1 2 3 4 5 5 7 B

que su respuesta es correcta?
Trayectoria: DAAADDD ADD

Figura 54. Solucion E25-A4-X-8
La solucién presentada en la Figura 54, realizada por E25, parte del analisis de la configuracion donde

relaciona la situacion con una permutacion con repeticion de objetos indistinguibles (formas de
entender, estructura de conexion y relacion). Asi se ve la relacion de este caso particular con el principio
de la combinacion, en el cual se involucran dos condiciones Unicamente, en este caso los movimientos

arriba y a la derecha, lo cual corresponde a formas de pensar, o sea, la estructura conceptual.
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INICIATIVA 10.

Si se dispone de ocho objetos, ;qué es mayor, el nimero de agrupaciones tomandao de a tres objetos o
el nimero de agrupaciones tomando de a cinco de los mismos objetos? Razone su respuesta. Antes de
hacer ningiin cdlculo piense intuitivamente una respuesta: ;es correcta su intuicién? En caso contrario,
;donde esta la falla?
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Figura 55. Solucién G-A4-C-10

En la Figura 55 los estudiantes en trabajo colaborativo asociaron la situacion con una iniciativa anterior,
de la cual relacionan la combinacién dada con un movimiento en el plano, deduciendo que el espacio de
recorrido es el mismo, que lo que ocurre es una rotacion de la figura que enmarca el espacio de
movimiento. De esta forma se concluye que las expresiones son equivalentes.

En la solucién dada por este grupo y presentada en la Figura 56 son correctas la b, ¢ y d. Estas
soluciones develan un avance significativo en la apropiacion del concepto de combinacién y los
anteriores, ya que en algunas situaciones se requiri® emplear la combinacion de dos principios.
Alcanzar estos estados para el estudiante significara haber desarrollado la estructura combinatoria en lo

que a este principio se refiere.
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INICIATIVA 12.

En un juego de POKER, ;de cudntas formas puede recibir un jugador una mano (una mano son cinco
cartas, escogidas al azar)? ;Como explicaria usted a un compafiero que su respuesta es correcta? Si:

&

3 3 7 s..le.. | a) la mano es una "Escalera de color'- cinco

AR AR FAERC (-4E o .. .

12 1% ol ot |22 [I2 #,¢ | | cartas en orden numérico, todas del mismo palo-

| las |59 | ++| +%%| % il |.Eldibujo muestraun ejemplo.

A2 |a )& n B b) la mano es un “Péker” - cuatro cartas del

M K I e i mismo valor ¥ una carta no emparejada-. El
it | i | el S dibujo muestra un ejemplo.

(Rpse || K e | |10 v 105 & c) la mano es un “Full” - tres cartas del mismo

";ﬁ ‘“u‘g -9@ W oy [l oy valor ¥ un par de un mismo valor diferente al
(gt %__“, sl el 2% anterior-. El dibujo muestra un ejemplo.

ig'_i g«; MR HEE g * d) la mano es un “Celor” - cinco cartas del
A S * mismo palo-. El dibujo muestra un ejemplo.
* L * % L *
3 |13 ge; 2” 6:4+ |e) la manc es una “Escalera” - cinco cartas
T s consecutivas. El dibujo muestra un ejemplo.
* ¥ . &

Figura 56. Solucion G-A4-C-12

4.5. Actividad 5 - A5 -; Pensamiento o suerte?

1. Fase1

La primera fase de esta actividad posee el componente de la unidad de analisis, la cual corresponde a
la Actividad 5 — ; Pensamiento o suerte? Para esta actividad la muestra objetivo conté con un de total
de 253 soluciones esperadas, 23 estudiantes asistentes y con la propuesta de 11 iniciativas en la
actividad.

La Figura 57 permite observar la distribucion porcentual de las soluciones obtenidas durante la
realizacion de A5, en las clases C9 y C10. En relaciéon con ella se destaca un aumento en la
inasistencia, la cual alcanz6 un 19%, lo que afecta directamente los otros tipos de soluciones. En la

actividad A5 los tipos de soluciones presentan un desarrollo casi homogéneo.
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Unidad de analisis: A5-Total soluciones esperadas: 253
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sC sp SNC 55
TIPO DE SOLUCIONES

Figura 57. Unidad de Analisis: A5-Total de soluciones esperadas

De este modo se obtiene la muestra real que se ajusta en 61,3% de la muestra objetivo de la cual se

descuentan los aspectos indicados anteriormente.
2. Fase2

Esta fase corresponde a la categoria de analisis compuesta por las partes de la A5, iniciativas de
entrada E, extraclase X, colaborativas C y de la semana S, analisis realizado sobre la muestra real,
correspondiente a 155 soluciones sobre el total esperado. En la Figura 58 se presentan los resultados
de este analisis sobre la muestra real, de la cual se tomd como muestra real de anélisis el 71%,

correspondiente a 110 soluciones.

Categoria de analisis: A5 - Total de soluciones muestra real: 155

30,0%

24,5%
25,0

x
w
&

20,0% |

15,0% m Solucion Correcta [ SC]

11,0%

m Solucion Parcial [ SP ]
m Solucién No Correcta [ SNC |

10,0% |

5,0% -

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

,0% 0,0%0,0%0,0%

0,0%
E X C S
PARTE DE LA ACTIVIDAD

Figura 58. Categorias de Analisis: A5-Total de soluciones muestra real
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Es significativo el incremento de las SC con el desarrollo de las diferentes partes de la actividad y la
disminucion de las SNC, situacién que se conceptla se generd porque la actividad comprendia una
miscelanea de iniciativas referentes a los conceptos de las actividades anteriores, mostrando la

apropiacion de dichos conceptos por los estudiantes.
3. Fase 3

Esta fase corresponde al andlisis realizado sobre la base de las soluciones correctas SC y las
soluciones parciales SP de la muestra real de analisis cuya distribucién porcentual se presenta en la
Figura 59. Al respecto el andlisis descriptivo, comentarios y discusiones particulares de estas soluciones

se presentan como el desarrollo de esta fase.

Categoria de analisis: A5 - Total de soluciones analizadas de la muestra real: 110

35,0%

32,7%

30,0%

25,0%

20,0%
20,0%

15,5%

® Soluciones Correctas [SC]

15,0%
u Soluciones Parciales [SP]

10,0%

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

0,0% 0,0%

E

E X C s
PARTE DE LA ACTIVIDAD

Figura 59. Categorias de Analisis: A5-Total de soluciones muestra real de analisis

De acuerdo con la A5 es pertinente reconocer como se incrementa en porcentaje las SC en la tercera
parte como consecuencia de un marcado interés por las iniciativas novedosas que se presentan en la
actividad y porque la consecucion de la solucién de las iniciativas se convirti6 en un reto para los
participantes. Ademas se puede ver como para este caso se enriquece la participacion y aportes en la

tercera parte. En relacion con la iniciativa de la semana no se presenta participacion.

129



4.51. Analisis Soluciones Actividad 5- A5

Los resultados presentados y construidos por los estudiantes en esta parte del proceso dejan ver cémo
el modelo se puede desarrollar completamente en sus dos etapas RESULTADO y REPLICA, mostrando
como la maduracion gradual de un concepto se convierte en la construccion de un significado robusto

del mismo.

Como la actividad A5 se construyd como una miscelanea de iniciativas que involucran los cinco
primeros principios trabajados, en las soluciones presentadas a continuacion se evidencian los avances
significativos en la construccion de significado de los conceptos, la maduracion en las formas de
entender (estructura de relacion y conexidn), haciéndose ésta mas formal. Al mismo tiempo se van
dando las nuevas formas de pensar, evidenciadas con la construccion de nuevos significados de los

conceptos ya organizados, los cuales son orientados para dar solucidn a las nuevas iniciativas.

Este tipo de razonamiento se puede evidenciar en las Figuras 60 a la 63 en las cuales se presentan
unas soluciones con una estructura de analisis similar a la realizada en la Actividad 4, con la diferencia
que en estas soluciones se da avance significativo en la formacién de las nuevas estructuras.

La estructura combinatoria es la primera de ellas en la cual los estudiantes muestran un proceder
directamente desde las formas de pensar ya estructuradas (principios de conteo formales) como se
puede ver en las figuras presentadas, siendo este proceder el cumplimiento de la segunda etapa del
modelo, la Réplica, que representa el desarrollo del mddulo 7 de la estructura general.

La segunda es la estructura de generalizacion combinatoria, en la cual los estudiantes logran construir
modelos generales para las soluciones que ademas son replicados en diferentes contextos. Por

ejemplo, la Figura 60 es un caso propio del conteo, la reparticion.
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INICIATIVA 5.
Determinar. ;De cudntas maneras se pueden distribuir 4 pelotas de golf en 10 cajas, si:

a) todas las pelotas son diferentes y en ninguna caja cabe mas de una pelota?

b) las pelotas son indistinguibles y en ninguna caja cabe mas de una pelota?

c) todas las pelotas son diferentes y en cada caja caben cuantas pelotas se desee?

d) las pelotas son indistinguibles y en cada caja caben cuantas pelotas se desee?

e) Se han descrito cuatro situaciones distintas de conteo. Enunciar el caso general para cada una
de estas situaciones. Elaborar un modelo general para la solucién de cada caso y explicar el
modelo usando argumentos combinatorios.

¢Cémo convencerifa usted a un compaiiero que sus respuestas son correctas?

3¢ Tokobva N°5
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Figura 60. Solucién E15-A5-X-5

Las Figura 61 y 63 son aplicaciones en geometria y la Figura 62 es una aplicaciéon en un contexto
social, el lenguaje braille. Estos casos son evidencia del desarrollo del Modulo 8, Resultados Il en el
cual se evidencia la incorporacion de los nuevos instrumentos por parte de los estudiantes (las nuevas
formas de entender combinatorias, el uso de los principios de conteo), mostrando la apropiacion de los
objetos, es decir de las nuevas formas de pensar combinatorias. Estas estructuras conceptuales se
evidencian cuando los estudiantes logran hacer combinaciones de los conceptos simples, formando
nuevas estructuras manifestadas en la construccion de nuevos significados de los conceptos

interiorizados en la primera etapa del modelo.
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Actividad 5 - ;Pensamiento o suerte?

INICIATIVA 6.
Sobre la circunferenda de un circulo dado se han marcado ocho puntos equidistantes, como se muestra enlas
cuatro figuras.

a) Para las partes (a) y (b) tenemos dos tridngulos diferentes (aunque congruentes). Estos dos
tridngulos (que se distinguen mediante sus vértices) surgen de dos selecciones de tres de los
vértices A, B, C, D, E, F, G, H. ;Cuantos tridngulos diferentes (congruentes o no) podemos inscribir
de esta forma en el circulo? Nota: El tridngulo ABC es el mismo que el tridngulo CAB, etc.

b) Cuéntos de los tridngulos de la parte (a) son isdsceles?

c) (Cuéntos tridngulos diferentes (no congruentes) hay?

d) ;Cudntos cuadriliteros convexos, diferentes podemos inscribir en el circulo usando los vértices
marcados? (como el mostrado en la figura (c))

e) (Cudntos de los cuadriliteros de la parte (c) son cuadrados?

f) (Cuéntos de los cuadriliteros de la parte () son recténgulos, no cuadrados?

g) (Cuéntos pentdgonos, congruentes al mostrado en la parte (d) se pueden inscribir en el circulo?

h) Cuéntos poligonos diferentes, de tres o més lados, podemos inscribir en el circulo dado, usando
tres o més de los vértices marcados?

(Problema tomado de Matemiticas Discretas y Combinatoria, Ralph P, Grimaldi, 3* Edicién)
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Figura 61. Solucién E3-A5-X-6

Actividad 5

TERCERA PARTE
INICIATIVAS COLABORATIVAS

INICIATIVA 8.

;(Pensamiento o suerte?

g

El lenguaje Braille. El sistema Braille (lenguaje de escritura y lectura para personas invidentes) se
construye a partir de seis puntos numerados como se muestra en la figura. Por ejemplo la letra “w",
tiene en relieve (ovalo relleno en la figura) las posiciones 2, 4, 5, y 6. Los simbolos que se construyen

son las letras, los nliimeros, signos de puntuacién, entre otros.

A) (Cudntos simbolos diferentes se pueden construir en el sistema braille? w X y
B) (Cudntos simbolos tienen exac tres puntos en relieve? ©olo O—.— ‘.. LY}
C) (Cudntos simbolos tienen un niimero par de puntos en relieve? @c 00 00
D) ;Cuéntos simbolos tienen al menos cuatro puntos en relieve? A0 00 .. @9
r/l'&t\whb. 3
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Figura 62. Solucién G-A5-C-8
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INICIATIVA 9.

En una recta se han tomado p puntos, y en una recta paralela a ella, otros q puntos. ;Cudntos
tridngulos existen, cuyos vértices sean estos puntos? ; Cémo convenceria usted a un compafiero que su
respuests es correcta?

_,Enuu"l\i ‘_‘,_.

@ Uumd L,| Vode pesible

Jemd Jr ‘Uj .14\ ;\umh‘:r‘- LA 500

Figura 63. Solucién G-A5-C-9

4.6. Actividad 6 — A6 - Triangulos Aritméticos

1. Fase1

La primera fase de esta actividad posee el componente de la unidad de analisis, relacionado con la

Actividad 6 — Tridngulos Aritméticos. Para esta actividad la muestra objetivo esperado era un total de

276 soluciones, 23 estudiantes asistentes y con la solucion a 12 iniciativas que contenia la actividad.

Unidad de analisis: A6-Total soluciones esperadas: 276

24,3%

n
e
=}
®

msC
msp

mSNC

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

sC sp SNC
TIPO DE SOLUCIONES

S5

mSS
-

Figura 64. Unidad de Analisis: A6-Total de soluciones esperadas

La Figura 64 expone la distribucion porcentual de las soluciones obtenidas durante la realizacion de AG,

en las clases C11 y C12. De acuerdo con A6 se sefiala un ligero incremento en SC alcanzadas y
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disminucién en la inasistencia con respecto A5, donde alcanzd un 19%. De este modo se obtiene la

muestra real; ésta se ajusta al 62% de la muestra objetivo.
2. Fase2

Esta fase corresponde a la categoria de analisis compuesta por las partes de la A6, iniciativas de
entrada E, extraclase X, colaborativas C y de la semana S, andlisis realizado sobre la muestra real,
correspondiente a 171 soluciones sobre el total esperado. En la Figura 65.se presentan los resultados

de este analisis sobre la muestra real, que es el 77,2%, correspondiente a 132 soluciones.

Categoria de analisis: A6 - Total de soluciones muestra real: 171
25,0%

19,9%

o
k=]
=]
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17,0%
5,2%
15,0%

12,9%

= Solucién Correcta [ SC]
5.8%8,8% m Solucién Parcial [ SP]
= Solucién No Correcta [ SNC |

5,0%

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

0,0%0,0%0,0%

0,0%
E X C S

PARTE DE LA ACTIVIDAD

Figura 65. Categorias de Andlisis: A6-Total de soluciones muestra real

Al respecto es conveniente mencionar el incremento en las soluciones SC presentadas en las
actividades de la parte X y, de igual manera, la disminucién de las SNC finalizando la A6 y las
soluciones SP, esto probablemente debido al notorio esfuerzo por encontrar las soluciones a las
diferentes iniciativas propuestas, que en muchas oportunidades si no se encontraron las SC, si se
caracterizaron por buscar con esfuerzo las rutas para llegar a ellas.

Ademas se evidencia un buen progreso en el inicio de la interiorizacion del concepto relacionado con el
Teorema del Binomio implementado con un significado combinatorio. En la primera parte de la actividad
no se evidencid un nivel alto de usar este teorema por intuicion, dado que por comentarios en clase los

estudiantes dijeron “desconocer” esta aplicacion del teorema; solamente era claro para ellos el uso
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algebraico que se le da. Luego de que se dio a conocer esta herramienta como una aplicacion de origen
combinatorio, fue muy evidente su comprension del manejo algebraico que ya conocian como

preconcepto operatorio.
3. Fase3

Esta fase corresponde al andlisis realizado sobre la base de las soluciones correctas SC y las

soluciones parciales SP de la muestra real de analisis cuya distribucién porcentual se presenta en la

Figura 66.
Categoria de analisis: A6 - Total de soluciones analizadas de la muestra real: 132
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Figura 66. Categorias de Analisis: A6-Total de soluciones muestra real de analisis

Al respecto el andlisis descriptivo, comentarios y discusiones particulares de estas soluciones se
presentan como el desarrollo de esta fase.

De acuerdo con los resultados de la A6 es pertinente reconocer como se incrementa en porcentaje de
SC en la segunda y tercera parte como resultado de la necesidad que desarrollaron los estudiantes por
encontrar soluciones diferentes a las iniciativas que comprendia la actividad. De igual modo se
evidencié mayor intervencién en la segunda parte X y tercera parte C de A6. En relacidn con la iniciativa
de la semana no se presenta participacion probablemente debido a la falta de tiempo de los

estudiantes.
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4.6.1. Analisis Soluciones Actividad 6- A6.

= #Actividad 6 - Tridagulos Aritméticos |

PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA
Al resolver las sigulentes iniciativas, escriblr su solucidn con todos ks procedimientos y cilculos
realizados debidamente argumentados.

INICIATIVA 1, ) (oda tuneda bine
Las caras de una moneda s han remarcado con dos medidas dferentes (ver Figura 1) para asignar has [ @/ (ada fryntda Tt L Getany
dimensiones a un rectingulo, Si la moneda e knza dos veces de tal forma que el primer resultado se
asigoa o Ja modida de la base y el sequndo resultado 2 la medida de la oltura respictivaments,
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l

€) A qué expresidn algebraica se pueden asoctar Jos resultad {Cbmo .
wsted a un compadero que su respuests es cormecta? 1 (4

Figura 67. Solucién E11-A6-E-1

Actividad 6 - Tridngulos Aritméticos I ]

€
NICIATIVA 2.
a) Dados cuatro conj no disy entre sf, jcud i de dos se
pueden formar entre ellos? ;Cémo convencerfa usted a un compafiero que su respuesta es
correcta?

b) ;Cudntos conjuntos no disyuntos entre sf son necesarios para que ente ellos haya 10
intersecciones de tres en tres (3 conjuntos diferentes en cada una de las intersecciones)? (Cémo
convenceria usted a un compaiiero que su respuesta es correcta?
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Figura 68. Solucién E15-A6-E-2

Para resaltar en esta actividad las iniciativas propuestas estaban disefiadas para ser solucionadas con
el uso del desarrollo del Teorema del Binomio, situacion que no se presentd en las iniciativas de la

primera parte. Ante esto los estudiantes usaron sus formas de entender combinatorias ya desarrolladas
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y sus estructura conceptual sobre las mismas (formas de pensar), logrando dar la solucién como se

muestra en las Figuras 67 y 68.

| Actividad 6 - Tridngulos Aritméticos l

scC €

(cudl es el coeficiente de p*q?7 (Cémo convenceria usted a

INICIATIVA 3.

a) Al desarrollar el binomio (p + ¢)*.

un compafiero que su respuesta es correcta?

b) Explique el significado del término construido con la respuesta anterior p*q*)} desde ¢

binatoria y el contec

punto de vista de L
blema, en el cual una de las formas de obtener su solucidn sea utilizando alge

¢) Proponga un pro
Gue aparece en el desarrolio del binomio (p + q)*

Solucion.

Figura 69. Solucion E21-A6-E-3

La solucion de la Figura 69 muestra como el estudiante evidencia la construccion de un significado para
el concepto de la combinacion, al deducir su equivalencia con el los numeros combinatorios (Triangulo
de Pascal).

En las soluciones presentadas en las figuras 70 a la 72, se evidencia la apropiacion del desarrollo del
Teorema del binomio como una herramienta que ahora hara parte de la estructura conceptual utilizada
en la solucién de problemas combinatorios. Ademas se evidencia la transferencia de las formas de
entender (principio de la variacién y de la combinacion), sobre una nueva forma de pensar combinatoria

(el desarrollo del Teorema del binomio).

137



Actividad 6 - Triangulos Aritméticos IHI

INICIATIVA 6.
EL TRIANGULO DE PASCAL

La figura presentada corresponde al Triangulo de Pascal.

a) Analice y describa su construccion con argumentos

combinatorios.

b) Expllque otras formas de pr

los nimeros combinatorios que conforman el Triangulo de

Pascal sin que pierdan sus propiedades.

c) Explique el significado combinatorio de estos nimeros

bl gl

cuando son asumidos como los coeficientes de los términos generados al desarrollar un binomio.

d) Descubra las relaciones que existen entre los nimeros de una misma fila, la relacion que existe
entre los nimeros de las diagonales y todas las relaciones que su imaginacion lo dejen ver.

Justifique y argumente cada una de estas relaciones con resultados mate

2et 1e

¥y cc torio:

Por ejemplo, al hacer 1a suma de los nimeros de cada fila ;qué puede concluir? De un ejemplo en

cada situacién propuesta.
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Figura 70. Solucién E21-A6-X-6
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Figura 71. Solucion G-A6-C-9
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ctividad 6 - Tria

éticos
INICIATIVA 9.

Se presenta una encuesta de opinién de diez preguntas, con tnicas respuestas de que “SI” o “NO” se
estd de acuerdo con cada pregunta del tema de consulta. Como ésta es virtual, se deben contestar las
diez preguntas para poder ser guardada y enviada.

a) :De cuéantas formas puede una persona contestar la encuesta? ;Cémo convenceria
usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

b) ;Cuéntos resultados tienen al menos tres respuestas con “NO”? ;Cémo convenceria
usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

c) Proponga el caso general para esta situacién y su respectivo modelo general para su

solucién, explicando el proceder operatorio implicito en él bajo argumentos combinatorios y
de conteo.

Jocatva #9
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Figura 72. Solucién G-A6-C-9
En esta iniciativa se solicitaba a los estudiantes hacer una demostracion, pero ellos solamente llegaron

a realizar la verificacion de la identidad combinatoria, como se puede ver en la Figura 73.
Actividad 6 - Triangulos Aritméticos

INICIATIVA 10.

a) Demostrar o refutar: (n * 1) s (n -1

3 3 )=("_1)2

b) Proponer y resolver un problema en el cual su solucién se pueda dar con la parte izquierda o
derecha de la anterior igualdad.

/I)I[/all v 10

Demmestlramos /0 mv& 7emp/aamoo n:é.
(éu) (6—:) o pEmit
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Cgr / 4 @/ /’)ro/mw &f eperiecro s sl
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Figura 73. Solucién G-A6-C-10
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4.7. Actividad 7 - A7 - ; Cuantas veces me cuentan?

1. Fase1

Unidad de analisis: A7-Total soluciones esperadas: 276
40,0%

o
=)
X

35,0% 33,79
)
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£ 15,0% e L
= 11,6%
| 10,5% -
Q 100%
@]
a

5,0% — ]

sc sp

SNC SS
TIPO DE SOLUCIONES

Figura 74. Unidad de Analisis: A7-Total de soluciones esperadas

La fase esta formada por el componente de la unidad de anélisis que corresponde a la Actividad 7 -
¢ Cuantas veces me cuentan? La muestra objetivo, comprende un total de 276 soluciones esperadas,
con la asistencia total de los 23 estudiantes que tenian como reto la solucion de 12 iniciativas que
contenia A7.

En la Figura 74 se muestra la distribucion porcentual de las soluciones obtenidas durante la
implementacion de A7, durante el desarrollo de las clases C13 y C14. De ésta resaltamos los aportes
alcanzados para lograr SC y el porcentaje de SS. La primera situacién se atribuye al compromiso e
interés despertado por trabajar en torno al principio de inclusion — exclusién y la segunda situacion al
tiempo que fue un limitante para que en las diferentes etapas de la actividad se abordaran otras
soluciones a las iniciativas. De este modo se obtiene la muestra real de 60,9% de la muestra objetivo,

de la cual se descuentan los dos aspectos tratados anteriormente.
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2. Fase?2

Esta fase corresponde a la categoria de analisis compuesta por las partes de la A7, iniciativas de
entrada E, extraclase X, colaborativas C y de la semana S. El analisis fue realizado frente a la muestra
real, correspondiente a 168 soluciones sobre el total esperado. En la Figura 75 se presentan en los
resultados de este analisis sobre la muestra real; se tomd como muestra real de analisis el 74,4%, que

corresponde a 125 soluciones.

Categoria de analisis: A7 - Total de soluciones muestra real: 168

25,0% 23,8%

20,0% 18,5%

17,3%

15,0%
m Solucion Correcta [ SC]
10,0% W Solucion Parcial [SP ]

B Solucién No Correcta [ SNC |

PORCENTAJE DE SOLUCIONES

]

0,0% 0,0% 0,0%

0,0% |
E X C s
PARTE DE LA ACTIVIDAD

Figura 75. Categorias de Andlisis: A7-Total de soluciones muestra real

Acerca de los resultados se resalta el avance significativo reflejado en la disminucién de las soluciones
no correctas SNC presentado entre la primera parte E y la segunda parte X que evidencia la
apropiacion del principio de inclusion — exclusion. En la parte E se muestra una alta tendencia en las
SNC aparentemente debido a pocos elementos espontaneos para abordar las iniciativas propias de
este principio y porque los participantes buscan equivocadamente rutas desde otros principios
trabajados anteriormente.

Sin embargo, hacia la tercera parte C se muestra avance en transitar de las formas de entender a las
formas de pensar, generando mayores soluciones adecuadas a las iniciativas SC. En efecto, el
estudiante en este momento ha alcanzado una construccién de significados mas robusto de los

conceptos.
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3. Fase3

Esta fase corresponde al andlisis realizado sobre la base de las soluciones correctas SC y las
soluciones parciales SP de la muestra real de analisis cuya distribuciéon porcentual se presenta en la
Figura 76. Al respecto el analisis descriptivo, comentarios y discusiones particulares de estas soluciones

se presentan como el desarrollo de esta fase.

Categoria de analisis: A7- Total de soluciones analizadas de la muestra real: 125

32,0%

250% 37%

20,0% 19.2%

® Soluciones Correctas [SC]

&
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12,0% & Soluciones Parciales [SP]

PORCENTAJE DE SOLUCIONES
B
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®

§

0,0% 0,0%

H

E x [ s

PARTE DE LA ACTIVIDAD

Figura 76. Categorias de Analisis: A7-Total de soluciones muestra real de analisis

En relacion con esta actividad A7 se destaca el permanente interés manifestado por los estudiantes por
participar en cada una de las etapas y el esfuerzo por presentar SC con permanente retroalimentacién
con los equipos de trabajo. Se indica como para este caso la parte mas exitosa de la actividad fue la
segunda parte, las actividades extraclase X y las colaborativas C que refuerzan el avance en el proceso

por desarrollar el pensamiento combinatorio.
4.71. Analisis Soluciones Actividad 7- A7

Las soluciones presentadas en las Figuras 77 y 78 muestran como los estudiantes que tienen
organizadas sus formas de entender en operaciones entre conjuntos las usaron para orientarlas a una
forma de pensar que en el momento fue natural para los estudiantes pues desconocian que el principio
que se estaba utilizando correspondia al principio de conteo llamado de inclusién - exclusién. Se puede

afirmar que fue natural el razonamiento por el preconcepto interiorizado en teoria de conjuntos. Por otra
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parte, en la solucion de la Figura 79 el estudiante aplica la exclusion Unicamente de forma sistematica al

descartar los valores dados por las restricciones de las variables de las ecuaciones.

——

INICIATIVA 1.
Una farmacia rebajé el precio de una locién y el de una crema. La contabilidad al final de un

dia indicé que 80 personas hicieron alguna compra. Si 66 personas habfan comprado crema,
21 habfan comprado locién, y 12 personas ambos productos. ;Cudntas personas no
aprovecharon la oferta?, ;Cémo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es

Actividad 7 - ;Cusntas veces me cuentan? ]

correcta?
()
Solucién. .
s 3
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Figura 77. Solucion E18-A7-E-1
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Figura 78. Solucién E9-A7-E-1

Actividad 7 - ;Cudntas veces me cuentan? l

e —

JCIATIVA 4. y
Cuintas soluciones tiene la ecuacién x; +xz + x3=11, dondg Xy, X3, X3 son en;cros ?w
ﬁegalivos talesquex; €3, x; <4, ¥y X3 = 67 ;Como convenceria usted a un compafiero q

su respuesta es correcta? £

Solucién.

LS

Figura 79. Solucion E26-A7-E-4

En las soluciones de las Figuras 80 a la 82, se evidencia como se facilitd la interiorizacidén de este
principio al existir una estructura de representacion ya formalizada en los estudiantes como preconcepto

(diagrama de Venn) que facilita hacer la relacién y conexion con el principio de Inclusién-exclusion
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(nueva forma de entender). Este concepto a su vez se formaliza con la estructura conceptual al darle un

significado combinatorio al desarrollo del principio asociado al desarrollo del Teorema del Binomio.

INICIATIVA 5.
Una encuesta realizada a 600 empleados de una empresa, revelé que 277 tenian casa propia;

automévil y casa, 190 casa y computador portatil, y 105 tenian casa, automdévil y portatil.

;Cuantos de estos empleados no cuentan con ninguna de estas propiedades? ;Cémo
convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

. ™ \
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Figura 80. Solucion E18-A7-X-5
Acti Cuan ces me cuen
INICIATIVA 6.

;De cuantas maneras podemos seleccionar 6 cartas de una baraja de Poker (la baraja tiene 52
cartas) de modo que tengamos por lo menos una carta de cada pinta? ;Cémo convenceria
usted a un compafiero que sus respuestas son correctas? (Tomado de Un recorrido por la
combinatoria I).
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Figura 81. Solucién E9-A7-X-6
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INICIATIVA 9.
Dentro de un cuadrado de drea 6 cm® se colocan 3 tridngulos de &reas 2, 3 y 4 em®,
respectivamente. Muestre que dos de los tridngulos se traslapan en una regién de irea mayor

oigual a 1. ;Cémo demostraria usted a un compariero que su respuesta es correcta? (Tomado de
combinatoria para Olimpiadas, Nieto, 2014).
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Figura 82. Solucion G-A7-C-9

4.8. Actividad 8 — A8 - ; De cuantas formas?

1. Fase1.

La primera fase de esta actividad posee el componente de la unidad de analisis, la cual corresponde a
la Actividad 8 - ;De cuéntas formas? En esta actividad la muestra objetivo, era el total de 276

soluciones esperadas, 23 estudiantes asistentes y con la participacion en 12 iniciativas de la actividad.

Unidad de analisis: A8-Total soluciones esperadas: 276

15,6% mes

15,0% 13.8%
11,2% L
5,00
0,0% I
sc sp 55 ]

SNC
TIPO DE SOLUCIONES

45,0%
a0,0% 39,1%
@
W as.0%
]
9]
3 30,0%
[o]
@ 250% msc
w
[a} 20,3% wsk
g 20,0% mSNC
=
z
o
[§]
14
o]
o

=]
=)
*

Figura 83. Unidad de Analisis: A8-Total de soluciones esperadas

La Figura 83 permite observar la distribuciéon porcentual de las soluciones obtenidas durante la

realizacién de A8 en las clases C15 y C16. Adviértase pues que situaciones como la inasistencia | e
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iniciativas sin solucion SS se mantienen durante la actividad, pero se marca una elevada tendencia a

SC y SP. De este modo se obtiene que la muestra real corresponda al 68,5% de la muestra objetivo.
2. Fase?2.

Esta fase corresponde a la categoria de analisis compuesta por las partes de la A8, iniciativas de
entrada E, extraclase X, colaborativas C y de la semana S. El analisis fue realizado sobre la muestra
real, correspondiente a 189 soluciones sobre el total esperado. En la Figura 84 se presentan los
resultados de este analisis sobre la muestra real, de la cual se tomé como muestra real de analisis es

el 79,9%, correspondiente a 151 soluciones.

Categoria de analisis: A8 - Total de soluciones muestra real: 189
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Figura 84. Categorias de Andlisis: A8-Total de soluciones muestra real

De la anterior figura se destaca un porcentaje significativo de soluciones no correctas SNC
posiblemente debido al grado de dificultad de las iniciativas y porque éstas comprendian una
miscelanea de los diferentes principios: suma, producto, permutacion, variacién, combinacion, teorema
del binomio e inclusién-exclusién, que requerian de una eleccion acertada al momento de hallar una
solucién.

Al lado de ello, es claro que en la tercera parte C se da un incremento en el porcentaje de SC

claramente debido a la interiorizacion de los principios. Al llegar a este punto es observable en los
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estudiantes un avance entre las formas de entender a las formas de pensar, dando por logrado el
cumplimiento de lo planteado en el modelo metodolégico «I.C.O.R.».

3. Fase3.

Categoria de analisis: A8- Total de soluciones analizadas de la muestra real: 151

3
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Figura 85. Categorias de Analisis: A8-Total de soluciones muestra real de analisis

Esta fase corresponde al andlisis realizado sobre la base de las soluciones correctas SC y las
soluciones parciales SP de la muestra real de analisis cuya distribuciéon porcentual se presenta en la
Figura 85. Al respecto el anélisis descriptivo, comentarios y discusiones particulares de estas soluciones
se presentan como el desarrollo de esta fase.

Cabe sefalar que en la A8 predominé el alcance de SC en las diferentes partes de la actividad y se
fortalecio el trabajo de retroalimentacion en la parte C que contrasta con un alto nimero de soluciones
parciales SP debido a la continua discusion frente a las posibles soluciones planteadas por los
estudiantes en las iniciativas propuestas. Alrededor de las iniciativas se finaliza con un buen nivel de
disposicidon en el proceso de ensefianza y aprendizaje. Ademas se muestra una participacion con
aportes en las tres primeras partes de la actividad a diferencia de la iniciativa planteada en S, pues

corresponden al tiempo que administra mejor el estudiante.
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4.8.1. Analisis Soluciones Actividad 8- A8.

Esta actividad es una miscelanea que recoge todos los principios trabajados. En sus soluciones los
estudiantes dejan ver una pluralidad en sus soluciones, ratificando el proceso llevado a cabo en cuanto
a la evaluacion de las acciones mentales, la formalizacion de las formas de pensar combinatorias (uso
de los principios fundamentales de conteo) y el desarrollo de nuevas formas de entender, que les

permitieron hacer avances en la estructuracion de su pensamiento combinatorio.

l Actividad 8 - ;De cudntas formas? I

INICIATIVA 1.

Doce platillos de forma idéntica, se ordenan en cuatro it
columnas verticales, como se muestra en la figura. Hay T
cuatro de color rojo en la primera columna, tres de color
azul en la segunda columna, dos grises en la tercera
columna y tres blancos en la cuarta. Para entrenar el
equipo de tiro, Dora debe romper los 12 platillos de doce
disparos consecutivos. Primer caso: ;De cuantas formas
puede disparar y romper los 12 platillos? Segundo caso:
¢De cuantas formas puede disparar y romper los 12
platillos, si siempre debe romper el primer platillo que
queda en la parte inferior de cada columna? ;Cémo
convenceria usted a un compafiero que sus respuestas son correctas?
(Adaptado de Matematicas Discreta y Combinatoria, Grimaldi)

@3-

Solucién:

>
|
NG
N\
N
N

Figura 86. Solucion E15-A8-E-1
En las Figuras 86 a la 88 se exponen estas soluciones. En ellas se ratifican las conclusiones que se han

estado formalizando al hacer el analisis de cada una de las actividades anteriores.
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Actividad 8 - ;De cudntas formas? I

INICIATIVA 3. ) ~ INICIATIVA 9.
:De cuéntas formas se pueden escoger dos fichas de domind, de las 28 que hay, de forma
que se puedan aplicar una a la otra (es decir, que se encuentre el mismo niimero al menos

En un rectdngulo dg 5_6v>< 98 cm se trazan rectas paralelas a los lados de tal manera queel
rectdngulo queda dlvn.jntio en cuadrados. ;Cuél es el menor nimero de rectas que se debe
trazar para lograr la divisién del rectdngulo en cuadrados? ;C6mo convencerfa usted a un

o una vez en las dos fichas)? ;Cémo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es
compaiiero que su respuesta es correcta? correcta?
(Tomado de OCM-2012-NS) E )
Solucién: _!

Figura 87. Solucion E12-A8-E-2 Figura 88. Solucion E16-A8-E-3

Conclusiones del Capitulo 4

En este capitulo se presentan los resultados de las diferentes actividades aplicadas a los estudiantes
del curso de solucion de problemas. Se pens6 que una relatoria que reflejara en todo momento la
riqueza de la dinamica del estudio y permitiera responder de forma convincente las preguntas cientificas

contenidas en el capitulo siguiente.
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CAPITULO 5. DISCUSION DE LOS RESULTADOS

En este capitulo se da respuesta a las preguntas cientificas que se plantearon para direccionar esta
investigacion, conducentes a alcanzar el objetivo general y dar solucidn al problema de investigacion
planteado. Se recuerda que para las preguntas P2, P3'y P4 se construyeron unos objetivos especificos.
Estos se propusieron en forma de objetivos didacticos, los cuales corresponden a los objetivos de la
unidad didactica construida como medio para organizar el curso utilizado como contexto. A su vez estos
objetivos se reformularon de manera especifica para cada una de las actividades presentadas a los
estudiantes, generandose a partir de éstos las recomendaciones presentadas a los estudiantes en las
tres primeras actividades como parte de la estrategia metodolégica propuesta. Para precisar esta
relacion y facilitar su lectura se presenta cada pregunta con sus respectivos objetivos en una tabla,
desarrollandose de esta manera las fases 4, 5 y 6 de los componentes del analisis de los resultados
dados en el Capitulo 4. Estos resultados son especificamente las respuestas de P2, P3 y P4,

respectivamente.

Antes cabe precisar dos aspectos. Un primer aspecto a considerar es que los resultados y las
discusiones que se presentan a continuacion estan dados sobre la base de la consolidacion del analisis
de los resultados expuestos en el capitulo anterior de este documento. El segundo aspecto a considerar
es que no se debe asociar los resultados al numero de respuestas correctas o incorrectas dadas por los
estudiantes, sino lo que se debe considerar es que estas cifras representan el nimero de soluciones
(completas, parciales y no correctas) que fueron desarrolladas por los estudiantes. De éstas se analizé
paso a paso el razonamiento manifestado y presentado de forma escrita por cada uno de los
estudiantes participantes en la investigacion. Ademas, éstas se cuantificaron para mostrar y evidenciar

las tendencias y comportamientos encontrados en el analisis de los mismos.
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De esta forma se puede estimar que las ocho actividades desarrolladas por el grupo de 23 estudiantes
del curso de Solucion de Problemas (sujetos), conformaron la unidad didactica (instrumento) que
agrupd 97 iniciativas (problemas), de las cuales se espera obtener 2231 soluciones (muestra objetivo).
En la Figura 89 se presenta la distribucion de este resultado, del cual se puede ver que el 60,8% de

estas soluciones se utilizo en el analisis de los resultados, siendo ésta la muestra real.

Unidad de anélisis: Total soluciones esperadas 2231
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Figura 89. Distribucion del total de soluciones esperadas en la muestra objetivo

Como se puede observar en la Figura 90, realmente el aporte de la informacién analizada corresponde
al 71.7% de la muestra real. Resultado que se da, ya que se excluyeron del anélisis las soluciones no
correctas, que realmente no hacian ningun aporte al objetivo de investigacion. De otro modo si habia
algun aporte se consideraron soluciones parciales. Ademas, se presenta en la distribucion el aporte
tomado en cada una de las partes de las actividades, evidenciandose que en la medida en que se

avanzaba en el desarrollo de cada una de las partes de la actividad, el aporte fue mas significativo.
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Categoria de analisis: Total de solucionesanalizadas de la muestrareal 973
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Figura 90. Distribucion de la muestra real de analisis

Por otro lado, se pudo suponer que si el proceso llevado a cabo fuese equitativo a lo largo del desarrollo
de las ocho actividades, cada una de ellas deberia haber aportado un 12.5% de informacion en
promedio. Al comparar este valor con los presentados en la Figura 91 se puede considerar que el
proceso fue homogéneo ya que los valores experimentales estan alrededor del valor tedrico con una
minima diferencia que en parte se debe a la inasistencia de los estudiantes, ya que el faltar al desarrollo
de una de las dos partes de la actividad presencial en el aula, afectaba el desarrollo de las otras partes
de la actividad. Esta situacion se evidencié especialmente en la A3, ocasion en la cual faltaron mas

estudiantes, mientras que se presenté el caso contrario en la A1y A8.

COMPARATIVO: APORTE DE CADA ACTIVIDAD AL ANALISIS
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Figura 91. Distribucion del aporte de cada actividad ala analisis
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Estos resultados a su vez dejan ver como la propuesta metodolégica basada en la estructura del
modelo «I.C.O.R.» logré equilibrar el proceso de aprendizaje de los principios fundamentales de conteo,

ya que en general los resultados de las dieciséis clases fueron similares como se ve en la Figura 91.

5.1. Pregunta Uno

En la Tabla 2 se presenta la primera pregunta de investigacion para la cual no se construyeron objetivos
especificos, ya que éste implicitamente era la revision del estado del arte cuyo resultado se puede ver

en el Capitulo 1 de este documento.

Tabla 2. Pregunta Uno de investigacion

PREGUNTA DE INVESTIGACION
P1 ; Qué modelos de caracterizacion del pensamiento combinatorio se han desarrollado y cual ha sido su
impacto?

Cabe sefialar que a través de la revision del estado del arte realizado durante la investigacion no se
encuentran en la literatura modelos especificamente enfocados al estudio de la caracterizacién del
pensamiento combinatorio que determinen particularidades de las formas de entender y de las formas
de pensar.

Precisa advertir, en todo caso, que existen trabajos cientificos en los cuales se analiza el razonamiento
combinatorio, sin que éstos describan especificamente las caracteristicas del pensamiento
combinatorio, que hace parte del objetivo de la presente investigacion. Mas bien se observé que estas
investigaciones estan enfocadas especialmente a revisar aspectos como: 1) Los errores mas frecuentes
y sus causas en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las técnicas de conteo. 2) Las estrategias
propuestas a los estudiantes para desarrollar problemas de conteo, mas no a estudiar el tipo de
estrategias que los estudiantes desarrollan de forma auténoma cuando se enfrentan a la busqueda de
una solucién a un problema combinatorio, siendo ésta una limitante a la libertad en la construccién del

significado de los conceptos. Ademas, esta practica, al parecer de este investigador, va en contravia
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con la metodologia de ensefianza y aprendizaje a través de la solucion de problemas que hizo parte de
esta investigacion. 3) El tipo de problemas rutinario que se presentan a los estudiantes, los cuales
terminan convirtiéndose en ejercicios de combinatoria repetitivos en cuanto a estrategia de solucion y a
estructura del mismo problema, metodologia que no propicia un espacio para la construccion de

significado de los conceptos, ni una interiorizacidén del mismo.

5.2. Pregunta Dos

En la Tabla 3 se presenta la segunda pregunta de investigacién con sus respectivos objetivos

especificos.

Tabla 3. Pregunta Dos de investigacion - Objetivos especificos

PREGUNTA DE INVESTIGACION OBJETIVO DIDACTICO OBJETIVO ESPECIFICO ACTIVIDAD
1. Reconocer las formas o .
s . . 1) Identificar y deducir los
P2 ;Cuéles son los conceptos y naturales como los estudiantes .
e ) . . conceptos involucrados en la
significados empiricos que traen interpretan y entienden el o
. « e e g solucién de problemas de
los estudiantes en conteo? conteo” implicito en la solucion : .
combinatoria.
de un problema.

Como se sabe, la combinatoria enumerativa tiene como objetivo contar el numero de elementos de
cierto conjunto descrito, elementos que se construyen a partir de unas condiciones dadas sobre los
elementos de uno o varios conjuntos iniciales, y que generalmente se representan en una configuracion.
En este sentido se tomaron los resultados de la primera parte de las actividades, iniciativas de entrada
E, evidenciandose que los estudiantes ante su primer enfrentamiento con el solucionar problemas
combinatorios reconocen basicamente dos tipos de configuraciones como se presentan en la Figura 92.
Es de aclarar que el orden en que aparecen en el grafico es independiente a como ocurren en el

proceso de solucion de un problema.
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Figura 92. Distribucion de las configuraciones

Es de tener en cuenta por otra parte que algunos estudiantes en una misma solucion realizaron las dos
configuraciones en el proceso de la interpretacion inicial del problema propuesto. Para este
investigador, esta situacion se ha de considerar como lo ideal en el abordaje inicial del problema, ya que
en esencia si el estudiante logra reconocer el conjunto o conjuntos iniciales, y con éstos construye un
arreglo (configuracién), en particular esta interpretando las condiciones dadas sobre los elementos. Esta
accién le permitird hacer una relacion y conexidén con sus preconceptos o experiencias en el area,
permitiéndole iniciar la construccion de sus primeras formas de entender combinatorias. Una
manifestacion de éstas son las relaciones de similitud que establece con otro problema que presenta
una estructura muy similar, siendo ésta una caracteristica del pensamiento combinatorio.

De esta forma en lo que respecta a lo evidenciado se ve que, en su mayoria, los estudiantes hacen
algun tipo de arreglo inicial, situacién que refleja la comprensidn y distincion de las condiciones iniciales
sobre los elementos. Estas condiciones posteriormente les permitirdn construir significado del concepto
de conteo implicito en la solucién del problema, ya que éstas corresponden a los atributos propios del

concepto.
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Como consecuencia de la organizacién de esta informacién (acciones mentales provocadas por el
reconocimiento de ciertas condiciones) en la cognicion del estudiante, se orientara en la formalizacién
de las formas de entender combinatorias. Este proceso se dara con la experiencia, permitiéndoles asi
alcanzar un estado de interiorizacion de argumentos combinatorios que les ayudaran en la construccion
de un nuevo significado del respectivo concepto de conteo y, de este modo, convertirse éste en una
nueva forma de entendimiento o en un entendimiento mas robusto del concepto.

En cuanto a los conceptos previos explicitados por los estudiantes ante su primer enfrentamiento a cada
una de las actividades, se analizd si el estudiante los manejaba de forma natural (no formal) pero
anéloga a la nocion de conteo implicita en la solucion de los problemas que conformaron cada una de
las actividades. Por ejemplo, en la Actividad 2, se iniciaba la construccion del significado del concepto
de permutacién (inmerso en el principio de la permutacion) y los estudiantes, bajo el principio del
producto, lograron construir el principio, identificando las caracteristicas que distinguen este concepto, a

saber, arreglos con orden y sin repeticion.

De esta forma los resultados ponen de manifiesto que, en esta parte del proceso, al inicio de la primera
actividad, los estudiantes en una minima parte tienen el concepto previo y el manejo explicito del
principio de conteo. Esta caracteristica es sustituida por la gran mayoria de los estudiantes por
estrategias espontaneas de conteo arraigadas en sus formas de interpretar cada problema que

enfrentan (las cuales se exponen en el andlisis de la pregunta tres).

A partir de esta situacion se pudo precisar que se dio un estado de interiorizacién de los significados de
los conceptos, los cuales se fueron reutilizando como conceptos previos en la cadena de actividades.
Por ejemplo, en la Figura 93 se puede observar como desde la Actividad 2 hasta la Actividad 4, se
evidencia la existencia de un concepto previo, concepto que fue consecuencia de la organizacion y

orientacion del significado de los conceptos desarrollados en cada una de las actividades anteriores.
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Esta accion se da como una operacion cognitiva desarrollada por el estudiante dentro de sus propios
esquemas cognitivos y, por lo tanto, este concepto previo formado debi6é ser una nueva forma de

entender asimilada anteriormente.

Iniciativas Entrada [E]- Concepto Previo
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Figura 93. Distribucion del concepto previo en las iniciativas de entrada

En el desarrollo de estas actividades se evidencia la existencia de la construccion e incorporacion de
significados de los conceptos de la suma y el producto (desde el punto de vista combinatorio), la
permutacién, la variacion y la combinacion respectivamente, considerandose éstos Ultimos como
nuevas formas de entender mas robustas del concepto del producto, dado que estos conceptos, por un
lado, se fueron construyendo sobre la base del principio del producto y, por otro lado, sobre los
conceptos previos que ya se habian construido. (Se aclara el uso de la categoria “explicacién” en lo que

sigue.)

En las actividades 6 y 7 se presenta una disminucién en el uso del concepto previo como consecuencia
de la incorporacion de dos principios nuevos, con estructuras totalmente diferentes, entre siy a la de los
principios anteriores. Estos fueron el Teorema del Binomio (en su interpretacion combinatorio) y el

Principio de Inclusién-Exclusion, los cuales eran totalmente novedosos para el grupo de estudiantes.
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Ello renace en la Actividad 8, la cual es una miscelanea de problemas cuya solucion requiere la
aplicacion de uno o la combinacidn de varios de los principios trabajados en la unidad didactica. De esta
manera se muestra la existencia y utilizacion de un concepto combinatorio previo, suceso que evidencid
y ratificd la organizacion y orientacion de las formas de entender combinatorias, siendo éstas ahora
parte del entendimiento de los estudiantes que las aplicaron al solucionar los problemas combinatorios

con diferentes estructuras y grados de complejidad.

Por otro lado se puede observar que, como parte de la debilidad manifestada por algunos de los
estudiantes al no manejar un concepto previo, recurrieron a realizar explicaciones informales, para
justificar sus interpretaciones y argumentar sus soluciones. Esta situacién mostré un comportamiento
inverso, a saber, a mayor uso de conceptos previos, menor uso de explicaciones por parte de los

estudiantes.

5.3. Pregunta Tres
En la Tabla 4 se presenta la tercera pregunta de investigacion con sus respectivos objetivos

especificos.

Tabla 4. Pregunta Tres de investigacién - Objetivos especificos
PREGUNTA DE INVESTIGACION OBJETIVO DIDACTICO OBJETIVO ESPECIFICO ACTIVIDAD

2. ldentificar las estrategias
utilizadas por los estudiantes
para representar las
configuraciones (elementos de
del conjunto determinado por
las condiciones dadas), y como
a partir de éstas realizan el
conteo.

3. Interpretar los procedimientos
operacionales realizados por
los estudiantes, conducentes a
ser formalizados en principios
de conteo.

2)  Construir significados del
principio de conteo? a través de
la solucion de problemas de
combinatoria.

P3 ¢ Cuales estrategias emplean
los estudiantes en la solucién de
problemas de analisis
combinatorio y cémo se puede
caracterizar el pensamiento
involucrado en ellas?

3) Interiorizar el concepto de
conteo generado a partir de la
utilizacion del principio de
conteor.

29 Aclaracion: En los objetivos especificos 2 y 3, de cada actividad. La expresion conteo” se sustituyé por el principio de
conteo desarrollado en la actividad. Por ejemplo en la Actividad 2, se reemplaz6 por principio de la permutacion.
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Como se indicd anteriormente, los estudiantes que no mostraron el manejo claro de un concepto previo,
basaron sus soluciones en conteos sistematicos realizados a partir de las configuraciones (arreglos)
obtenidas al interpretar y relacionar las condiciones dadas a los elementos del conjunto inicial, siendo
éstas sus formas de entender primarias. Con base en estas configuraciones desarrolladas, lograron
reproducir en algunos casos la totalidad de los elementos del nuevo conjunto (ver Figura 24). Otros
analizaban comportamientos en los patrones observados en las configuraciones y con ayuda de las

operaciones de la suma y del producto construian la solucién (ver Figura 42).

Las estrategias presentadas en la Figura 94 fueron implementadas por los estudiantes durante el
desarrollo de las diferentes actividades. Es de anotar que el orden dado en la representacion gréfica es

independiente a su aparicion en las soluciones.

ESTRATEGIAS DE REPRESENTACION
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TIPO DE ESTRATEGIA

Figura 94. Distribucion de las estrategias de representacion

La estrategia de listas (por ejemplo, ver la Figura 24) fue implementada especialmente en las primeras
actividades, y ademéas se observd que se dejaba como Ultimo recurso después de explorar e intentar
hacer la solucion mediante razonamientos basados en algin concepto combinatorio (formas de
entender combinatorias). El diagrama de arbol (por ejemplo, ver la Figura 28) fue muy poco

implementado por el grupo de estudiantes, dado que en su mayoria encontraron unas estrategias
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menos dispendiosas, como lo fueron los simbolos (por ejemplo, ver Figuras 25.B, 26.A o 33.A) o el
diagrama de casillas (por ejemplo, ver Figuras 26.B, 29 o 43). Los simbolos se entenderan como la
asignacion de una letra, un nimero u otro simbolo para representar los elementos involucrados en la
solucién, simplificando de esta forma su escritura y facilitando un control en la elaboracion de las
configuraciones. Las casillas por su parte son espacios representados por rectangulos o guiones, que
representan las posiciones de cada uno de los elementos dentro de una configuracién, esquema que
permitié visualizar las relaciones a considerar (anélisis de las condiciones sobre los elementos —formas
de entender-). Un ejemplo claro esta en la Figura 45. Estas dos representaciones casi que se dan a la
par, permitiendo hacer una relacion y conexion con el concepto del producto y evitando asi hacer
listados o diagramas de arbol dispendiosos. Los graficos, que en este caso se entenderan como la
representacion de los objetos del contexto involucrados como elementos de los conjuntos iniciales, fue

la otra estrategia de representacion utilizada (por ejemplo, ver Figuras 25.A, 53 0 67).

Al mismo tiempo se dieron algunos casos en los cuales estas estrategias de representacion se dieron
de forma progresiva (por ejemplo, ver Figura 34), evidenciandose por parte del investigador, este
proceder como un ideal dentro de la formacién del pensamiento combinatorio en su estructura inicial
(ver analisis de la Figura 34, en el capitulo anterior). Esta situacion se considerd representativa dentro
del andlisis de la caracterizacion del pensamiento combinatorio, por lo cual estas estrategias de
representacion seran consideradas como caracteristicas propias del pensamiento combinatorio,
pensamiento inmerso en la estructura de representacion formada durante el proceso de solucién de

problemas significativos, de contexto y matematicos.

Por otro lado, se analiz6 que otro grupo de estrategias empleadas por los estudiantes en la solucién de
los problemas propuestos fueron sus formas de proceder, las cuales estaban directamente asociadas a

una estructura conceptual de formacién previa o en proceso de construccion. Estas estrategias se
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presentan en la Figura 95 y es de aclarar que el orden como son presentadas en la gréfica esta sujeto a

la forma como se fueron presentando durante el analisis de las diferentes soluciones.
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Figura 95. Distribucion de las formas de proceder

En primera instancia tenemos el conteo sistematico, basado en alguna de las estrategias de
representacion expuestas anteriormente, representacion sobre la cual el estudiante hace el analisis
(identificacion de los atributos propios del concepto combinatorio pertinente, basado en el analisis
realizado a partir de las condiciones dadas sobre los elementos del conjunto inicial), logrando establecer
una relacion y conexién conceptual, que le permite identificar un concepto previo apropiado o adaptable,
siendo esta accidn una forma de entender. Esta, mediante puentes cognitivos propios de la cognicion
del estudiante, se organiza y orienta en la construccion del nuevo significado al concepto aplicado,
accién que estara relacionada a un proceder dado por una forma de pensar la cual esta asociada al
principio de conteo que concierne dicho concepto. Por otro lado, se puede ver que la construccion de
este nuevo significado puede ser la formacién de un nuevo concepto, es decir de una nueva forma de

entender.

El proceder descrito anteriormente se considera por parte del investigador como la evolucion de las
estructuras el pensamiento combinatorio, que traen consigo mismas la evolucién entre las formas de

entender combinatorias y las nuevas formas de entender (formas de entender més robustas), asociadas
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a una forma de pensar que permite la transferencia o el cambio de la una a la otra. Por ejemplo, una
forma de entender asociada al concepto de la permutacién, influenciada por el proceder del principio del
producto, se transforma en una nueva forma de entender combinatoria, formando el concepto de la
variacion.

Como se observa en la Figura 95, el conteo sistematico fue sustituido por una sintesis del conteo a
veces bajo el principio de la suma, pero principalmente bajo la estructura del principio del producto,
entendido éste por los estudiantes como una forma de conocer el numero de relaciones entre los
elementos de un conjunto A, con los elementos de un conjunto B. Este resultado se asumié como la
forma de entender combinatoria basica y fundamental considerada como una caracteristica de la
formacion y evolucidon del pensamiento combinatorio dado durante la solucién de problemas
significativos.

Este proceder permitié la construccion de nuevos significados de los conceptos combinatorios (nuevas
formas de entender combinatorias) influenciados bajo los demas principios de conteo (formas de pensar
combinatorias), cuya evidencia se recoge en la evolucién de la utilizacion de otros principios de conteo
durante la solucién de los problemas, como medio para materializar los nuevos significados de los

conceptos trabajados.

5.4. Pregunta Cuatro

En la Tabla 5 se presenta la cuarta pregunta de investigacion con sus respectivos objetivos especificos.

Tabla 5. Pregunta Cuatro de investigacion - Objetivos especificos

PREGUNTA DE OBJETIVO DIDACTICO OBJETIVO ESPECIFICO ACTIVIDAD
INVESTIGACION
4) Lograr la construccion de un

P4 ;Como procede la significado més robusto del concepto
consolidacion de un 4. Causar en el estudiante la necesidad de conteo construido, y que sea
modo de pensar que de crear modelos que representen la aplicado en los procesos de
puede llamarse generalizacion de los conteos. interpretar, establecer conexiones,
combinatorio y qué modelar, generalizar, abstraer y

simbolizar problemas matematicos y
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caracteristicas tiene? de contexto que involucran o
requieren del uso de la combinatoria
para obtener su solucién.

5. Interpretar como las formas de
entender evolucionan e influyen en las
formas de pensar combinatoriamente
en el estudiante, y asi evidenciar los
procesos y/o técnicas formales o
informales implicitas en la solucién de
problemas del analisis combinatorio.

6. Interpretar como las formas de pensar
combinatoriamente impactan el
entendimiento en el estudiante, y asi
evidenciar la construccion de
significado de conceptos propios del
andlisis combinatorio.

5) Generar en el estudiante el gusto por
solucionar problemas retadores y no
rutinarios, como método para construir
sus formas de entender y formas de
pensar combinatoriamente.

Antes de continuar, es de aclarar lo que significa para este investigador el “caracterizar el pensamiento
combinatorio”. Entre las cosas que se buscaron fue entender y describir como el estudiante realiza las
operaciones fundamentales de la actividad mental, entre ellas la abstraccidn, provocadas y orientadas a
partir de las acciones mentales generadas durante el proceso de interpretacion que él realiza cuando se
enfrenta o se reta a solucionar un problema significativo, matemético (en este caso del analisis
combinatorio) o de contexto. Se aclara que la investigacion se enfocd en examinar el pensamiento que
utilizaron los estudiantes en la solucion de los problemas planteados en las actividades disefiadas para
tal fin y en consecuencia se podran ver los resultados como un avance significativo en la caracterizacion
del pensamiento combinatorio, realizada sobre la base del marco teorico y metodologico construido

para tal propdsito.

En este sentido los resultados experimentales de la investigacion llevaron a concluir y proponer una
caracterizacion del pensamiento combinatorio suscitado por el analisis hecho por los estudiantes de las
situaciones y preguntas planteadas. Esta caracterizacion se presenta de manera general en la Figura

96, para luego hacer su discusion.
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CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO COMBINATORIO

ESTRUCTURA DE GENERALIZACION COMBINATORIA
--- NUEVAS FORMAS DE ENTENDER ---

ESTRUCTURA COMBINATORIA
---FORMAS DE PENSAR ---

ESTRUCTURA CONCEPTUAL
---FORMAS DE ENTENDER ---

ESTRUCTURA DE RELACION
PRIMERAS FORMAS DE ENTENDER

ESTRUCTURA DE REPRESENTACION
PRIMERAS ACCIONES MENTALES

Figura 96. Estructura de la caracterizacion del pensamiento combinatorio

La actividad mental se provoca con una necesidad, que en este caso fue la interpretacion y
representacion de las situaciones y preguntas planteadas por las iniciativas (problemas de conteo)
propuestas a los estudiantes a través de las diferentes actividades. Asi se genera una primera forma de
entender basada en las relaciones y conexiones plasmadas en la representacion, que en este caso
corresponde al conjunto de acciones mentales producidas por los datos asimilados durante esta primera
interaccion entre el estudiante y el contenido del problema que trae implicito alguno de los conceptos
fundamentales de conteo y cuya solucién se podra luego alcanzar bajo algun proceder espontaneo
relacionado con alguno(s) de los principios de conteo. Este proceso se denomin6 dentro de la
caracterizacion “Estructura de representacion”. Estas acciones tendran correspondencia con la forma en
que se consigna la interpretacion en una representacion del contexto y las condiciones del problema.
Un ejemplo de ello es la iniciativa 1, de la Actividad 2 en la cual para los estudiantes resulté muy familiar
hacer el experimento de colocar los esferos dentro de un estuche, de forma fisico-abstracta mediante un

gréafico o diagrama, como se expuso en el analisis de los resultados en el Capitulo 4.
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En general la investigacion caracteriza la estructura de representacion como el conjunto de estrategias
de representacion que los estudiantes puedan utilizar para materializar sus acciones mentales, tal como
se expuso en la Figura 94 de la Pregunta 3 de investigacion. En este momento de la actividad mental se
da el andlisis de las condiciones sobre los elementos de un conjunto inicial, condiciones que
posteriormente se reconocen y decantan como los atributos propios de cada uno de los conceptos
combinatorios implicitos en los problemas. De esta manera se comienza a producir la interiorizacion de
unas primeras formas de entender combinatorias propias de cada concepto. Con la ocurrencia de este
momento del proceso comienza la formalizacion de la estructura de representacion dentro de los

esquemas cognitivos de cada estudiante.

Iniciada la formalizacion de la estructura de representacion, el estudiante hace una interpretacién de la
estrategia de representacion utilizada, usando operaciones como la comparacion y la contrastacion,
tanto externa como interna. Es decir, que puede relacionar lo construido con hechos ya vividos (por
ejemplo un problema en otra area, un problema con estructura similar, entre otros) o con sus
conocimientos previos, ya interiorizados. Por otro lado comienza la clasificacion, al encontrar identidad o

divergencia en las condiciones interpretadas, tal como se expuso en la pregunta dos de investigacion.

La identificacion y apropiacién de estas condiciones son la transformacion de los datos en informacién,
produciéndose asi la orientacién y acomodacion de la misma. De esta forma quedardn enmarcadas
bajo las formas de entender combinatorias. Es decir, estas acciones generadas a partir de las
condiciones, provocaran el entendimiento con el que el estudiante consigue hacer la conexién entre el
esquema externo e interno (el problema propuesto y las forma de entender ya interiorizadas,
respectivamente), con una aproximacién a los conceptos combinatorios. De esta forma el estudiante
logra hacer una organizaciéon a su inetrior, que active el significado previamente atribuido a los

conceptos e identifique las modificaciones requeridas para enfrentar la nueva situacion de modo que
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sean asimiladas, llevandolo a generar un significado mas robusto. Al mismo tiempo este proceso sera
guiado por la metodologia de solucion de problemas que se esté implementando. Un ejemplo de la
manifestacién de este proceso se puede ver en la solucién de la iniciativa E-1, de la actividad A3,
presentada en la Figura 44. En la cual el estudiante relaciona el problerma con hechos ya conocidos en
otra area (relacién del esquema externo con el interno), conectando la situacion con las formas de
netender combinatorias ya apropidas (en este caso principio del producto), sobre las cuales llega a la

construccion del concepto mas robusto (variaciones con repeticién), logrando la solucion del problema.

El proceso descrito, dentro de la caracterizacion se denomin6 “Estructura de Relacion y Conexion”,
siendo ésta el conjunto de acciones mentales, llamadas primeras formas de entender, que el estudiante
utiliza para relacionar y conectar los primeros significados de tipo combinatorio originados. Estas
acciones mentales compaginan las condiciones propias de cada concepto combinatorio, por ejemplo,
atribuir orden y no repeticion al concepto de permutacion, tal como se evidencié en el andlisis de los
resultados en el capitulo anterior, proceso que se debe reconocer como la transicion de una estructura
del esquema a otra, la cual estd dada por un puente cognitivo que se denominé en la investigacion
organizacion. Un ejemplo de esta estructura se encuentra en el analisis de solucion presentada en la

Figura 34 en el Capitulo 4.

Seguidamente estas relaciones y conexiones construidas activan el siguiente proceso, la “Estructura
Conceptual’, llamada asi en esta caracterizacion porque en ella se producen las operaciones mentales
del andlisis y de la sintesis por medio de las cuales se construye significado de los conceptos
combinatorios. La primera corresponde a la descomposicion mental del objeto (el contenido del
problema) en la que se identifican sus propiedades y atributos, mientras que, por medio de la segunda,
se recompone el objeto. Este proceso se da por medio de otro puente cognitivo, denominado en la

investigacion orientacion. Este cumple con la funcion de adaptar el conocimiento previo a estas
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propiedades vy atributos, identificados o construidos durante el andlisis-sintesis, acoplamiento que se
exteriorizara mediante una estrategia cognitiva (utilizacién de un proceder combinatorio, por lo general
inmerso dentro de alguno de los principios de conteo), considerada como una forma de pensar. Sobre la
base de esta forma de pensar se dara la construccion de un significado del concepto combinatorio
activado, significado que puede ser nuevo o robusto, es decir, la ampliacion de uno ya construido. De
esta manera se idea o produce la solucion del problema. Las caracteristicas de esta estructura se
plantearon en la discusion de la Pregunta 3 de investigacion, las cuales se plantearon como estrategias

cognitivas.

Al llegar el estudiante a esta etapa (correspondiente a una estructura en el esquema que se ha
expuesto aqui), debe haber alcanzado la interiorizacién (construcciéon de significado) del concepto
combinatorio implicito en la solucion de los problemas, convirtiéndose asi este conocimiento en un
nuevo saber, dado que se presentd la formacion de un nuevo concepto combinatorio o el
robustecimiento de uno ya formado, al pasar el pensamiento combinatorio de unas representaciones
que evidenciaron unas formas de entendimiento sobre el objeto, a unas formas de pensar estructuradas
sobre el objeto. Esta situacion implica que el estudiante podra volver a activar estos conceptos con
significado robusto, abriéndose asi la posibilidad de generar nuevas formas de pensar en las cuales los
nuevos problemas haran que el estudiante evoque primeramente las formas de pensar estructuradas,
que ya formalizd como formas de proceder, para enfrentar la nueva situacién y las transforme de
acuerdo con las exigencias de la nueva situacion planteada. Esto es exactamente lo que se busco, por
ejemplo, con la introduccidén de problemas que invierten la situacién planteada dando una respuesta
para que el estudiante planteara un problema cuya solucion llevara a la respuesta dada. Como muestra
de ello, se pueden consultar las soluciones dadas a las iniciativas 3, 5 y 10 de las Actividades A1 y A4

presentadas en las Figuras 27, 53 y 55 respectivamente.
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Este proceso se denominé dentro de la caracterizacion del pensamiento, la “Estructura Combinatoria”,
la cual se basa en implementar algun tipo de proceder elaborado, inmerso dentro de alguno de los
principios combinatorios de conteo formalizados, las combinaciones de éstos o sus interrelaciones,
como estrategia cognitiva, pues no hay una estrategia generalizada de la cual se valga el estudiante

para resolverlos rutinariamente.

Esta estructura exige el desarrollo de un buen nivel de abstraccion por parte del estudiante, nivel que es
alcanzado en parte con la practica y la experiencia que pueda vivir el estudiante, frente al interés y la
necesidad por conseguirlo. Pero, por otra parte, se alcanza con la flexibilidad desarrollada al enfrentar
problemas que requieren reorientar (por ejemplo, invertir) sus formas de pensar. Ademas, en esta etapa
el conocimiento abandona lo concreto (la estructura de representacion), volviendo a él sélo desde lo
abstracto y reconstruyendo lo concreto con mayor rigurosidad. Como una muestra y evidencia de ello,

se puede ver el analisis de las soluciones presentadas en las Figuras 51y 52 en el Capitulo 4.

Finalmente, esta caracterizacion termina con la “Estructura de Generalizacién Combinatoria”, en la cual
se espera que el estudiante cree modelos como solucién de un problema, permitiendo asi el desarrollo
e implementacién de una estrategia transformativa, con la cual puede convertir un problema en otro u
otros parcial o totalmente equivalentes que ya se han dominado. Adicionalmente, otras caracteristicas
manifestadas en esta estructura corresponden a las conclusiones y observaciones dadas por Gowers
(2000). Algunos casos de esta estructura se pueden ver en el anélisis de las soluciones presentadas en

las Figuras 36, 38 y 63.

De esta forma la investigacion consolida la caracterizacion del pensamiento combinatorio manifestado
en el desarrollo de la soluciéon de problemas de conteo, cuyas soluciones traen implicitamente la

utilizacién de alguno de los conceptos basicos de conteo contemplados en el marco teérico.
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Por otra parte, se busco consolidar este tipo de pensamiento matematico, objetivo que se alcanzo con
la implementacion del modelo metodoldgico «I.C.0.R.» y su relacion con el disefio de las actividades y
los avances logrados en la caracterizacion del pensamiento combinatorio como se muestra en la Figura

97.

RELACION ACTIVIDAD — MODELO «I.C.O.R» - PENSAMIENTO COMBINATORIO

PRIMERAS FORMAS DE

FORMAS DE
ENTENDER

NUEVAS
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Figura 97. Relacién del Modelo «I.C.0.R.», las actividades y la caracterizacién del pensamiento combinatorio

Interpretando todo esto en términos de la experiencia disefiada e implementada, se puede afirmar que
las iniciativas de entrada E aportaron a la caracterizacién del pensamiento combinatorio la
consolidacion de la Estructuras de Representacion y la Estructura de Relaciéon y Conexién. De este
modo el estudiante en esta etapa del proceso hace la identificacién de los atributos propios del
concepto combinatorio involucrado, basado en el analisis realizado a partir de las condiciones
identificadas en la representacién. Asi logra establecer una relacién y conexion conceptual, que o bien
le permite identificar un concepto previo pertinente o bien suscita una explicacion espontanea, siendo
esta accion una forma de entender. Ella, mediante puentes cognitivos propios de la cognicion del

estudiante, se organiza y orienta en la construccion del nuevo significado al concepto aplicado. Asi
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mismo, esta accion se conectara a un proceder dado por una forma de pensar, la cual esta asociada al
principio de conteo que concierne dicho concepto. Al mismo tiempo en este espacio-tiempo del proceso,

el modelo alcanza el componente cognitivo de la organizacion.

En segunda instancia, se tienen las iniciativas extraclase X, las cuales contribuyeron a la
caracterizacion del pensamiento combinatorio con el afianzamiento de la Estructura Conceptual. Como
se puede ver, la construccion de este nuevo significado puede ser la formacion de un nuevo concepto,
es decir de una nueva forma de entender. De igual manera en este espacio-tiempo se consolida el

componente de la orientacion, dentro del modelo.

En tercera instancia se encuentran las iniciativas colaborativas C; éstas permitieron evidenciar la
Estructura Combinatoria, espacio-tiempo en el cual se completa la interiorizacién, componente del
modelo, siendo la etapa en la que se consolidd la construccion de significado de los conceptos. De este
modo los estudiantes evidenciaron avances en la abstraccién y conceptualizacion, operaciones
cognitivas que ejecutan internamente usando las nuevas formas de entender adquiridas, para luego
actuar extermanente desde las formas de pensar mas estructuradas y formalizadas que en las etapas
anteriores. Asi se logra la construccion de significados mas amplios de los conceptos ya interiorizados,

es decir, nuevas formas de entender mas robustas.

Por ejemplo, una forma de entender asociada al concepto de la permutacion con elementos repetidos e
indistinguibles entre los de la misma clase, influenciada por el proceder del principio del producto
avanzado o una permutacién total, se transforma en una nueva forma de entender combinatoria,
formando el concepto de la combinacién. Lo que indica este hecho es que, enfrentado a problemas con
el concepto de combinacién implicito en su solucidn en las iniciativas E, el estudiante despliega de
forma natural sus formas de entender que estuvieron asociadas a los conceptos del producto y la

permutacion (identificando caracteristicas como: relacién entre los elementos de dos conjuntos —
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concepto de producto-; orden y no repeticion —concepto de la permutacidn-), que luego relaciond y
conecto a los procederes definidos en los principios del producto y la permutacion. Con la formalizacion
del principio de la combinacion y su uso en las iniciativas X, el estudiante desarroll6 las nuevas formas
de entender asociadas al concepto de la combinacion (identificando atributos como el sin orden propia
de la combinacion y la aplicacion de la combinacion en situaciones “bi”, es decir que una parte de los
elementos se toma y la otra no 0 como un complemento de un conjunto). Ya en las iniciativas C, los
estudiantes ejecutaban el andlisis internamente, expresandose a partir de las nuevas formas de pensar
desarrolladas sobre la formalizacion del principio de la combinacién y su interrelacion con los otros
principios ya trabajados, logrando desarrollar problemas mas complejos que les aportaron la
construccion de nuevos significados, expresados en formas de entender mas robustas. Un ejemplo de
esta situacion se puede ver en la solucion de la iniciativa X-5, de la actividad A3, presentada en la
Figura 53, en el cual la manifestacion de la forma de entender mas robusta se da en la utilizacion del
razonamiento a la inversa, utilizado por el estudiante para lograr solucionar el problema, cuya solucién

tenia implicito el concepto de la combinacion.

Al mismo tiempo, cumplidas y desarrolladas las tres primeras instancias, por una parte se consolida la
primera etapa del modelo, la etapa del Resultado (correspondiente a su vez a la ejecucidn del modulo 6,
maodulo de Resultados | en la estructura general del modelo metodoldgico). Se entienden los Resultados
| como la parte del proceso que evidencia la evolucidén del pensamiento en el estudiante entre las
estructuras de representacion, de relacion-conexion y la estructura conceptual, cuyo espacio tiempo de
ejecucion se asocia al desarrollo en la experiencia implementada de las iniciativas E y X. (Para algunos
casos en esta instancia se evidencié la Estructura Combinatoria.) Por otra parte se da la segunda etapa
del modelo, la etapa de la Réplica (correspondiente a su vez a la ejecucién del médulo 7, médulo de

Resultados |l en la estructura general del modelo metodolégico). Los Resultados Il son la parte del

171



proceso que evidencia la evolucion del pensamiento en el estudiante en la estructura combinatoria y en
algunos casos hasta la Estructura de Generalizacion Combinatoria, asociandose a esta parte del

proceso, el espacio-tiempo de ejecucion y desarrollo de las iniciativas C.

En la cuarta instancia se cuentan con las iniciativas de la semana S, las cuales propiciaron evidencia
para ratificar la existencia y formacion en el estudiante de la Estructura de Generalizacion Combinatoria,
correspondiendo ésta a la parte final del proceso que permite ejecutar el modulo 8, el médulo de los
Resultados Il en la estructura general del modelo metodoldgico. Esta parte se asume como la
evaluacién del proceso de aprendizaje y del nivel de desarrollo y construccion del pensamiento
combinatorio, dejando evidencia de la relacion y conexion que se logro entre las nuevas formas de
pensar combinatorias y las nuevas formas de entender combinatorias. Esta accién se consolida en el
estudiante, produciendo en él la construccion de un significado mas robusto de los conceptos basicos
de conteo. De esta forma queda como prueba la incorporacion e interiorizacion de las nuevas formas de
pensar que exteriorizard por medio de nuevas estrategias cognitivas, mostrando asi la apropiacion de
los objetos matematicos utilizados como insumo durante el proceso de ensefianza y aprendizaje, que

en este caso fueron los de los principios fundamentales de conteo.

Consolidacion del Pensamiento Combinatorio: Analisis sobre la muestra real: 1357
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Figura 98. Distribucion de la consolidacion del pensamiento combinatorio
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En la Figura 98, se pudo observar como el alcance de las soluciones a las iniciativas sobrellevd un
cambio significativo y progresivo al transcurrir el desarrollo de cada una de las partes de la actividades,
siendo éste inverso al no alcance de las mismas. Esta evidencia ratifica la consolidacién tanto del

modelo metodoldgico como de las estructuras de caracterizacion del pensamiento combinatorio.

Por otro lado, este comportamiento fue semejante durante la implementacion de la unidad didactica

completa segun la muestra real de analisis, como se puede observar en la Figura 99.
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Figura 99. Distribucion de la implementacion de la unidad didactica
5.5. Pregunta Cinco
En la Tabla 6 se presenta la quinta pregunta, para la cual no se enunciaron objetivos especificos. Esta
se sustentd por una parte en el analisis de la encueta aplicada a los estudiantes (ver Anexo 21) al
finalizar el curso, aclarando que esta fue contestada por 20 de los 23 estudiantes. Los resultados de las
preguntas con items de respuesta en la Likert se presentan en la Tabla 7. Por otra parte, se sustento

con las notas tomadas en el conversatorio realizado en presencia de la directora de esta investigacion,
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del investigador y los estudiantes con el objeto de intercambiar las experiencias vividas durante la

implementacion de las actividades.

Tabla 6. Pregunta Cinco de investigacion

PREGUNTA DE INVESTIGACION
P5 ;Como ayuda el pensamiento combinatorio a la comprension y aprendizaje de otras ramas de la

matemaética?
Tabla 7. Resultados encuesta de estudiantes
NI DE
TEMS FUERTSI;VIENTE DE ACUERDO NI EN FUERT:"IIVIENTE
ACUERDO EN DESACUERDO
ACUERDO DESACUERDO DESACUERDO

1. La metodologia contribuy6 0 0 0 0 0
significativamente a mi formacion 76:4% 23,5% 0% 0% 0%
en la resolucién de problemas.

2. Lametodologia del curso me 0 0 0 0 0
permitié dominar nuevos 76:4% 17.6% 58% 0% 0%
conceptos de la combinatoria.

3. Me senti motivado por los 64,7% 35,2% 0% 0% 0%
problemas

0, 0, 0, 0, 0,

4. Me senti retado por los problemas 82,3% M.7% 0% 58% 0%

5. Lainteraccion con mis 0 0 0 0 0
compafieros me permitié avanzar 76:4% 17.6% 58% 0% 0%
en la solucion de los problemas

6. El pensamiento combinatorio
desarrollado en.fel curso me aportd 58,8% 35.2% 5.8% 0% 0%
en la comprensién de otros
campos de la matematica y de mi
quehacer profesional

De acuerdo a lo manifestado por los estudiantes, se observa que en su mayoria estan fuertemente de
acuerdo en los aspectos mas relevantes de la investigacion como la metodologia, como el aprendizaje a
través de la soluciéon de problemas, como el espacio de trabajo colaborativo y el aporte que el
pensamiento combinatorio puede traer a ellos en diferentes aspectos. Ademas, en el plano personal, se
destacan algunas de las opiniones dadas por los mismos estudiantes.

= “Conocer un tema que era desconocido y evaluarme en qué nivel de comprensién estoy en la

solucion de problemas”,
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‘Me dejo un nuevo método de analisis de solucion de problemas. Ya no tengo el pensamiento
arcaico de enumerar todo, por el contrario, puedo desarrollar el problema y crear formas
generales’,
“Interpretar diferentes situaciones con compromiso y disciplina”,
“Cambi6 la manera en las que veia los problemas. Me siento capacitado para implementar este
tipo de pensamiento en mi vida laboral, pues en mi empleo las relaciones de materiales se llevan
a cabo por conteo, uno a uno. Con los nuevos conocimientos se pueden hacer planteamientos

para generar un cambio significativo”.

Por otro lado, esta el rol de estudiante y su vision de la naturaleza de la matematica, ante lo cual

opinaron:

“Ya no veo la matematica de manera operativa-repetitiva”,

“‘Encontré mejores herramientas para la solucién de problemas matematicos”,

‘Ser mas atrevido en la forma de entender la matematica y desarrollar las formas de entender y
pensar, para ir avanzando en el campo matematico”,

“Ver las matematicas de manera diferente, con formas diferentes de pensar y atacar un problema
matematico’,

‘Buenas metodologias que nos sacaron del area de confort y lo reta, lo ensefia y a la vez amplios
meétodos, iniciativas y principios de pensamiento”,

“Nuevas formas de comprender el planteamiento de problemas y sus posibles soluciones. No sélo
en las matematicas sino en la ciencia que se aplique”,

“Conocimientos nuevos para atender otros cursos”.

Lo anterior es una evidencia, mas que natural muy sincera, por parte de los estudiantes quienes

sintieron gratificacién con los resultados y aportes dados por el curso, tanto en metodologias para
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solucionar problemas como en conocimientos y estrategias para implementar en lo personal, lo laboral y

lo académico.

Conclusiones del Capitulo 5

Frente al problema de investigacion: “;Cuales son las caracteristicas del pensamiento combinatorio
implicitas en la solucion de problemas matematicos o de contexto y en su modelacion para construir
significado de los conceptos propios del analisis combinatorio?”, se puede concluir que los hallazgos de
esta investigacion proporcionaron suficiente evidencia que se consolidd de manera sistematica dejando
ver la existencia de unas estructuras cognitivas presentes en el desarrollo y evolucion del pensamiento
combinatorio. Dentro de éstas se dan las diferentes operaciones fundamentales de la actividad
cognitiva, poniendo de manifiesto las particularidades que caracterizan este tipo de pensamiento. A
continuacion se presentan las generalidades de cada una de las estructuras reconocidas, ya que las
particularidades y descripciones méas detalladas se hicieron en los resultados de la Pregunta 4 de

investigacion presentados en este capitulo.

En la estructura de representacion la caracteristica principal del pensamiento combinatorio es el
reconocimiento de las configuraciones (analisis de las condiciones dadas sobre los elementos de un
conjunto o los conjuntos iniciales), accién que se realiza mediante el uso de las estrategias de

representacion y la interaccion de operaciones mentales como la clasificacion y organizacion.

En la estructura de relacién y conexién se da la evocacion de las formas de entender combinatorias,
asociadas a la aprehension que se genero sobre la representacion y basadas en el analisis (realizacion
de procesos mentales como la observacién, comparacion, distincién, entre otros) realizado a las
condiciones dadas sobre los elementos. De esta forma se permite la identificacién de la existencia, 0 no

existencia, de los atributos combinatorios propios de las condiciones como: orden, repeticion, distincion
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y posicién de los elementos, las cuales estan directamente inmersas en los conceptos combinatorios,

accién que permite la construccion de nuevos significados del concepto o conceptos involucrados.

En la estructura conceptual se producen las formas de pensar combinatorias, como consecuencia de la
sintesis realizada al proceso de la estructura anterior, sintesis en la que se activan procesos mentales
como la integracion y la orientacion del conocimiento, que se materializa bajo un proceder asociado a
alguno principio del analisis combinatorio. Esta es la caracteristica del pensamiento combinatorio en

esta etapa, el paso de una forma de entender combinatoria a una forma de pensar combinatoria.

En la estructura combinatoria, el pensamiento combinatorio se caracteriza en su etapa de formal,
basada en la abstraccion y la conceptualizacion. Es decir, se considera que el estudiante que alcanza
esta estructura, ha construido e interiorizado un concepto combinatorio, accion que le permite realizar
las dos primeras estructuras internamente (forma mental y abstracta), para ser exteriorizadas
directamente en formas de pensar estructuradas y formalizadas. Ademas, como otra caracteristica de

esta estructura, esta el razonamiento a la inversa que puede realizar el estudiante.

En la estructura de generalizacion combinatoria el pensamiento combinatorio se caracteriza por
alcanzar resultados generales a partir de resultados particulares y producir nuevos modelos
combinatorios sobre la base de los modelos ya conocidos, siendo las caracteristicas principales la

transformacion y la generalizacion.

De igual manera se deja claridad que este grupo de caracteristicas se evidenciaron y convalidaron
durante el proceso dado en la solucién de problemas del analisis combinatorio, por lo cual se
consideran que constituyen un tipo de pensamiento, ya que pone de manifiesto la existencia y el uso de
operaciones cognitivas generales del pensamiento, que se lograron caracterizar desde el caso particular
de la combinatoria, consolidandose este tipo de pensamiento, que se ha denominado pensamiento

combinatorio y alcanzandose asi una solucién satisfactoria al problema de investigacion.
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CONCLUSIONES

Se pretende poner en perspectiva la anterior discusién de los resultados. En cuanto al objetivo general,
se aclara que la investigacion no tenia el objetivo de hacer una caracterizacion exhaustiva, sino hacer
avances significativos en la caracterizacion del pensamiento combinatorio, sobre la base de la solucion
de problemas significativos, de matematicas y de contexto, con la correspondiente construccion de
significado de conceptos del analisis combinatorio. Se estima que este resultado se alcanzé
satisfactoriamente, como se puede evidenciar en la contestacion a las preguntas dos, tres y cuatro dada

en el Capitulo 5.

Frente al problema de investigacion: “;Cuales son las caracteristicas del pensamiento combinatorio
implicitas en la solucion de problemas matematicos o de contexto y en su modelacion para construir
significado de los conceptos propios del analisis combinatorio?”, se puede concluir que los resultados
proporcionaron suficiente evidencia que se consolidé de manera sistematica. Es decir, deja ver que en
el proceso de construccion y desarrollo del pensamiento matematico durante la solucion de problemas
del andlisis combinatorio, existen unas estructuras que se implementan con el apoyo de operaciones
fundamentales de la actividad cognitiva. Estas estructuras reconocidas corresponden a la
representacion, a la de relacion y conexion, a la conceptual, a la combinatoria y a la de generalizacion

combinatoria.

Con este esquema de estructuras se caracterizo el tipo de pensamiento matematico implicito en ellas,
sobre la base de describir la formacién de las formas de entender y las formas de pensar combinatorias

y la interrelacion entre ellas, la cual origina las nuevas formas de entender combinatorias.

Este grupo de caracteristicas se convalidé y fundamento a partir del anélisis de los resultados obtenidos
por los estudiantes en la solucién de problemas del analisis combinatorio. De esta forma se logro

consolidar en los estudiantes un tipo de pensamiento matematico, que se le ha denominado
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pensamiento combinatorio. Este proceso que se desarrolld a través de la unidad didactica disefiada
para tal fin; hecho que permitié hacer un aporte satisfactorio a la solucién del problema de investigacion.
La descripcion detallada de cada una de las estructuras identificadas se hizo en los resultados de la

Pregunta 4 de investigacion presentados en el Capitulo 5.

Al evaluar los resultados de la investigacion con respecto a los objetivos de la educacion matematica
«EM», se dio con el cumplimiento de dos de ellos. Uno relativo a la caracterizacion del pensamiento
matematico, propésito que se ratificd con la contribucién realizada a la caracterizacion y consolidacion
del pensamiento combinatorio, como un tipo de pensamiento propio de las matematicas. Por otro lado,
esta el modelo metodologico «I.C.O.R.», construido como herramienta de metodologia de investigacion,
pero que a su vez puede servir como modelo didactico para la ensefianza y aprendizaje de otras ramas

de las matematicas.

En cuanto a lo teorico, esta la fusion que se logré con los fundamentos del pensamiento de Harel y el
andlisis de Gowers, que permitié estructurar el marco teérico sobre el cual se construyé el modelo
metodolégico «I.C.0.R.», modelo que se presenta como un esquema aplicable al estudio de los
diferentes fendémenos y problematicas subyacentes en la «EM»; permitiendo su comprension y analisis.
En este sentido, el modelo es un espacio conceptual y metodolégico que facilitara y organizara la
comprension de la realidad compleja inmersa en la «<EM», ya que permite seleccionar el conjunto de
elementos objeto de estudio, y descubre y caracteriza la relacion entre ellos; ademas, profundiza en las
implicaciones que emergen con la practica. De este modo, aporta y deriva nuevos elementos para
investigar, nuevos conocimientos, nuevas metodologias y nuevas experiencias. Estas deben enriquecer

la calidad de la dindmica del proceso de ensefianza y aprendizaje de las matematicas.

Por otro lado, se tiene la innovacion dada con la ampliacion del DNR al DDNR, denominado asi dentro

del modelo metodoldgico el “DOBLE DNR” (DDNR), siendo ésta la base desarrollada en la segunda
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etapa del modelo, la etapa de la Réplica. Ademas, se resalta que en el modelo DNR se enuncia la
existencia de las formas de entender y las formas de pensar, sin describir en detalle las caracteristicas
que tienen cada una de ellas dentro del pensamiento matematico ni precisar las formas en que
interacttan. Esta particularidad se desarrollé en la caracterizacion del pensamiento combinatorio llevada

a cabo en esta investigacion.

En cuanto a la ensefianza y aprendizaje de la combinatoria la estrategia de trabajo del modelo
metodoldgico «I.C.O.R.» se considera muy significativa; ya que, tanto para el autor como para los

estudiantes, la ensefianza a través de la solucion de problemas, fue una experiencia novedosa.

En cuanto a su aporte practico, esta investigacion dejoé como resultado la construccion y consolidacion
de la unidad didactica basada en el modelo, que podra ser implementada dentro del syllabus de los
cursos que desarrollen la unidad tematica de los principios fundamentales de conteo. Esta incluye el
disefio metodoldgico de clases y la elaboracion de las actividades implementadas sobre la base tedrica
de los principios fundamentales de conteo, de la suma, del producto; de la permutacion, variacion,
combinacion, el trasfondo del conteo contenido en el teorema de binomio y el principio de inclusion -

exclusion.

Finalmente, es claro que la investigacion arrojé unos resultados que podrén exponerse en ponencias y

publicaciones cientificas.
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RECOMENDACIONES

A continuacion se dejan algunas recomendaciones para futuras investigaciones en educacién
matematica, y en general para toda la comunidad de educadores matematicos.

En cuanto al objetivo de la caracterizacion del pensamiento combinatorio, por un lado, es necesario
continuar con ello ya que la presente investigacion pretendio lograr unos primeros avances. Esto puede
hacerse en especial frente a otros topicos de la combinatoria, con el objetivo de ratificar, precisar y
complementar la caracterizaciéon lograda y enriquecer la descripcién alcanzada en las diferentes
estructuras propuestas, y, por otro lado, de consolidar de manera general la caracterizacion del
pensamiento combinatorio. Esta consolidacion permitird darle la importancia y status al pensamiento
combinatorio dentro de los curriculos, igual que el status que tienen otros tipos de pensamiento
matematico como el algebraico o el geométrico.

En cuanto a los objetivos de la educacién matematica, se debe implementar el modelo metodologico
«.C.0.R.» en nuevas investigaciones que impliquen la caracterizaciéon de otros tipos de pensamiento
matematico. En otras palabras, se debe repetir esta experiencia con otras unidades tematicas, con el fin
de refinar el modelo y ponerlo a prueba, de tal forma que se pueda consolidar como un enfoque teérico
de caracter universal.

En cuanto a los aportes practicos se sugiere al Departamento de Mateméticas de la Universidad
Antonio Narifio incluir total o parcialmente la unidad didactica construida para esta investigacion, como
parte del material didactico utilizado en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la unidad tematica
desarrollada —combinatoria basica, en particular los principios fundamentales de conteo-,
implementacion que se puede hacer en los diferentes cursos que en sus syllabus incluyen esta
tematica.

En cuanto al curso de Solucién de Problemas utilizado como contexto para esta investigacion se

propone que se elabore en su totalidad con una metodologia similar a la implementada en este trabajo,
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teniendo como objetivos desarrollar el pensamiento aritmético, el pensamiento métrico, el pensamiento
geométrico, el pensamiento algebraico y el pensamiento combinatorio. Esta situacion deja dos
sugerencias. Una primera sugerencia es la ampliacion de la intensidad horaria del curso. Esto porque la
experiencia vivida durante el curso exigio la utilizacion de dieciséis clases, por un lado, y, por otro lado,
porque se requiere de suficiente tiempo que permita hacer el debate y discusion sobre las formas de
entender y de pensar de los estudiantes, las cuales son la base para la consolidacion y desarrollo de
cada uno de los tipos de pensamiento. La segunda sugerencia es la capacitacion al grupo de docentes
que dirigen estos cursos con el objetivo que se involucren y actualicen en la transformacion de la
ensefianza a través de la solucion de problemas, y que efectivamente el curso en toda la poblacién
procure los mismos resultados.

En cuanto a la poblacién y muestra se recomienda replicar esta experiencia en otros contextos que
involucren estudiantes de educacion basica primaria, media y media superior (con la salvedad que para
la educacion basica primaria y media se deben proponer y construir nuevos problemas acordes con el
nivel de desarrollo bioldgico y cognitivo de los estudiantes involucrados), tanto de la educacion publica
como privada. Por un lado, con el objetivo de ratificar los hallazgos obtenidos en esta investigacion, y
por otro lado para complementar y robustecer los resultados de tal forma que se pueda seguir
consolidando la caracterizacion del pensamiento combinatorio, y asi reunir mas evidencias para hacer
sugerencias de fondo que ayuden a la transformacion del curriculo actual de la educacién matematica

en Colombia.
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ANEXOS
Anexo 1. Syllabus: Asignatura Solucién de Problemas

VICERECTORIA ACADEMICA
FACULTAD DE CIENCIAS
CONTENIDO PROGRAMATICO

Datos de Identificacion
Asignatura:
SOLUCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS

Programa:
INGENIERIAS, LICENCIATURAS, CIENCIAS DE LA SALUD, CIENCIAS
ECONOMICAS.

Cadigo: 17432005 Plan de estudios:

Fecha de actualizacion:

Numero de Créditos dentro del Plan de Estudios:
ENERO 2015

3 CREDITOS, 4 H/S CLASE

Justificacion de la asignatura
La Solucion de problemas Matematicos es una propuesta metodoldgica que pretende nivelar los conceptos matematicos basicos de los estudiantes que
ingresan a las carreras de ingenieria, Licenciaturas, Ciencias Administrativas, Econémicas y Sociales en la Universidad Antonio Narifio.
En los Ultimos afios, el nivel académico de ingreso de los estudiantes a las carreras de ingenieria en el campo de las matematicas es deficiente, ellos han
cursado sus once afios de educacion, que comprende Primaria, Basica y Media, la mayoria tienen también formacion Pre-escolar.
Los conceptos basicos de matematicas han sido tratados en forma un poco superficial 0 a veces no los han visto, como es el caso de la Geometria.
Partiendo del hecho que estos conceptos no son del todo desconocidos por los estudiantes, se propone un repaso y afianzamiento de los mismos
utilizando la metodologia basada en la Solucion de Problemas, en este caso, de Matematicas.
Es de suma importancia cursar esta materia, pues ambienta, motiva y muestra la necesidad del trabajo en grupo para afrontar los diferentes retos que se
le presentan en cada una de sus clases, les da autoestima y verifican que el aprendizaje de las matematicas no se relega a realizar ejercicios largos y
tediosos sino que por el contrario llega a ser divertido, ameno y significativo.

Objetivo general

Se pretende que al finalizar el curso, el estudiante comprenda lo que significa el “Pensamiento Matematico” que lo aplique en sus materias posteriores y

ademas, clarifique, amplie y complete los conceptos algunas veces erréneos o parcialmente ciertos que ha adquirido en su proceso de formacion Primaria,
Bésica y Media.

Objetivos especificos

. Hacer uso de los algoritmos de Suma, Resta, Multiplicacién y Divisiéon y emplearlos correctamente en la formulacion de la solucion de los
problemas propuestos.
. Descomponer correctamente los nimeros enteros en sus factores primos y utilizar esta descomposicién para resolver problemas.
. Reconocer los numeros racionales y los manipularlos correctamente.
. Leer comprensivamente los problemas propuestos y lograr formular caminos de solucion.
. Emplear diferentes técnicas de solucién de sistemas de ecuaciones, tanto lineales como no lineales, identificar el nimero de soluciones y
aplicar estos conceptos para solucionar problemas.
Hacer uso de los vectores, sus operaciones y sus propiedades, para solucionar problemas relacionados con vectores o formas vectoriales.
Aplicar correctamente las técnicas de conteo.
Dominar los conceptos de Permutacion, Variacion y Combinatoria, emplearlos en la solucion de problemas.
Construir e Interpretar correctamente las graficas basicas para una distribucién dada de datos.
Conocer y aplicar correctamente los casos de congruencia y semejanza de triangulos.
Aplicar correctamente los conceptos de perimetro y area, en las diferentes figuras geométricas tanto regulares como irregulares.
Aplicar correctamente las relaciones que existen entre los lados del triangulo rectangulo, aplicar correctamente el teorema de Pitagoras.
Conocer las construcciones basicas con regla y compas.

Contenidos

TEMAS Semana
Ambientacion (Estudiantes primer semestre entran semana 2) 1
Aritmética
Operaciones Basicas
Criterios de Divisibilidad
Descomposicion en nimeros primos.
Operaciones con Racionales.
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Combinatoria
Técnicas de conteo.

PRIMER PARCIAL

Algebra

Sistemas de ecuaciones.
Técnicas de Factorizacion
Ecuacion Cuadratica.

SEGUNDO PARCIAL:

Geometria
Areas y angulos.

Congruencias y semejanza de triangulos.
Trigonometria
Representacion en el plano

TERCER PARCIAL

Funciones

Aplicaciones:

Ingenierias: Vectores y Matrices

Ciencias Econdmicas, Sociales, Derecho: Aplicaciones Financieras
Ciencias de la Salud y Basicas: Introduccién Estadistica Descriptiva

EXAMEN FINAL
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Anexo 2. Syllabus: Asignatura Probabilidad y Estadistica

VICERECTORIA ACADEMICA
FACULTAD DE CIENCIAS
CONTENIDO PROGRAMATICO
Datos de Identificacion

Asignatura:

P :
rograma PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

INGENIERIAS y LICENCIATURA EN MATEMATICAS

Cadigo: 17434101 Plan de estudios:

Fecha de actualizacion:

Nu édi | Pl E ios:
umero de Créditos dentro del Plan de Estudios ENERO 2015

4 CREDITOS, 6 H/S CLASE

Justificacion de la asignatura
La Estadistica como ciencia, comprende una serie de herramientas destinadas a automatizar y estandarizar la generacion de estadisticas y reportes de
acuerdo a los parametros de la estadistica descriptiva, la inferencial y el muestreo, mediante la implementacién del método cientifico.
En esta asignatura se abordaran las técnicas estadisticas descriptivas e inferenciales, iniciando con la descripcién del método cientifico, pilar en el

estudio de la estadistica y de investigacion, identificando las respectivas etapas y particularidades de un estudio descriptivo (método deductivo) y uno
inferencial (método experimental). Se realiza un breve repaso de variables y medida o escalas de medicion, las cuales permiten identificar el tipo de
estudio o investigacion a adelantar, al igual que los indicadores a usar para la toma de decisiones. En la primera parte del curso se impartiran las
herramientas e indicadores descriptivos. En la segunda parte, se enfatizard sobre los fundamentos de la teoria de la probabilidad y de variables
aleatorias, base para modelos discretos y continuos, para luego incursionar en lo elemental de las técnicas estadisticas inferenciales, propiamente de
estimacion puntual y por intervalo, siendo esta ultima una de las herramientas de mayor uso en la toma de decisiones bajo condiciones de
incertidumbre.

Si bien es cierto, que un estudio a nivel exploratorio, descriptivo, correccional o experimental, reviste de la misma relevancia, no debe dejarse de lado
la importancia merecida de la estadistica en toda su integralidad, por tanto, en un segundo curso “estadistica aplicada y muestreo”, se afianzara y
complementara lo visto, con las herramientas de pruebas de hipotesis y el disefio de planes de muestreo, en donde el estudiante, estara en

condiciones de establecer las bondades de usar uno u otro plan de muestro y de seleccionar las técnicas estadisticas adecuadas para la toma de
decisiones, segun el objetivo del estudio o investigacion.
Para el futuro ingeniero de la Universidad Antonio Narifio, es de relevancia esta asignatura, puesto que lo capacita en las herramientas necesarias para

comprender e interiorizar la fundamentacion de los procedimientos estadisticos descriptivos e inferenciales, y en la trascendental toma de decisiones
de manera responsable, metédica y critica, cada vez que podra llevarlos a la practica en su desempefio profesional

Desde este espacio académico se busca promover el desarrollo de habilidades cognitivas que permitan al futuro profesional conocer, comprender,
apropiar y evaluar los conocimientos que adquieren sometiéndolos a la critica, al juicio con fundamento con el fin de analizar su entorno inmediato
identificando situaciones que se puedan transformar en beneficio del mejoramiento de la calidad de vida de la sociedad. Mediante el uso de
herramientas estadisticas en los procesos de investigacion se espera que el estudiante identifique soluciones econédmicamente viables,
ecolégicamente favorables, politica y socialmente impactantes, a los problemas de las comunidades de interés.

Objetivo general

Objetivos especificos

Del saber:

. Adquirir  conocimientos que le permiten, a futuro, tomar decisiones que tienen impacto en su entorno social y ambiental con
consideraciones éticas, a partir del diagnostico sustentado en criterios estadisticos y profesionales, para garantizar eficiencia y eficacia.

. Seleccionar en forma adecuada los recursos y procedimientos estadisticos, que le permiten la ejecucién exitosa de actividades en espacios
de aprendizaje compartido, acogiéndose a referentes y normas nacionales e internacionales de calidad.

. Utilizar convenientemente los programas estadisticos disponibles, para abocar éptimamente asuntos que exigen soluciones.

De habilidades:

. Utilizar el lenguaje simbdlico estadistico para traducir una situaciéon de su contexto profesional con el fin de emplear las herramientas
estadisticas adecuadas y luego estar en capacidad de interpretarlas.

. Analizar y discutir la diferencia entre el escenario real de una situacién y el modelo tedrico que lo representa, utilizando el analisis de
informacion de forma que le permita identificar tendencias para disponerla en la toma decisiones, interpretar y comunicar sus resultados segun su
necesidad.
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Del saber:

. Adquirir  conocimientos que le permiten, a futuro, tomar decisiones que tienen impacto en su entorno social y ambiental con
consideraciones éticas, a partir del diagndstico sustentado en criterios estadisticos y profesionales, para garantizar eficiencia y eficacia.

. Seleccionar en forma adecuada los recursos y procedimientos estadisticos, que le permiten la ejecucion exitosa de actividades en espacios
de aprendizaje compartido, acogiéndose a referentes y normas nacionales e internacionales de calidad.

. Utilizar convenientemente los programas estadisticos disponibles, para abocar 6ptimamente asuntos que exigen soluciones.

De habilidades:

. Utilizar el lenguaje simbdlico estadistico para traducir una situacion de su contexto profesional con el fin de emplear las herramientas
estadisticas adecuadas y luego estar en capacidad de interpretarlas.

. Analizar y discutir la diferencia entre el escenario real de una situacion y el modelo teérico que lo representa, utilizando el anélisis de
informacion de forma que le permita identificar tendencias para disponerla en la toma decisiones, interpretar y comunicar sus resultados segun su
necesidad.

. Analizar criticamente situaciones problémicas, a partir de modelos tedricos, que le permiten establecer en la simulacion de escenarios
probables 6 la experimentacion, el prondstico de los posibles impactos reales.

De actitudes:

. Aportar ideas verbalmente o por escrito con creatividad discursiva, para plantear, afrontar, o resolver problemas, armonizando con otros
miembros de su espacio académico, en busqueda de consensos frente a situaciones especificas.

. Evaluar las implicaciones de su actividad y las de sus similares, sobre el entorno natural, con suficiente autonomia y responsabilidad
como para contribuir a acciones que propendan por un impacto favorable en pro de un desarrollo sostenible, mediante el analisis estadistico de
informacion.

Contenidos

TEMAS Semana

Ambientacién (Estudiantes primer semestre entran semana 2) 1

1. Estadistica descriptiva

11 ¢ Por qué de la estadistica en procesos de investigacion y estudios para toma de decisiones?

1.2 Introduccion a la recoleccion de informacion (definiciones y conceptos basicos)

13 Representacion grafica de datos (intencionalidad e interpretacion de graficos)

14 Resumen numérico de datos (medidas de localizacion, medidas de variabilidad, medidas de relacion)

15 Andlisis exploratorio de datos (diagrama de caja - deteccion de datos atipicos)

1.6 Ajuste datos a una distribucién de probabilidad (verificacion grafica y descriptiva de cumplimiento de supuestos)

PRIMER PARCIAL

Introduccion a la probabilidad

Definicién de probabilidad: Clasica, empirica y subjetiva.
Definicién de eventos

Célculo de probabilidades

Reglas de célculo de probabilidades

Probabilidad Condicional

Teorema de Beyes

SEGUNDO PARCIAL:

3. Distribuciones de probabilidad

31 Definiciones y conceptos basicos

32 Distribuciones de probabilidad discretas

321 Caracterizacion grafica de una distribucién de probabilidad (Tabla, Gréfica puntual, grafica acumulada)

322 Caracterizacion numérica de una distribucion de probabilidad (Esperanza matematica, mediana, percentiles,
varianza, desviacion estandar, teorema de Chebyshev, coeficiente de variacion)

323 Distribuciones discretas de probabilidad clasicas (Binomial, Binomial Negativa, Geométrica, Hipergeométrica,
Poisson)

TERCER PARCIAL
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Anexo 3. Syllabus: Asignatura Matematicas Discreta

VICERECTORIA ACADEMICA
FACULTAD DE CIENCIAS
CONTENIDO PROGRAMATICO

Datos de Identificacion

Asignatura:

P :
rograma MATEMATICAS DISCRETA

INGENIERIA DE SISTEMAS y LICENCIATURA EN MATEMATICAS

Codigo: 17433051 Plan de estudios:

Fecha de actualizacion:

NU de Créditos dentro del Plan de Estudios:
umero de Créditos dentro del Plan de Estudios ABRIL 2015

4 CREDITOS, 6 H/S CLASE

Justificacion de la asignatura

La matematica discreta estudia lo que se conoce como matematica finita que es el estudio de los objetos discretos, es decir, aquella en la que el concepto
de aproximacién y limite no son utilizados. Esta matematica ha sido de gran impacto moderno por los diversos problemas reales los cuales son
solucionados por este medio. El &lgebra, la teoria de conjuntos, la combinatoria, la teoria de grafos, la teoria de juegos son unos cuantos ejemplos de este
tipo de matematicas que han sido aplicadas en problemas desde los puentes de Konigsberg hasta el modelamiento de la tabla para el “pico y placa” en las
diferentes ciudades de Colombia. No es de extrafiarse que a futuro sea una de las ramas mas influyentes en las ciencias modemas.

En esta asignatura se desarrollara una parte sobre la teoria de grafos y la otra sobre la teoria de juegos, dos areas de gran importancia moderna, pues
uno de los futuros trabajos del docente en matematicas (desde un punto de vista de la teoria de juegos) y del ingeniero de sistemas sera disefiar y modelar
estrategias de toma de decisiones o maximizacion de beneficio seglin sea el caso. Para ello veremos también que la teoria de grafos se aplica en la
resolucion de problemas de teoria de juegos y daremos las bases tedricas necesarias para la comprension de los resultados tanto de la una como de la
otra.

Para el futuro Ingeniero de Sistemas y Licenciado de Matematicas de la Universidad Antonio Narifio es muy importante esta asignatura por la diversidad de
los objetos tratados en ella, en cuanto a que la formacion en grafos y teoria de juegos ayudara al estudiante a interesarse en hacer investigacion en otra
area del conocimiento como lo son la Informética, Economia o la propia Matematica. Por Ultimo, el familiarizarse con la metodologia empleada para atacar
los problemas que surgen en este topico sera de utilidad para que el estudiante fomente su capacidad inductiva y de solucionador de problemas de la vida
cotidiana o de su trabajo docente.

Objetivo general
Dar al estudiante las herramientas tedricas de las matematicas finitas, las cuales determinaran su grado de comprension y abstraccién hacia problemas
especificos que surjan en sus carreras.

Objetivos especificos

De conocimiento (Lo que sabe)
Realiza operaciones basicas con conjuntos.
Maneja los diferentes conectivos 16gicos y métodos de demostracion.
Identifica la estructura de un algebra booleana y la utiliza en la simplificacién de expresiones y circuitos.
Conoce la teoria de grafos y arboles y la utiliza en la resolucién de problemas.
Conoce los elementos que intervienen en la formalizacion de un juego y las distintas formas de manejar.
Conoce las nociones basicas de solucién o equilibrio de cada tipo de juego y los procedimientos para obtenerlos.
Se familiariza con los modelos prototipos de la teoria de juegos y sus aplicaciones.
Utiliza teoria de grafos en la resolucion de problemas de teoria de juegos.

De habilidad (Lo que sabe hacer)

. Reconocer a la matematica como una ciencia formal y exacta.

. Manejar apropiadamente los recursos tecnoldgicos tales como la calculadora y paquetes matematicos en la solucion de problemas concretos.
. Desarrollar habilidades y destrezas en situaciones problematicas que involucren elementos de la matematica discreta.

. Realizar una adecuada busqueda de informacién, valorando aquella que resulte relevante y significativa para abordar diferentes problemas y
situaciones relacionadas.

. Expresar de manera clara y comprensible los argumentos utilizados en el planteamiento, desarrollo y solucién de problemas especificos.

. Presentar propuestas novedosas y alternativas de solucion a problemas relacionados con los elementos de matematicas discretas.

. Emplear un adecuado lenguaje simbdlico para expresar sus ideas y propuestas.
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De conocimiento (Lo que sabe)
Realiza operaciones basicas con conjuntos.
Maneja los diferentes conectivos légicos y métodos de demostracion.
Identifica la estructura de un algebra booleana y la utiliza en la simplificacion de expresiones y circuitos.
Conoce la teoria de grafos y arboles y la utiliza en la resolucion de problemas.
Conoce los elementos que intervienen en la formalizacidn de un juego y las distintas formas de manejar.
Conoce las nociones basicas de solucion o equilibrio de cada tipo de juego y los procedimientos para obtenerlos.
Se familiariza con los modelos prototipos de la teoria de juegos y sus aplicaciones.
Utiliza teoria de grafos en la resolucion de problemas de teoria de juegos.
De habilidad (Lo que sabe hacer)
Reconocer a la matematica como una ciencia formal y exacta.
Manejar apropiadamente los recursos tecnolégicos tales como la calculadora y paquetes matematicos en la solucion de problemas concretos.
Desarrollar habilidades y destrezas en situaciones problematicas que involucren elementos de la matematica discreta.
Realizar una adecuada busqueda de informacion, valorando aquella que resulte relevante vy significativa para abordar diferentes problemas y
situaciones relacionadas.
Expresar de manera clara y comprensible los argumentos utilizados en el planteamiento, desarrollo y solucién de problemas especificos.
Presentar propuestas novedosas y alternativas de solucion a problemas relacionados con los elementos de matematicas discretas.
Emplear un adecuado lenguaje simbolico para expresar sus ideas y propuestas.
De actitud (Lo que sabe ser)
Mostrar actitud critica y responsable.
Valorar el aprendizaje autonomo.
Mostrar interés en la ampliacion de conocimientos y en la busqueda de informacion.
Valorar la importancia del trabajo en equipo.
Estar dispuesto a reconocer y corregir errores.
Respetar las decisiones y opiniones ajenas.
Asumir la necesidad y utilidad de la matematica discreta como herramienta en su futuro ejercicio profesional.

Contenidos
TEMAS Semana
Ambientacién (Estudiantes primer semestre entran semana 2) 1

o Realiza operaciones basicas con conjuntos

Preliminares. Teoria de conjuntos, l6gica e Maneja los diferentes conectivos logicos y sus tablas de verdad.
proposicional e induccién matematica. e Manejar métodos de demostracion.

Conteo: permutaciones, combinatoria, principio e Usa la induccién matematica.

de las casillas, funciones de recurrencia. Aplica los principios de conteo a problemas practicos

Hallar la formula general de una relacion de recurrencia.

PRIMER PARCIAL

Identifica la estructura de Algebra de Boole

Construye la expresion Booleana correspondiente a una tabla.

Algebras de Boole Disefa circuitos.

Simplifica expresiones y circuitos Booleanas utilizando mapas de Karnaugh

SEGUNDO PARCIAL:

Identifica un grafo, sus partes: vértices y sus propiedades
Identifica grafos Isomorfos
Utiliza matrices de adyacencia para contar caminos.
e Identifica cuando un grafo tiene circuitos o caminos Eulerianos.
e Analiza condiciones necesarias para la existencia de circuitos y caminos
Hamiltonianos.
e Identifica grafos planos.
Encuentra el nimero cromético y el polinomio cromatico de un grafo dado.
Resuelve problemas de aplicacion utilizando coloracion de grafos.
Realiza recorridos en arboles

Teoria de Grafos: Definicidn, propiedades,
trayectorias 'y  caminos  Eulerianos vy

Hamiltonianos, coloracién de grafos. Arboles
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Anexo 4. Actividad 1 - A1

FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Mateméticas
SOLUCION DE PROBLEMAS
Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Principios Fundamentales de Conteo
Principios de la Sumay el Producto

RireNid RARES

Nombre | Edad [
Cé | [Fecha | [ semestre |
Actividad 1. Aprendiendo a contar
PRIMERA PARTE

INICIATIVAS DE ENTRADA
Resolver las siguientes iniciativas, escribir su solucion con todos los procedimientos y calculos realizados debidamente
argumentados.

INICIATIVA 1.
En La Fiesta del Té hay cinco modelos de tazas de &, tres modelos de platos y cuatro cucharitas diferentes. ;De
cuéntas maneras se podra formar un conjunto de taza, plato y cucharita?

¢ Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta? (Tomado de Circulos Matematicos).

INICIATIVA 2.

En una reunion de 5 asistentes, todos se dan la mano exactamente una vez con todos los demas al saludarse.
¢Cuantos apretones de mano se dan en la reunion?

£Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 3.

En un tablero de dimensiones 2 x 2, cada casilla puede ser de color blanco o negro. ¢De cuantas maneras se puede
colorear el ablro? Bajo as mismas conciciones, zcudles podrian s a5 imensiones del lablero para que a respuesta
fuera 5127

¢Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta? (Tomado de Circulos Matematicos).

INICIATIVA 4.

En la dlase de Solucion de Problemas hay 9 mujeres y 12 hombres. ;De cuantas formas puede el profesor elegir un
monitor para la clase? ¢De cuantas formas se puede elegir el representante de curso y su suplente para el comité
estudiantil? ;De cuantas formas se puede seleccionar el representante y su suplente si se quiere que no sean del
mismo género?

£Como convenceria usted a un compafiero que sus respuestas son correctas?

INICIATIVA 5.

¢Cuéntos enteros positivos de cuatro digitos hay tales que sus digitos son distintos, el primer digito de la izquierda es
diferente de cero, el entero es mltiplo de 5 y el mayor digito es

£Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta? (Tomado de OCM-2012-PN)

SEGUNDA PARTE
INICIATIVAS EXTRACLASE
Objetivo:

1. _Identificar y deducir los conceptos ir en la solucion de problemas de

Proponer y solucionar un problema de Gonteo con tres condiciones y cuya repuesta sea 12. LPuede usiad proponer oo
problema con la misma respuesta 12 pero con dos £0tro con tres

distintas a las condiciones del primero?

(Sugerencia: EI concepto implicito que debe estar en el problema y que permita construir su solucion es el principio del
producto.)

INICIATIVA 9.

Si hay 3 regalos idénticos (Ri, Re, Rs) para repartir entre 5 nifios (A, B, C, D, E). Cada nifio puede recibir los tres
regalos, dos regalos, un regalo o ningun regalo. ¢ De cuantas formas se pueden repartir los tres regalos idénticos entre
los cinco nifios? Explique su respuesta.

Ahora, si n'y k son enteros positivos, ¢de cuantas formas se pueden repartir n regalos idénticos entre k nifios, si cada
uno de los nifios puede recibir varios regalos o ninguno? ¢.Cémo convenceria usted a un compariero que su respuesta
es correcta?

(Adaptado de Un recorrido por la combinatoria 1)

INICIATIVA 10.

Sea n un entero positivo. n se puede expresar como suma de enteros positivos de distintas maneras. Si se consideran
como diferentes dos sumas que tienen los mismos sumandos pero éstos aparecen en distinto orden, ¢de cuantas
formas diferentes puede expresarse n? (Adaptado de Un recorrido por la combinatoria |.)

Nota. Por ejemplo, si 1= 3, tenemos:
Una forma de tres sumandos {(1+1+1)}

Dos formas de dos sumandos {(1+2), (2+1)}, y
Una forma de un sumando {(3)}.

Luego el nimero de formas de expresar al entero positivo 3, como la suma de enteros positivos es 4.

Sin =5, tenemos:
® Una forma de cinco sumandos {1+1+1+1+1}.
@ Cuatro formas de cuatro sumandos {(1+1+1+2), (1+1+2+1), (142+1+41), (2+1+1+1)}.
e Seis formas de tres sumandos {(1+1+3), (1+3+1), (3+1+1), (1+2+2), (2+1+2), (2+2+1)}
Cuatro formas de dos sumandos {(1+4), (4+1), (3+2), (2+3), y
®  Una forma de un sumando {(5)}.

Luego el nimero de formas de expresar al entero positivo 5, como la suma de enteros positivos es 16.

a) Sin=4, ;de cuantas formas se puede expresar a n como suma de enteros positivos? Explique su respuesta

b) Sin=7, ¢de cuintas formas se puede expresar a n como suma de enteros positivos? Explique su respuesta.
c) Construir un modelo general que permita contar el nmero de formas en las que Se puede expresar a n como suma
de enteros positivos bajo estas condiciones, y explicar el significado operativo del modelo.

d) Si usted conoce el Teorema del binomio, zconsidera que tiene esta situacion algo que ver con el Teorema del
binomio? Explique su respuesta.

TERCERA PARTE
INICIATIVAS COLABORATIVAS
INICIATIVA 11.
Segin la gramética de la lengua espariola, el abecedario esta compuesto por 27 letras. ¢ Cuantas cadenas distintas de
tres letras se pueden formar bajo cada una de las siguientes condiciones?

A) Ninguna condicién adicional
Que las cadenas de tres letras sean diferentes entre si y que las tres letras de cada cadena también sean diferentes

Construir s\gmfcadcs de los principios de la suma y del producto a través de la solucion de problemas de
combinatori

erorzar o concepto de conteo generado a partir de la utilzacién de los principios de la suma y del producto.
Lograr la construccién de un significado més robusto del concepto de conteo construido, y que sea aplicado en los
procesos de interpretar, establecer conexiones, modelar, generalizar, abstraer y simbolizar problemas mateméticos
y de contexto que involucran o requieren del uso de la combinatoria para obtener su solucién.

Generar en el estudiante el gusto por solucionar problemas retadores y no rutinarios, como método para construir
sus formas de entender y formas de pensar combinatoriamente.

wn

IS

Definicién.

Combinatoria enumerativa.

“La combinatoria enumerativa busca contar el nimero de elementos de un conjunto con ciertas propiedades, lo cual
concurre en encontrar su cardinal, teniendo como objetivo el —contar sin contar-, es decir poder determinar el namero de
elementos de un conjunto sin necesidad de tener que hacer la lista en la que se cuenten uno a uno™

Recomendaclones'
Al resolver las siguientes iniciativas escribir y anexar los procedimientos y calculos realizados como parte de la
solucin, y argumentar completamente por qué el proceso que siguieron es correcta.

A) Que la segunda letra de cada cadena sea una vocal y que las ofras dos letras sean consonantes
dierentes eir

Que todas las cadenas terminen en “A”.
C) Que contenga las letras "AB", y que éstas siempre estén seguidas y en ese mismo orden.

4C6mo convenceria usted a un compafiero que sus respuestas son correctas?

INICIATIVA 12.

¢Cuéntos paralelepipedos rectangulos distintos se pueden construir para los cuales la longitud de cada arista sea un

valor entero de 1 10? a) Si cada una de sus tres dimensiones son diferentes. b) Si dos de las tres dimensiones son

iguales. ¢) Si las tres dimensiones son iguales. d) (Cémo cambiaria el andlisis de la solucion i se estuvieran
tetraedros y no £Como usted a un compafiero que su

respuesta es correcta?

INICIATIVA 13.

Dado el conjunto L = {a, b, ¢}, cul es el nimero de subconjuntos de L? Si se forma un nuevo conjunto al cual se le

incluye un nuevo elemento, L= {a, b, <, dJ, ¢cuantos subconjuntos tendra el nuevo conjunto que se forma? ¢ Como se

pueden contar? Intente pensar en dos formas esencialmente diferentes de contarlos. Ahora suponga que el conjunto

dado L tiene 15 elementos, ; Cudntos subconjuntos tendré el conjunto L? ¢ Cudntos elementos debe tener un conjunto

M para que el niimero de subconjuntos de M sea 10247 ;Existe un conjunto que tenga exactamente 4 subconjuntos?
2 j

2. Al solucionar cada una de las siguientes INICIATIVAS, mantener presentes los siguientes componentes en el
proceso seguido, los cuales pueden resultar valiosos para lograr e solucién
1) Identifique el conjunto ylo conjuntos dados y las elementos
2) Defina el nuevo conjunto (conjunto que se obtendra al Fealzar o conen requendo) y las que
caracterizan sus elementos
3) Describa la configuracién que caracteriza los elementos del nuevo conjunto, del cual se quiere conocer su
cardinalidad.
4) Describalas formas naturales de entender el “conteo” requerido para solucionar el problerma,
5) Explique las estrategias utiizadas para caloular la cardinalidad del nuevo conjunto, a partir de la definicion o
caracterizacion de sus elementos.
6) Reescriba el problema en términos de un problema similar del cual ya conozea su solucién, si es posible, de tal
forma que relacione su estrategia de solucion para implementarla en el problema propuesto.
7) Realice el conteo operacionalmente, sin listar sus elementos.
INICIATIVA 6.

Las sels caras de un dado estén numeradas -3, -2, -1, 0, 1, 2. Si se lanza el dado dos veces y se multiplican los dos
nimeros que mostré el dado en la cara superior en las dos ocasiones, ;de cuantas formas diferentes puede obtenerse
como resultado un nimero negativo? Bajo las mismas condiciones, 4como deberian colocarse nimeros en las caras
del dado para que la respuesta fuera 87

£ Como convenceria usted a un compaiero que su respuesta es correcta? (Tomado de OCM-2012-PN)

INICIATIVA 7.

Un jugador de baloncesto hizo 5 canastas durante un juego. Cada canasta otorgaba 2 0 3 puntos. Cuantos nimeros
diferentes pueden representar el total de puntos obtenidos por el jugador? Supéngase que hay un juego en el cual cada
anotacion valiera 2 0 4 puntos y que un jugador hiciera 5 anotaciones, y que se hiciera la misma pregunta. ¢ Cambiaria
Ia respuesta? Por qué?

£ Como convenceria usted a un compaiero que su respuesta es correcta? (Tomado de OCM-2012-PN)

INICIATIVA 8.

Olimpiad:

1 Restrepo Mesa Pascual.
Universidad Antonio Narifio. 2010.

Un Recorrido por la C ia I

£Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?
CUARTA PARTE
INICIATIVA DE LA SEMANA

INICIATIVA FORO

Me!odologna.
El estudiante lider tendra un plazo méximo de dos dias (viemes y sabado) para publicar las primeras aportaciones
al foro, publicando las primeras ideas sobre las preguntas orientadoras. Este insumo se considerara como la
apertura del foro, alrededor del cual debe comenzar la construccion de la estrategia para atacar el problema de
forma colaborativa.

Todos los demés integrantes del grupo estaran pensando y construyendo una posible respuesta a cada una de las
pregunta orientadoras que se han dado para guiar el aprendizaje colaborativo. Al mismo tiempo que estaran
construyendo la solucion del problema propuesto.

©

Preguntas orientadoras.

3.1. Explique con sus propias palabras en que consiste el problema planteado, respondiendo a:
3.1.1. ¢Qué ha comprendido usted del problema en términos de la combinatoria?
3.12. ;Qué interpretacion hace usted de la pregunta o preguntas planteadas?
3.1.3.  ¢Qué estrategia o camino ve que es posible construir para resolver el problema?

Nota: A partir de las respuestas dadas por los integrantes del grupo se debe dar el debate,
concluyendo con una posible estrategia para proceder a consruir la solucién del problema y asi
dar respuesta a la pregunta o preguntas formuladas.

INICIATIVA 14,

¢Qué nimero menor que 100, tiene el mayor nimero de divisores? ¢La respuesta es tnica? ;Como se puede contar el
numero de divisores de un nmero? (Dado cualquier niimero entero, su método de contar debe poderse usar para
hallar el nimero de divisores que tiene.) ; Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?
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Anexo 5. Actividad 2 - A2

FACULTAD DE CIENCIAS

Departamento de Matematicas
SOLUCION DE PROBLEMAS
o - Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Permutacion

| Edad

| semestre |

es importante

Nombre |
Codigo |

[Fecha |
Actividad 2. Mi

PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA

Al resolver las siguientes iniciativas, escribir su solucion con todos los procedimientos y calculos realizados
debidamente argumentados.

INICIATIVA 1.
¢De cuantas formas se pueden colocar cuatro esferos de diferente color en un estuche? ¢Como convenceria usted a
un compafiero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 2.

En un paradero de bus hay siete personas, de las cuales cuatro son mujeres. ;De cuéntas formas se pueden subir al
bus, si cada uno debe marcar de forma individual el cobro del pasaje y deben subir en forma alternada (por género)?
+Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta? (Tomado de Matematicas discretas de Grimaldi.)

INICIATIVA 3.

Fernanda, Germén, Hernando y Juanita van a hacer tareas a la biblioteca de la UAN. ¢De cuantas formas diferentes
pueden sentarse juntos alrededor de una mesa redonda? Determinar las condiciones bajo las cuales dos formas de
sentarse se deben considerar iguales.

¢Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 4.
¢De cuantas formas se pueden colocar cuatro figuras distintas (#, /3, £%, §) en un tablero de 4x4 casillas, de tal forma
que al moverlas horizontal o verticalmente o se crucen entre ellas? Un posible arreglo es el mostrado en la figura
¢C6mo cambiaria su respuesta si las cuatro figuras fueran idénticas?

£C6mo convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 8.

Determine de cuantas formas se pueden organizar n personas en una fila. Ahora si hay 2n personas, n hombres y n
mujeres, ¢de cuantas forma se pueden organizar en una fila de modo que no haya dos personas del mismo sexo
juntos? ¢ Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

(Tomado de Un recorrido por la combinatoria ).

TERCERA PARTE
INICIATIVAS COLABORATIVAS

INICIATIVA 9.

Un comité europeo cuenta con 6 delegados alemanes, 5 delegados franceses, y 3 delegados italianos. ;De cuantas
formas pueden estos 14 delegados sentarse en una fila de 14 sillas, i los delegados de cada pais insisten en estar
todos sentados uno junto al otro?

£Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 10.

En un banco hay 10 médulos de atencion al publico, anenmaos diariamente cada uno por un cajero fijo, los cuales se
van a conocer como el cajerot, el cajero 2, ... y el cajero 10 respectivamente. Cada mes se elige al “Gran Cajero”
(cajero con el mayor nimero de atenciones al piblico). Sitodos duen asist 8 una reunion semandl y sentarse en la
misma fila, cumpliendo con las siguientes reglas: Primera regla: El “Gran Cajero’ del mes ocupara la silla
correspondiente al nimero de su caja, ya que en ella le colocan el premio de la semana por ser el Gran Cajero.
Segunda regla: a la derecha del Gran Cajero se deben sentar los cajeros con mayor nimero de caja que la del Gran
Cajero y a la izquierda los de menor nimero.

a) Por ejemplo si el Gran Cajero del mes es el C4 (cajero que atiende el modulo cuatro, cajero 4), a la derecha de él
se sientan los cajeros 5 al 10; y a la izquierda de & los cajeros 1 al 3 (En el grafico se muestra una posible
ubicacién de los cajeros el dia de la reunion, ocasion en la cual el “Gran Cajero” es el cajero 4.) ¢;De cuantas
maneras se pueden sentar ese dia? ;Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

|C3‘C1‘CZ‘GC‘CS‘C10‘C5|C7|C6‘CQ‘

£

Suponiendo que el reconocimiento al Gran Cajero se hace sin repeticion hasta completar un ciclo en el cual los 10
cajeros hayan sido elegidos como el Gran Cajero ¢Cuél es el total de formas posibles en las que se pudieron
sentar los diez cajeros durante un ciclo?

£Cémo convenceria usted a un compaiero que su respuesta es correcta?

) ) Construir un modelo que permita contar las formas de acomodarse cada vez que hay una nueva reunion de
= cajeros.
B £Cémo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?
§ INICIATIVA 11.

7] ¢De cuantas formas se pueden colocar en el tablero de ajedrez 8 torres idénticas, de manera que no se coman una a la
otra? Ahora suponga que cada torre es de diferente color. ¢De cuantas formas se pueden colocar en el tablero de
ajedrez las 8 torres de diferente color, de manera que no se coman una a la otra? ¢Como convenceria usted a un

SEGUNDA PARTE compariero que su respuesta es correcta?
INICIATIVAS EXTRACLASE
Objetivos.
1. Identificar y deducir los conceptos involucrados en la solucion de problemas de combinatoria. Veamos el caso general para el cual se tiene un tablero de n x n casillas y n figuras, las cuales se deben colocar en el
2. Construir significados del principio de la permutacion a través de la solucién de problemas de combinatoria. tablero de tal forma que al mover\_as honzonn_a\ o verticalmente no se crucen entre s\la_s. Con esta |{|formac|on propong:
3. Interiorizar el concepto de conteo generado a partir de la utilizacion del principio de la permutacion. dos preguntas, que cumplan condiciones similares alas del tablero de ajedrez y describa como seria un modelo genera|
4. Lograr la construccion de un significado mas robusto del concepto de conteo construido, y que sea aplicado en los | Para su respectiva solucion.

procesos de interpretar, establecer conexiones, modelar, generalizar, abstraer y simbolizar problemas matematicos
y de contexto que involucran o requieren del uso de la combinatoria para obtener su solucion,

5. Generar en el estudiante el gusto por solucionar problemas retadores y no rutinarios, como método para construir
sus formas de entender y formas de pensar combinatoriamente.
Recomendaciones:

1. Al resolver las siguientes iniciativas escribir y anexar los procedimientos y calculos realizados como parte de la
solucion, y argumentar completamente por qué el proceso que siguieron es correcta.

Al solucionar cada una de las siguientes INICIATIVAS, mantener presentes los siguientes componentes en el
procesn seguido, los cuales pueden resultar valiosos para lograr una solucion.

Identifique el conjunto y/o conjuntos dados y las condiciones que caracterizan sus elementos.

~

CUARTA PARTE
INICIATIVA DE LA SEMANA

INICIATIVA FORO

Introduccién

El propésito del FORO -Mi posicion es importante- es que a partir de las diferentes participaciones realizadas por lo:
integrantes del curso se dé el debate alrededor de las preguntas orientadoras, conducentes a propiciar un trabajo

2) Defina el nuevo conjunto (conjunto que se obtendré al realizar el conteo requerido) y las ici que
caracterizan sus elementos.

Describa la configuracion que caracteriza los elementos del nuevo conjunto, del cual se quiere conocer su
cardinalidad.

4)  Describa las formas naturales de entender el “conteo” requerido para solucionar el problema

5) Explique las estrategias utilizadas para calcular la cardinalidad del nuevo conjunto, a partir de la definicion o
caracterizacion de sus elementos.

Reescriba el problema en términos de un problema similar del cual ya conozca su solucion, si es posible, de tal
forma que relacione su estrategia de solucion para implementarla en el problema propuesto.

Realice el conteo operacionalmente, sin listar sus elementos.

<«

S e

INICIATIVA 5.

Angela, Berenice, Carios y Diego estén sentados aleatoriamente alrededor de una mesa cuadrada, una persona en
cada lado de la mesa. ¢ De cuantas formas diferentes pueden Angela y Carlos quedar ubicados en lados opuestos de la
mesa?

Bajo las mismas condiciones, invente un problema diferente cuya respuesta sea 4.

¢Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

(Tomado de OCM-2012-PN)

INICIATIVA 6.

En un cajon hay una docena de medias blancas y una docena de medias azules sueltas y sin marcar. Un hombre elige
los calcetines al azar sin mirar.

a) (Cuantas medias debe elegir para asegurar que al menos dos sean del mismo color?

¢ Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

¢ Cuéntas medias debe elegir para asegurar que al menos dos sean azules?

¢Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

= 2

INICIATIVA 7.

La revista MARCA especializada en el futbol decide publicar articulos sobre los 22 equipos de la primera division de la
Liga Santander del futbol espafiol, a razon de un club por semana. ;De cuantas formas puede hacerlo si el primer
articulo tiene que ser sobre el Villareal? ¢De cuéntas si, los articulos del Atiético de Madrid, el Barcelona y el Real
Madrid deben publicase en semanas ivas? ,Como fa usted a un compafiero que sus respuestas son
correctas? Proponga una pregunta en ese mismo contexto cuya solucion requiera un argumento de conteo similar a los
utilizados en las dos preguntas anteriores y dé su solucion.

que tendra como objetivo elaborar una estrategia que permita construir la solucion dej
problema y asi dar solucion a la pregunta o preguntas y

Metodologia

1. Cada estudiante tiene un plazo maximo de dos dias (viemes y sabado) para publicar las primeras aportaciones 3|
foro, publicando las primeras ideas en respuesta a las preguntas orientadoras. Este insumo se considerara como |
apertura del foro, alrededor del cual debe comenzar la construccion de la estrategia para atacar el problema d
forma colaborativa.

2. Todos los demés integrantes del curso estaran pensando y construyendo una posible respuesta a cada una de a:
preguntas orientadoras que se han dado para guiar el aprendizaje colaborativo, al mismo tiempo que estarér
construyendo la solucion del problema propuesto, avances que deben ser consignados en la pégina del foro.

3. Preguntas orientadoras

3.1. Explique con sus propias palabras en que consiste el problema planteado, respondiendo a:
3.1.1. ¢Qué ha comprendido usted del problema en términos de la combinatoria?
3.1.2.  ;Qué interpretacion hace usted de la pregunta o preguntas planteadas?
3.1.3.  ;Qué estrategia o camino ve que es posible construir para resolver el problema?

Nota: A partir de las respuestas dadas por los integrantes del grupo se debe dar el debate, concluyendq
con una posible estrategia para proceder a construir la solucion del problema y asi dar solucion a |
pregunta o preguntas formuladas, debidamente consignada en la pagina del foro.

INICIATIVAS DE LA SEMANA -- INICIATIVA FORO

INICIATIVA 12.

Una industria nacional de alimentos tiene seis plantas de produccion, una en Bogota, una en Cali, una en Medellin, un:
en Villavicencio, una en Pereira y una en Neiva. El Departamento de Calidad desea hacer una inspeccion en todas la:
plantas, para lo cual designa a tres ingenieros, cada uno de los cuales visitara dos plantas. ¢De cuantas maneras ¢f
coordinador del Departamento de Calidad puede agrupar las seis plantas en tres grupos de dos plantas cada uno’
Determine dos formas esencialmente diferentes de contarlas. ¢ De cuantas maneras pueden asignarse las plantas pal
inspeccion a los ingenieros?

¢ Como convenceria usted a un compaiero que su respuesta es correcta?

¢Cuantas plantas debe haber y como se deben agrupar para que la respuesta a la primera pregunta sea mayor que 5(
y menor que 100? ;Hay mas de una respuesta a esta nueva pregunta?

¢ Como seria el caso general para este tipo de situaciones y como seria un modelo general para su solucion?
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Anexo 6. Actividad 3 - A3

FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Matem: as
SOLUCION DE PROBLEMAS
Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Variaciones
[Edad |

[ semestre |

ARG NARING

[Fecha |
Actividad 3. El Intercambio

PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA
Al resolver las siguientes iniciativas escribir su solucién con todos los procedimientos y calculos
realizados debidamente argumentados.

INICIATIVA 1.

Los ciclistas supersticiosos. jOtra vez un ochol- exclamé
amargamente el presidente del club de ciclistas, observando la
torcida de su bicicleta. ;Y todo por qué? Porque al ingresar al
dieron el carnet niimero 008. Y ahora no pasa un mes sin que
u otra rueda aparezca un ocho. Hay que cambiar el nimero del
Y para que no me acusen de supersticién, haré un nuevo
de todos los miembros del club, otorgandoles carnets en los
figure ni un ocho.

Dicho y hecho: al dia siguiente cambio todos los carnés.
;Cuéntos miembros habia en el club, si se sabe que fueron
utilizados todos los ntmeros de tres cifras que no contienen
ocho? (Por ejemplo, el 000 fue utilizado, y el 836 no.)

Si el presidente de otro club era més supersticioso, porque dijo que el cero se parecia a una rueda de la
bicicleta estirada, eliminando el 0 y el 8 de los carnés. y con esta restriccion justo pudo expedir nuevos
carnés a todos, ;cudntos miembros tenia este club? ;Cémo convencerfa usted a un compafiero que su
respuesta es correcta?

INICIATIVA 2.
Una instalacién de luces navidefias consta de 3 luces azules y 2 amarillas, indistinguibles entre las
luces del mismo color. ;De cuéntas formas se pueden colocar las luces consecutivamente en la
instalacién?

C6mo convencerfa usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

;Cudntas luces azules debe haber si hay 2 amarillas y ante esta situacién la respuesta a la misma
pregunta sea 217

INICIATIVA 3.

Se realiza una competicion entre los integrantes el equipo Olimpico de Ciclismo para elegir el capitdn
del equipo (primer puesto), el segundo capitin del equipo (segundo puesto) y el coequipero (tercer
puesto). Si los integrantes del equipo son Pantano, Uran, Chaves, Henao y Lopez, si no se admiten
empates y todos terminan la carrera, ;de cudntas formas puede terminar la competencia que
determinard las respectivas capitanfas del equipo?

C6mo convencerfa usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

8

ninguna de las personas con las boletas 7, 13, 15 y 18 gana un premio? D& esta solucion a partir
de dos formas diferentes de entender la situacién planteada. ¢Cémo convencerfa usted a un
compaiiero que su respuesta es correcta?

b) Proponga un problema relacionado con la misma situacién cuya respuesta esté en el rango de
500 a 1000 y resuélvalo.

TERCERA PARTE
INICIATIVAS COLABORATIVAS

INICIATIVA 8.
Una arafa tiene una media y un zapato distinguibles para cada uno de sus ocho patas. ;De cudntas
formas diferentes puede la arafia ponerse sus medias y zapatos, suponiendo que, en cada pata, la
media se debe colocarse antes del zapato? Explique su respuesta. (AMC12 2001)

INICIATIVA 9.
Alex, Melchor y Chavela participan de un juego que tiene 6 rondas. En cada ronda hay un solo ganador
y los resultados de las rondas son independientes. Si Alex gana la mitad de las rondas, Melchor gana el
doble de rondas de las que gana Chavela, ¢de cuantas formas se pudo haber desarrollado el juego?
:Cémo convenceria usted a un compaiiero que su respuesta es correcta?. (Adaptado de 0CM-2012-NS)

INICIATIVA 10.
a) Dados los elementos , b, ¢, d, e, f: ;Cuéntas permutaciones distintas
seis elementos en las que dos de ellos, ay b, no e: tres, a, b,
censerie (en cualquier orden)? ¢y en las que ningiin par de los elementos a, b, y ¢ estén juntos?

£C6mo convencerfa usted a un compaiero que su respuesta es correcta?

b) Ahora se tiene un conjunto de n elementos. ;Cuintas permutaciones distintas pueden
efectuarse con los n elementos, en las que dos de ellos, a y b, no estén juntos? ;Y en las que no
lo estén tres, a, b, ¢ en serie (en cualquier orden)? zy en las que ningin par de los elementos a,
b,y ¢ estén juntos? ;C6mo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

sea 6.

) Invente usted un problema de permutaciones con n elementos cuya respues

CUARTA PARTE
INICIATIVA DE LA SEMANA - INICIATIVA FORO

Metodologia.

1. El estudiante lider tendrd un plazo méximo de dos dfas (viernes y sibado) para publicar las
primeras aportaciones al foro, publicando las primeras ideas en respuesta a las preguntas
orientadoras. Este insumo se considerar como la apertura del foro, alrededor del cual debe
comenzar la construccién de la estrategia para atacar el problema de forma colaborativa,

N

Todos los demds integrantes del grupo estaran pensando y construyendo una posible respuesta a
cada una de las preguntas orientadoras que se han dado para guiar el aprendizaje colaborativo, al
mismo tiempo que estaran construyendo la solucién del problema propuesto, avances que deben
ser consignados en la pagina del foro.

INICIATIVA 4.
SEGUNDA PARTE
INICIATIVAS EXTRACLASE
Objetivos.
1. Identificar, a partir de las experiencias, los conceptos involucrados en la solucién de problemas de

combinatoria.
2. Construir significado del principio de la variacién a través de la solucién de problemas de
combinatoria.
Interiorizar el concepto de conteo generado a partir de la utilizacién del principio de la variacién.
Lograr la construccion de un significado mas robusto del concepto de conteo construido, y que sea
aplicado en los procesos de interpretar, establecer conexiones, modelar, generalizar, abstraer y
simbolizar problemas matemdticos y de contexto que involucran o requieren del uso de la
combinatoria para obtener su solucién.
5. Generar en el estudiante el gusto por solucionar problemas retadores y no rutinarios, como
método para construir sus formas de entender y formas de pensar combinatoriamente.

& w

INICIATIVA 5.

Un tren empieza su recorrido en la estacién A y lo termina en la estacién F. Entre la estacién A y la
estacion F estan las estaciones B, C, D y E. Se quiere ir de la estacién A a la estacion F, parando o no en
una o mas de las estaciones intermedias. Se sabe que si el tren para en la estacion C, entonces también
para en la estacion E, y si para en la estacion E, es porque antes debi6 parar también en la estacion C.
Determinar la cantidad de maneras distintas en que se puede organizar el viaje del tren. ;Como
convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta? (Adaptado de 0CM-2012-NS)

INICIATIVA 6.

Al final de un torneo de bolos profesional, los 5 mejores jugadores de bolos tienen un play-off. En la
primera partida se enfrentan el jugador #5 y el jugador #4, el perdedor recibe el quinto premio. El
ganador se enfrenta en otra partida con el jugador #3. El perdedor recibe el cuarto premio, y el
ganador se enfrenta con el jugador #2. El perdedor de este juego recibe el tercer premio, y el ganador
se enfrenta con el jugador #1. El ganador de esta partida obtiene el primer premio y el perdedor el
segundo premio. ;De cuantas formas diferentes pueden obtener el primer premio cualquiera de los
cinco jugadores? ;Cémo cambiarfa la respuesta si se siguiera un proceso similar sin “ranquear” los
jugadores de modo que se comenzara con un partido entre dos cualesquiera de los jugadores, y el
ganador se enfrentaria luego a cualquiera de los otros tres, y asi sucesivamente? (AHSME 1988)
¢C6mo convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 7.

Una rifa consta de 20 boletas, numeradas del 1 al 20, que se venden a veinte personas diferentes. Hay
cuatro premios distintos, de los cuales el premio mayor es un carro, el segundo premio es un viaje a
una isla, el tercer premio un computador portatil y el cuarto premio una calculadora. ;De cuéntas
formas se pueden repartir los premios si:

&

exactamente una de las personas con las boletas niimero 7 o 13 gana uno de los premios?
¢Cémo convenceria usted a un compaiero que su respuesta es correcta?

b) exactamente una de las personas con las boletas nimero 7, 13 y 18 gana uno de los premios?
C6mo convencerfa usted a un compaiero que su respuesta es correcta?

cada una de las personas con las boletas nimero 7, 13 y 18 gana uno de los premios? ;C6mo
convencerfa usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

o
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Anexo 7. Actividad 4 - A4

FACULTAD DE CIENCIAS
mn Departamento de Matem: s
. ' o SOLUCION DE PROBLEMAS
Unidad Tematica: COMBINATORIA
‘Subtema: Combinaciones

TERCERA PARTE
INICIATIVAS COLABORATIVAS

INICIATIVA 10.
Si se dispone de ocho objetos, ;qué es mayor, el nimero de agrupaciones tomando de a tres objetos o el nimero de

tomando de a cinco de los mismos objetos? Razone su respuesta. Antes de hacer ningun calculo piense
una respuesta: ;es correcta su intuicion? En caso contrario, ¢donde esta la falla?

Nombre | [ Edad [
Codigo | [Fecha | | semestre |
Actividad 4. y contando INICIATIVA 11.
PRIMERA PARTE

INICIATIVAS DE ENTRADA
Resolver las siguientes iniciativas, escribir su solucién con todos los procedimientos y calculos realizados
debidamente argumentados.

INICIATIVA 1.

Un profesor tiene cinco marcadores de diferente color — negro, rojo, azul, verde y naranja - para escribir en el tablero.
¢De cuantas formas se puede escoger tres de ellos para hacer una explicacion en el tablero? ¢Como convenceria
usted a un compafiero que su solucién es correcta’

INICIATIVA 2.

Se tiene una pizza de 24 porciones para repartir entre 6 personas. Si se sabe que cada persona se come por lo menos
tres porciones de pizza, ;de cuantas formas es posible distribuir las porciones, si solo interesa la cantidad de porciones
sin tener en cuenta quién recibe qué? (OCM-2012-PN) .Como convenceria usted a un compariero que su solucion es
correcta?

INICIATIVA 3.
¢Cuéntos tridngulos se pueden construir, si la longitud de sus lados debe tomar un valor entre 1y 7, inclusive? ¢ Cémo
convenceria usted a un compariero que su solucion es correcta?

INICIATIVA 4.

Una evaluacion consta de cinco preguntas, tipo dicotémicas (de respuestas verdadera y falsa). Contestando al azar,
¢de cuantas formas un estudiante puede responder tres falsas y dos verdaderas? ;Dos falsas y tres verdaderas? ;De
cuantas formas diferentes puede responder si contesta todas las preguntas sin que se pongan més condiciones?
£C6mo convencerfa usted a un compariero que su solucién es correcta?

SEGUNDA PARTE

INICIATIVAS EXTRACLASE

Objetivos.

Identificar y deducir los conceptos involucrados en la solucién de problemas de combinatorial

2 Construir significados del principio de la combinacion a través de la solucion de problemas de combinatoria.

3 Interiorizar el concepto de conteo generado a partir de la utilizacion del principio de la combinacion.

4. Lograr la construccion de un significado més robusto del concepto de conteo construido, y que sea aplicado en los
procesos de interpretar, establecer conexiones, modelar, generalizar, abstraer y simbolizar problemas matematicos
y de contexto que involucran o requieren del uso de la combinatoria para obtener su solucién.

Se dan 11 puntos, de los cuales hay 5 en una misma circunferencia. Ademés de éstos 5 puntos, no hay ningin otro
grupo de 4 puntos que se hallen sobre una misma circunferencia. ; Cuantas circunferencias se pueden trazar, de modo
que cada una de ellas contenga por lo menos 3 de los 11 puntos dados? ¢,Como explicaria usted a un compafiero que
su respuesta es correcta?

INICIATIVA 12.
En un juego de POKER, ¢de cuantas formas puede recibir un jugador una mano (una mano son cinco cartas, escogidas
al azar)? ¢, Como explicaria usted a un compariero que su respuesta es correcta? Si:

Ges|Bee|loe|@os|az) |2 _ 1o mano os una Escalera de color- Ginco

2o #|8x ez @222 2| | canas en orden numérico, todas del mismo palo- I

\LJ JI‘” s s | 2'2] | dibujo muestra un ejemplo.

1A A A B b) la mano es un “Poker” - cuatro cartas del mismo

| % s [ 2 [ 2 2 valor y una carta no emparejada-. EI dibujo muestra
pf| )| e un ejemplo.

..«,

R
-g:%

o ] |9 Tamano es un “Full” - tres cartas el mismo valor y
'y ~‘ B un par de un mismo valor diferente al anterior-. EI
oS
6.
2

dibujo muestra un ejemplo.
e 4..

0 d) la mano es un “Color” - cinco cartas del mismo
palo-. El dibujo muestra un ejemplo.
35 |[3)e o5 ]
=

3 ) la mano es una “Escalera” - cinco cartas
- consecutivas. El dibujo muesra un ejemplo

CUARTA PARTE
INICIATIVA DE LA SEMANA - INICIATIVA FORO

5. Generar en el estudiante el gusto por solucionar problemas retadores y no rutinarios, como método para construir
sus formas de entender y formas de pensar combinatoriamente.
Metodologia.
INICIATIVA 5.
c. 1. El estudiante lider tendra un plazo méaximo de dos dias (viemes y sabado) para publicar las primeras
A. aportaciones al foro, publicando las primeras ideas en respuesta a las preguntas orientadoras. Este
insumo se considerara como la apertura del foro, alrededor del cual debe comenzar la construccion de la
estrategia para atacar el problema de forma colaborativa.
E. 1. Todos los demés integrantes del grupo estaran pensando y construyendo una posible respuesta a cada
D. una de las preguntas orientadoras que se han dado para guiar el aprendizaje colaborativo, al mismo
Los puntos A, B, C, D, y E son coplanarios (pertenecen al mismo plano). Suponiendo que no hay tres de estos puntos tiempo que estardn construyendo la solucion del problema propuesto, avances que deben ser
en una misma recta ;cuantas rectas quedaran determinadas por los cinco puntos dados? ;Cémo convenceria usted a consignados enla pa’gina del foro.
un compaiiero que su solucion es correcta? Bajo las mismas condiciones, ¢cudl es el nimero minimo de puntos que se
requieren para determinar al menos 30 rectas? X
2. Preguntas orientadoras.
INICIATIVA 6. ) ! . )
En cada uno de los cinco sets de un partido de tenis (en el cual el primer jugador en ganar tres sets gana el partido), 2.1. Explique £on Sus propias P?labras en que consiste el Rmblema p|aﬂlead0y_ respondiendo a:
i de cuantas formas puede un jugador ganar el partido? ;Como convenceria usted a un compariero que su solucion es 2.1.1. {Qué ha comprendido usted del problema en términos de la combinatoria?
fggj‘;& 289 2.1.2. ;Qué interpretacion hace usted de la pregunta o preguntas planteadas?
213, ;Qué estrategia 0 camino ve que es posible construir para resolver el problema?
INICIATIVA 7. Nota: A partir de las respuestas dadas por los integrantes del grupo se debe dar el debate,
El juego del POKER. concluyendo con una posible estrategia para proceder a construir la solucion del problema y asi
Una baraa de POKER consia de 52 caras, con cualro palos: dar solucion a la pregunta o preguntas formuladas, debidamente consignada en la péagina del
corazones, diamantes, tréboles y picas, cada uno con 13 cartas: as, 2, foro.
3,...,9,10, sota, reina y rey. Los palos corazones y diamantes son
de color rojo y los otros de color negro. ;De cuéntas formas puede
recibir un jugador una mano (una mano son cinco cartas, escogidas al
azah st INICIATIVA 13.
a)  lamano tiene tres ases. a)  El edificio donde trabaja Diego tiene [ T ~|—|D
b) la mano tiene cuatro cartas del mismo color. muchas habitaciones dispuestas tal como se i
c) la mano tiene tres ases y dos sotas.
d)  lamano tiene un as, dos reinas y dos cartas correspondientes a un nimero entre 5 y 9. muestrg en la figura. FX'Ste" puertas que I ‘
e) Proponga usted dos problemas que concernientes a la combinacion y las manos de poker y resuélvalos. Trate todas las J
de crear un problema que tenga el menor valor posible (pero diferente de 0) y otro que tenga el mayor valor posible de La entrada del edificio se encuentra en la r
combinaciones. P R .
¢ Como explicaria usted a un compaiero que su respuesta es correcta? h?b'tac'on (E) de la ‘querda y |?, oficina —
Diego (O) se encuentra en la habitacion de la ]
INICIATIVA 5. derecha. A Diego le hacer gusta hacer una
) yectoria distinta todos los dias, desde la
a) Determine el Qrmmem de trayectorias £ entrada hasta su oficina. Sin embargo, el
plano xy de P(2,1) a Q(8,5), si cada trayectoria esta lormada por Al o i ;i 4
escalones indiduzles que van una unidad hacia a derecha )0 olola trayepto es !argo por lo que €l _solo avanza hacia la d_erecha y hacia _amba Qara no tgrdalr méas tiempo.
una unidad hacia arriba (A). Una posible trayectoria se presentaen 4 olololt ;Cuantos dias pueden pasar sin que Diego repita ninguna trayectoria? ;Como explicaria usted a un
la figura. ¢Como_explicaria usted a un compafiero que su | A compafiero que su respuesta es correcta? (OCM-2012-Ni)
respuesta es correcta?
b) Identificar dos puntos en el plano tales que la respuestaa 2} [ - . . . - . , .
Ia pregunta anteror sea menor que 10. Mayor que 0. ;Como | 1T b)  Dibujar la maqueta de otro edificio tal que, bajo condiciones similares, Diego podré durar més de dos
explicaria usted a un compafiero que su respuesta es correcta? afios sin repetir ninguna trayectoria. Dibujar la maqueta con el menor nimero de habitaciones de modo que

T2 03 o4 05 o6 7 8
INICIATIVA 9.

Abel, Benjamin, Carmen, Demetrio, Ester y Fabiola tienen cuentas
en internet. Algunos de ellos, pero no todos, son amigos internet entre si, y ninguno de ellos tiene un amigo internet
fuera de este grupo. Cada uno de ellos tiene el mismo nimero de amigos internet. ¢ De cuantas maneras diferentes
puede pasar esta situacion? ;,Como explicaria usted a un compariero que su respuesta es correcta? (OCM-2012-NS)

Trayectoria: DARADDDADD

bajo similares podré tardar Diego mas de dos afios sin repetir ninguna trayectoria.
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Anexo 8. Actividad 5 - A5

FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Matemiticas
SOLUCION DE PROBLEMAS
Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Combinaciones

Nombre | [ Edad I
Codigo | [ Fecha | Semestre |
Actividad 5. ¢ Pensamiento o suerte?
PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA

Al resolver las siguientes iniciativas, escribir su solucion con todos los procedimientos y calculos realizados
debidamente argumentados.

INICIATIVA 1.

Las caras de cada uno de tres dados diferentes (dado amarillo, azul y rojo) estan marcadas con los ntmeros 1, 4, 13,
40, 121, 364. Si al tirarlos, se suman los numeros de la cara superior ;cuantas sumas distintas se pueden obtener al
tirarlos?

£Cémo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

4Como se colocarian nimeros en las caras de los dados para que, con las mismas condiciones, al tirarlos haya
exactamente 1 suma posible? ¢ Exactamente 6 sumas distintas posibles? ¢ Exactamente 16 sumas distintas?

INICIATIVA 2.
Los seis miembros de una familia estan reunidos esperando el Afio Nuevo. Cuando el reloj dé las 12 campanadas cada
uno de ellos dara dos abrazos, cada uno a una persona distinta. ;De cuantas maneras pueden hacer esto? (OCM-
2012:NS)

¢Cémo convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 3.
¢ Cuantas triplas de nimeros enteros positivos satisfacen la ecuacion x; + x; +x; = 7? §Como convenceria usted a
un compafiero que su respuesta es correcta?

SEGUNDA PARTE
INICIATIVAS EXTRACLASE

Objetivos.

1. Identficar a partr de las experiencias los conceptos involucrados en la solucién de problemas de combinatoria.

Construr significados del principio de la combinacion a través de la solucin de problemas de combinatoria.

Interiorizar el concepto de conteo generado a partir de la utlizacién del principio de la combinacion

Lograr la construccion de un significado ms robusto el concepto de conteo construido, y que sea aplicado en los

procesos de interpretar, establecer conexiones, modelar, generalizar, abstraer y simbolizar problemas matematicos

y de contexto que involucran o requieren del uso de la combinatoria para obtener su solucion.

5. Generar en el estudiante el gusto por solucionar problemas retadores y no rutinarios, como método para construir
sus formas de entender y formas de pensar combinatoriamente.

INICIATIVA 4.

Hay 3 galinas, 4 patos y 2 gansos. ¢ Cuéntas agrupaciones existen para la eleccion de varias aves de forma que entre

las escogidas haya tanto gallinas, como patos y gansos? ¢ Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta

es correcta?

PN

TERCERA PARTE
INICIATIVAS COLABORATIVAS

INICIATIVA 8.

El lenguaje Braille. El sistema Braille (lenguaje de escritura y lectura para personas invidentes) se construye a partir de
seis puntos numerados como se muestra en la figura. Por ejemplo la letra “w", tiene en relieve (ovalo relleno en la
figura) las posiciones 2, 4, 5, y 6. Los simbolos que se construyen son las letras, los nimeros, signos de puntuacion,
entre otros.

A) ;Cuantos simbolos diferentes se pueden construir en el sistema braille?
B) ;Cuantos simbolos tienen exactamente tres puntos en relieve?

C) ;Cuantos simbolos tienen un nimero par de puntos en relieve?

D) ;Cuéntos simbolos tienen al menos cuatro puntos en relieve?

INICIATIVA 9.
En una recta se han tomado p puntos, y en una recta paralela a ella, otros g puntos. ¢ Cudntos triangulos existen, cuyos
vértices sean estos puntos? ;Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 10.

Se construye una escalera que conduce del punto A al punto B (ver figura). La distancia AC es igual a 4.5 m, y la
distancia CB a 1.5 m. la altura de cada escalon (el contrapaso) es igual a 30 cm, y su ancho (el paso), a un milltiplo de
50cm. ¢De cuantas maneras se puede construir la escalera? ;Cémo convenceria usted a un compafiero que su
respuesta es correcta?

CUARTA PARTE

INICIATIVA DE LA SEMANA - INICIATIVA FORO

Metodologia.

El estudiante lider tendré un plazo méximo de dos dias (viernes y sabado) para publicar las primeras
aportaciones al foro, publicando las primeras ideas en respuesta a las preguntas orientadoras. Este

INICIATIVA 5.

Determinar. ¢ De cuéntas maneras se pueden distribuir 4 pelotas de golf en 10 cajas, si

a) todas las pelotas son diferentes y en ninguna caja cabe mas de una pelota?

b) las pelotas son indistinguibles y en ninguna caja cabe mas de una pelota?

todas las pelotas son diferentes y en cada caja caben cuantas pelotas se desee?

d) las pelotas son indistinguibles y en cada caja caben cuantas pelotas se desee?

€) Se han desciito cuatro situaciones distintas de conteo. Enunciar el caso general para cada una de estas
situaciones. Elaborar un modelo general para la solucion de cada caso y explicar el modelo usando
argumentos combinatorios.

£Como convenceria usted a un compariero que sus respuestas son correctas?

o

INICIATIVA 6.
Sobre la circunferencia de un circulo dado se han marcado ocho puntos equidistantes, como se muestra en las cuatro
figuras.

a) Para las partes (a) y (b) tenemos dos triangulos diferentes (aunque congruentes). Estos dos mangu\cs (que se
distinguen mediante sus vértices) surgen de dos selecciones de tres de los vértices A, B, C,
¢ Cuéntos triangulos diferentes (congruentes o no) podemos inscribir de esta forma en el circulo? Not
ABC es el mismo que el triangulo CAB, etc.

b) ¢Cusntos de los triangulos de la parte (a) son is6sceles?

c) ¢Cuéntos triangulos diferentes (no congruentes) hay?

d) ¢Cuantos cuadriléteros convexos, diferentes podemos inscribir en el circulo usando los vértices marcados? (como
el mostrado en la figura (c))

€) ¢ Cuéntos de los cuadriléteros de la parte (c) son cuadrados?
¢Cuéntos de los dela parte (c) son no

g) ¢Cuantos pentagonos, congruentes al mostrado en la parte (d) se pueden inscribir en el circulo?

h) ¢Cuéntos poligonos diferentes, de tres o més lados, podemos inscribir en el circulo dado, usando tres o més de los
vértices marcados?

(Problema tomado de Mateméticas Discretas y Combinatoria, Ralph P. Grimaldi, 3* Edicién)

G triangulo

INICIATIVA 7.

Cada lado de un cuadrado se ha dividido en dos partes iguales. ¢ Cudntos triangulos se pueden construir cuyos vértices
sean seleccionados de estos puntos de division? Ahora si cada lado del cuadrado se divide en tres partes iguales,
¢cuAntos tridngulos se pueden construir cuyos vértices sean seleccionados de estos puntos de division? Y en general si
cada lado del cuadrado se divide en n partes iguales, ¢cuantos triangulos se pueden construir cuyos vértices sean
seleccionados de estos puntos de division? (Como convenceria usted a un compafiero que sus respuestas son
correctas?

1. insumo se considerara como la apertura del foro, alrededor del cual debe comenzar la construccion de la
estrategia para atacar el problema de forma colaborativa.

2. Todos los demas integrantes del grupo estaran pensando y construyendo una posible respuesta a cada
una de las preguntas orientadoras que se han dado para guiar el aprendizaje colaborativo, al mismo
tiempo que estardn construyendo la solucin del problema propuesto, avances que deben ser
consignados en la pagina del foro.

3. Preguntas orientadoras.

3.1. Explique con sus propias palabras en que consiste el problema planteado, respondiendo a:

3.1.1. ¢ Qué ha comprendido usted del problema en términos de la combinatoria?

3.12. ;Qué interpretacion hace usted de la pregunta o preguntas planteadas?

3.1.3. ¢ Qué estrategia o camino ve que es posible construir para resolver el problema?
Nota: A partir de las respuestas dadas por los integrantes del grupo se debe dar el debate,
concluyendo con una posible estrategia para proceder a construir la solucion del problema y asi
dar solucion a la pregunta o preguntas formuladas, debidamente consignada en la pagina del
foro.

INICIATIVA 11.

Cuéntas matrices diferentes 4 x 4 cuyas entradas son todas 1's o — 1's, tienen la propiedad de que la suma de las
entradas en cada fila es 0y la suma de las entradas en cada columna es 0? ;,Cémo convenceria usted a un compafiero
que su respuesta es correcta? (AIME-1997)
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Anexo 9. Actividad 6 - A6

FACULTAD DE CIENCIAS
mn Departamento de Matematicas
UNIVERSIDAD SOLUCION DE PROBLEMAS

onToNe NARING Unidad Temética: COMBINATORIA
Subtema: Teorema del Binomio
Nombre | | Edad |
Cadigo | | Fecha | Semestre |
Actividad 6. Triangulos
PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA

Al resolver las siguientes iniciativas, escribir su solucion con todos los procedimientos y célculos realizados
debidamente argumentados.

INICIATIVA 1.

Las caras de una moneda se han remarcado con dos medidas diferentes (ver Figura 1) para asignar las dimensiones a
un rectangulo. Si la moneda se lanza dos veces de tal forma que el primer resultado se asigna a la medida de la base y
el segundo resultado a la medida de la alfura respectivamente,

-~ =5cm 5
)= 3cm 3
Figura1

a) ¢Cuantos rectangulos diferentes se pueden construir, si se consideran diferentes dos o més rectangulos en los
cuales, al menos una de sus dlmens\ones es diferente, aunque tengan igual area? Explique su respuesta con
£ Come usted a un compariero que su respuesta es correcta?

b) ¢Queé érea total se puede cubrir utilizando todos los rectangulos construidos anteriormente? ;A qué figura
geométrica se puede asociar esta area? Explique sus respuestas.

c) A qué expresion algebraica se pueden asociar los resultados anteriores. ¢Como convenceria usted a un
compafiero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 2.
a) Dados cuatro conjuntos no disyuntos entre i, ¢cudntas inersecciones de dos conjuntos se pueden formar
entre ellos? ¢ Cémo convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

b) ¢Cuantos conjuntos no disyuntos entre si son necesarios para que ente ellos haya 10 intersecciones de tres en
tres (3 conjuntos diferentes en cada una de las intersecciones)? ;,Cémo convenceria usted a un compaiero que su
respuesta es correcta?

INICIATIVA 3.
a) Al desarrollar el binomio (p + )%, ;cudl es el coeficiente de p®q?? ;Cémo convenceria usted a un
compafiero que su respuesta es correcta?
b) Explique el significado del término construido con la respuesta anterior
la combinatoria y el conteo.
c) Proponga un problema, en el cual una de las formas de obtener su solucion sea utilizando algo que aparece en
el desarrollo del binomio (p + q)°

| desde el punto de vista de

INICIATIVA 4.
Dadas las siguientes situaciones:

INICIATIVA7.

Dados los binomios (1 +x)® y (1 —x)®, construir su desarrollo usando argumentos combinatorios. Deducir la
forma general para hallar el coeficiente de x™, si 1 < n < 8 y el término general que representa la suma de todos
los coeficientes al desarrollar el binomio para un n ¢Como ia usted a un compafiero que su
respuesta es correcta?

INICIATIVA 8.
Si tenemos 5 pelotas y 4 pinturas de colores diferentes. 4De cuantas formas se pueden colorear las cinco pelotas, si
todas pueden quedar de un mismo color? ;Cémo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

TERCERA PARTE
INICIATIVAS COLABORATIVAS

INICIATIVA 9.

Se presenta una encuesta de opinion de diez preguntas, con Unicas respuestas de que “SI” o “NO” se esté de acuerdo
con cada pregunta del tema de consulta. Como ésta es virtual, se deben contestar las diez preguntas para poder ser
guardada y enviada.

a)  ¢De cuéntas formas puede una persona contestar la encuesta? ;Como convenceria usted a un
‘compariero que su respuesta es correcta?

b) ¢Cuéntos resultados tienen al menos tres respuestas con “NO™? ;Cémo convenceria usted a un
compafiero que su respuesta es correcta?

c) Proponga el caso general para esta situacion y su respectivo modelo general para su solucion,
explicando el proceder operatorio implicito en él bajo argumentos combinatorios y de conteo.

INICIATIVA 10.

a) Demostrar o refutar:

C3)-05-0-w

b) Proponer y resolver un problema en el cual su solucion se pueda dar con la parte izquierda o derecha de la anterior
igualdad.

INICIATIVA 11.

La arista de un cubo mide @ + b + ¢ (ver Figura 1), con @ # b # ¢ nimeros reales positivos. Si el cubo se construye
con paralelepipedos rectangulares cuyas aristas son las combinaciones de a, b y ¢, ¢cuantos de estos paralelepipedos
se requieren para armar el cubo? ;Cuéntos paralelepipedos como el de la Figura 2, se incluyen en la construccion del
cubo? Describa e indique cuantos paralelepipedos diferentes se utilizan en la construccion del cubo y cuantos de cada
clase se requieren. (Nota: un paralelepipedo se considera diferente de otro si al menos varian en la medida de una de
sus dimensiones) Argumente cada una de sus respuestas indicando el caso general y verificandolo para tres valores
cualesquierade a, b y c.

a
Figura 2

Figura1

* ¢ De cuantas formas se puede colorear un tablero de dimensiones 2 x 2, con dos colores diferentes? Describir
las diferentes formas de colorearlo.

« ;De cuantas formas se pueden contestar cuatro preguntas de opcion verdadera y falsa, de tal forma que haya
tres verdaderas y una falsa?

« Sise lanza una moneda varias veces, y se toma nota de sus resultados CARA o SELLO segun se dé el caso
¢Cuéntos de estos resultados contienen exactamente dos caras y dos sellos, si se lanza la moneda cuatro veces?
a) Describa desde el punto de vista combinatorio porque los tres casos son similares en su estructura de conteo.
b) Proponga una situacion equivalente a las dadas, de tal forma que su solucion aplique para todas ellas.
c) Construya un modelo combinatorio que permita dar solucion a las situaciones propuestas.

SEGUNDA PARTE
INICIATIVAS EXTRACLASE

Objetivos.
1. Identificar a partir de las experiencias los conceptos involucrados en la solucion de problemas de combinatoria.
2. Construir significados del teorema del binomio a través de la solucion de problemas de combinatoria.
3. Interiorizar los conceptos de conteo generados a partir de la utilizacion del teorema del binomio en la solucion
de problemas de combinatoria.
4. Lograr la construccion de un significado més robusto del concepto de conteo construido, y que sea aplicado en
los procesos de interpretar, establecer conexiones, modelar, generalizar, abstraer y simbolizar problemas
matematicos y de contexto que involucran o requieren del uso de la combinatoria para obtener su solucion.
5. Generar en el estudiante el gusto por solucionar problemas retadores y no rutinarios, como método para
construir sus formas de entender y formas de pensar combinatoriamente.

INICIATIVA 5.
Al desarrollar la expresion (p +2q + 37 +4)7, ¢cudl es el coeficiente de p3q?r2? Explique el significado
combinatorio de dicha expresion. ;Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 6.

EL TRIANGULO DE PASCAL

La figura presentada corresponde al Triangulo de Pascal.
a) Analice y describa su construccion con argumentos
combinatorios.
b) Explique otras formas de presentar 4 los

ntimeros combinatorios que conforman el Triangulo de Pascal sin que

CUARTA PARTE
INICIATIVA DE LA SEMANA - INICIATIVA FORO
Metodologia.

1. El estudiante lider tendrd un plazo méximo de dos dias (viemes y sabado) para publicar las primeras
aportaciones al foro, publicando las primeras ideas en respuesta a las preguntas orientadoras. Este insumo se
considerara como la apertura del foro, alrededor del cual debe comenzar la construccion de la estrategia para
atacar el problema de forma colaborativa.

2. Todos los demés integrantes del grupo estaran pensando y construyendo una posible respuesta a cada una de
las preguntas orientadoras que se han dado para guiar el aprendizaje colaborativo, al mismo tiempo que estaran
construyendo la solucion del problema propuesto, avances que deben ser consignados en la pagina del foro.

3. Preguntas orientadoras.

3.4, Explique con sus propias palabras en que consiste el problema planteado, respondiendo a:
3.1.1. ¢Qué ha comprendido usted del problema en términos de la combinatoria?
3.4.2. ;Qué interpretacion hace usted de la pregunta o preguntas planteadas?
3.4.3. ;Que estrategia 0 camino ve que es posible construir para resolver el problema?

Nota: A partir de las respuestas dadas por los integrantes del grupo se debe dar el debate, concluyendo
con una posible estrategia para proceder a construir la solucion del problema y asf dar solucion a la
pregunta o preguntas formuladas, debidamente consignada en la pagina del foro.

INICIATIVA 12.
Dado el Teorema: Si n es un entero positivo cualquiera, entonces

o= (s (oG oo ()

Usando la identidad (1 + x)" = (1 + x)" (1 + x)", 0 de otro modo, determinar si es cierto que

(=) + G + () + G

¢ el coeficiente de x™ a ambos lados de la ecuacion (1).

S (4 P U]

pierdan sus propiedades.

o) Explique el significado combinatorio de estos nimeros cuando
son asumidos como los coeficientes de los términos generados al
desarrollar un binomio.

d) Descubra las relaciones que existen entre los nimeros de una misma fila, la relacion que existe entre los
nimeros de las diagonales y todas las relaciones que su imaginacion lo dejen ver. Justifique y argumente cada una
de estas relaciones con resultados matematicos y combinatorios. Por ejemplo, al hacer la suma de los nimeros de
cada fila ;qué puede concluir? De un ejemplo en cada situacion propuesta.

Si es cierto, demostrarlo, y, si no lo es, enunciar una version correcta de la expresion y demostrar que su version es
correcta.
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Anexo 10. Actividad 7 - A7

FACULTAD DE CIENCIAS TERCERA PARTE
mn Departamento de Mateméticas
Il i 'SOLUCION DE PROBLEMAS INICIATIVAS COLABORATIVAS
suTenie NARIRS Unidad Tematica: COMBINATORIA
: Principio de Incl i0 INICIATIVA 8.
ombre | | Edad | A un paseo a \a§ afu_eras de la ciudad fuero_n 92 personas. 47 'de ellas \'Ievarvon sandwiches de
— , 38 de queso, 42 sandwiches de jamon, 28 sandwiches de queso y
6digo | | Fecha | | Semestre | de , 31 sandwi de y sandwiches de jamoén, y 26 sandwiches
Actividad 7. ;Cuantas veces me cuentan? de queso y sandwiches de jamén._ 25 gersona‘s Ile'varor\ los tres tipos de sandwiches, y» varias
llevaron empanadas en lugar de sandwiches. ;Cuantas personas llevaron empanadas? ¢Cémo
ia usted a un fi ue su resp es correcta?
PRIMERA PARTE g
INICIATIVAS DE ENTRADA INICIATIVA 9.

Resolver las siguientes iniciativas, escribir su solucién con todos los procedimientos y calculos
i i e

INICIATIVA 1.

Una farmacia rebajé el precio de una locién y el de una crema. La contabilidad al final de un dia
indico que 80 personas hicieron alguna compra. Si 66 personas habian comprado crema, 21
habian comprado locion, y 12 personas ambos productos. ¢ Cuantas personas no aprovecharon
la oferta? ;Como fa usted aun fiero que su es correcta?

INICIATIVA 2.

¢Cuéntos nimeros naturales entre 1 y 100 no son divisibles por 2, por 3 o por 5? ;Cémo
convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

Nota: Aqui la “0” es inclusiva, es decir son divisibles por 2 o por 5 o por ambos. Por ejemplo el
namero natural 20 es divisible por 2 y por 5, en cambio los nimeros naturales 8 y 15 solo son
divisibles por 2y por 5 respectivamente.

INICIATIVA 3.

Todo nimero natural que es divisible por al menos otro nimero diferente a 1y a el mismo, se
dice que es compuesto. ¢ Cuantos niimeros entre 1y 111 son compuestos? ;Cémo convenceria
usted a un compariero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 4.

¢Cuantas soluciones tiene la ecuacion x; + x, + x3=11, donde x;, x,, x3 son enteros no
negativos tales que x; < 3, x, <4, y x3 < 6? ;Como convenceria usted a un compariero
que su respuesta es correcta?

Dentro de un cuadrado de area 6 cm? se colocan 3 triangulos de areas 2, 3 y 4 cm?,
respectivamente. Muestre que dos de los tridngulos se traslapan en una region de area mayor o
igual a 1. ;Cémo demostraria usted a un compafiero que su respuesta es correcta? (Tomado de
combinatoria para Olimpiadas, Nieto, 2014).

INICIATIVA 10.

Determinar el nimero de soluciones enteras de la ecuacion a + b + ¢ = 2005, donde a, b, ¢
satisfacen 0 < a < b < ¢. ;Como convenceria usted a un compafero que su respuesta es
correcta? (Tomado de Un recorrido por la combinatoria ).

INICIATIVA 11.

El monitor de una clase dio los siguientes datos sobre los compafieros de curso: “En clase
estudian 45 escolares, de los cuales 25 son nifios. 30 escolares tienen notas de sobresaliente,
entre ellos, 16 son nifios. 28 alumnos practican el deporte, habiendo entre ellos 18 nifios y 17
escolares que tienen notas de sobresaliente. 15 nifios tienen notas de sobresaliente y al mismo
tiempo practican deporte.

Al cabo de varios dias el monitor fue llamado por el profesor director de curso (el cual para colmo
dictaba matematicas) quien le dijo que habia un error en los datos. ;Cual es el error en la
informacion dada por el monitor al profesor? ¢ Como convenceria usted a un compariero que su
respuesta es correcta?

CUARTA PARTE

INICIATIVAS DE LA SEMANA -- INICIATIVA FORO
Metodologia.

1. El estudiante lider tendra un plazo maximo de dos dias (viernes y sabado) para publicar las
primeras aportaciones al foro, publicando las primeras ideas en respuesta a las preguntas
orientadoras. Este insumo se considerara como la apertura del foro, alrededor del cual debe
comenzar la construccion de la estrategia para atacar el problema de forma colaborativa.

SEGUNDA PARTE
INICIATIVAS EXTRACLASE
Objetivos.
1. Identificar a partir de las experiencias los conceptos involucrados en la solucion de

problemas de combinatoria.

2. Construir significado del principio de inclusion-exclusion a través de la solucion de problemas
de combinatoria.

3. Interiorizar los conceptos de conteo generados a partir de la utilizacion del principio de
inclusién-exclusion.

4. Lograr la construccion de un significado mas robusto del concepto de conteo construido, y
que sea aplicado en los procesos de interpretar, establecer conexiones, modelar,
generalizar, abstraer y simbolizar problemas matematicos y de contexto que involucran o
requieren del uso de la combinatoria para obtener su solucion.

5. Generar en el estudiante el gusto por solucionar problemas retadores y no rutinarios, como
método para construir sus formas de entender y formas de pensar combinatoriamente.

INICIATIVA 5.

Una encuesta realizada a 600 empleados de una empresa, revelé que 277 tenian casa propia;
233 automdvil y 405 computador portatil. De estos 165 automévil y computador portatil, 120
automavil y casa, 190 casa y computador portatil, y 105 tenian casa, automévil y televisor.
¢Cuantos de estos empleados no cuentan con ninguna de estas propiedades? ;Cémo
convenceria usted a un compaiero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 6.

¢ De cuantas maneras podemos seleccionar 6 cartas de una baraja de Poker (la baraja tiene 52
cartas) de modo que tengamos por lo menos una carta de cada pinta? ; Como convenceria usted
a un compariero que sus respuestas son correctas? (Tomado de Un recorrido por la combinatoria ).

INICIATIVA 7.

De entre todas las cadenas de tres digitos decimales,
a) ¢Cuantas no contienen el mismo digito tres veces?
b) ¢Cuéntas comienzan con un digito impar?
c) ¢Cuantas contienen exactamente dos cuatros?

¢ Como convenceria usted a un compafiero que sus respuestas son correctas?

1. Todos los demas integrantes del grupo estaran pensando y construyendo una posible
respuesta a cada una de las preguntas orientadoras que se han dado para guiar el
aprendizaje colaborativo, al mismo tiempo que estaran construyendo la solucion del
problema propuesto, avances que deben ser consignados en la pagina del foro.

2. Preguntas orientadoras.

2.1. Explique con sus propias palabras en que consiste el problema planteado,
respondiendo a:
211, ¢Qué ha comprendido usted del problema en términos de la combinatoria?
212, ;Qué interpretacion hace usted de la pregunta o preguntas planteadas?
213, ;Qué estrategia o camino ve que es posible construir para resolver el problema?

Nota: A partir de las respuestas dadas por los integrantes del grupo se debe dar el
debate, concluyendo con una posible estrategia para proceder a construir la solucion
del problema y asi dar solucion a la pregunta o preguntas formuladas, debidamente
consignada en la pagina del foro.

INICIATIVA 12.

Un numero de teléfono de 7 digitos d,ddsd,dsd,d, es facil de recordar si los digitos iniciales
d,d-d; son iguales a dydsds 0 @ dsdsd, (0 posiblemente a ambos). Hallar el nimero de
teléfonos faciles de recordar. ;Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta es
correcta? (Tomado de 102 problemas de combinatoria).
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Anexo 11. Actividad 8 — A8

FACULTAD DE CIENCIAS

AN Departamento de Matemticas

Al Ra2as SOLUCION DE PROBLEMAS
— - Unidad Temtica: COMBINATORIA

Subtema: Principios basicos de conteo

ombre | | Edad |

odigo | |Fecha | |Semes!re |

Actividad 8. ;De cuénta formas?

PRIMERA PARTE
INICIATIVAS DE ENTRADA
Al resolver las siguientes iniciativas, escribir su solucion con todos los procedimientos y calculos
realizados debidamente argumentados.

INICIATIVA 1.

Doce platillos de forma idéntica, se ordenan en cuatro columnas [“

TERCERA PARTE
INICIATIVAS COLABORATIVAS

INICIATIVA 9.

¢De cuéntas formas se pueden escoger dos fichas de domind, de las 28 que hay, de forma que se
puedan aplicar una a la ofra (es decir, que se encuentre el mismo nimero al menos una vez en las dos
fichas)? ; Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 10.
Se representan en el plano n puntos, sin haber tres colineales. Si se trazan segmentos tales que cada
uno une dos a dos dichos puntos, ;cudntos segmentos se trazaran? Trate de relacionar la ley que ha

formulado con otras situaciones que ha jo en a +Como fa usted a un

verticales, como se muestra en la figura. Hay cuatro de color rojo en
la primera columna, tres de color azul en la segunda columna, dos
grises en la tercera columna y tres blancos en la cuarta. Para
entrenar el equipo de tiro, Dora debe romper los 12 platillos de doce
disparos consecutivos. Primer caso: ¢De cuantas formas puede
disparar y romper los 12 platillos? Segundo caso: ¢De cuantas
formas puede disparar y romper los 12 platillos, si siempre debe
romper el primer platillo que queda en la parte inferior de cada
columna? ;Coémo convenceria usted a un compafiero que sus
respuestas son correctas?

(Adaptado de Matematicas Discreta y Combinatoria, Grimaldi)

>

INICIATIVA 2.

Una gorra se hace uniendo seis piezas, todas del mismo tamafio y forma. Si
cada pieza puede ser amarilla o café, ;cuantas gorras diferentes pueden
hacerse? ;Como convenceria usted a un compafiero que su respuesta es
correcta?

(Tomado de OCM-2011-NS)

INICIATIVA 3.

En un rectangulo de 56 x 98 cm se trazan rectas paralelas a los lados de tal manera que el rectangulo
queda dividido en cuadrados. ¢Cual es el menor nimero de rectas que se debe trazar para lograr la
division del rectangulo en ¢Como ia usted a un fiero que su respuesta es
correcta?

(Tomado de OCM-2012-NS)

INICIATIVA 4.

En una uma hay fichas con los nimeros 1, 2, 3, . .. ,10. De ellas se sacan tres fichas. ;En cuantos casos
la suma de los nimeros escritos en ellas sera igual a 9? ;Y en cuantos sera esa suma no menor que 9?
¢ Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

pafiero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 11
¢ Cuéntos tridngulos existen con lados de longitud entera y con perimetro igual a 40? ;Y con perimetro
437 ;Como convenceria usted a un compariero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 12.

Si los lados de un triangulo pueden tener longitud 4, 5, 6 o 7, inclusive y con repeticion, ;cuantos
tridngulos se pueden construir? ;Cuantos de éstos son equiléteros? ;Cudntos de éstos son isésceles?
¢Cudntos de éstos son escalenos? Proponga un modelo para el caso general. ;Como convenceria usted
a un compaiero que sus respuesta son correctas?

SEGUNDA PARTE
INICIATIVAS EXTRACLASE
Objetivos.
1. Identificar los conceptos involucrados en la solucién de problemas de combinatoria

2. Construir significados mas amplios de los principios de conteo a través de la solucién de problemas
de combinatoria.

3. Interiorizar un concepto mas robusto de conteo generado a partir de la aplicacion de los diferentes
principios de conteo en la solucion de problemas.

4. Lograr la construccion de un significado mas robusto del concepto de conteo construido, y que sea
aplicado en los procesos de interpretar, establecer conexiones, modelar, generalizar, abstraer y
simbolizar problemas matematicos y de contexto que involucran o requieren del uso de la
combinatoria para obtener su solucion

5. Generar en el estudiante el gusto por solucionar problemas retadores y no rutinarios, como método
para construir sus formas de entender y formas de pensar combinatoriamente.

INICIATIVA 5.

Hay n puntos en el plano, entre los cuales no hay 3 sobre una misma recta, ni 4 sobre una misma
circunferencia. Por cada dos de estos puntos se traza una recta, y por cada tres, una circunferencia
Hallar la mayor cantidad posible de puntos de interseccion de todas las rectas trazadas con las
circunferencias. ¢Coémo convenceria usted a un compafiero que su respuesta es correcta?

INICIATIVA 6.
¢Cuantos collares podemos hacer usando cinco piedras rojas idénticas y dos
azules también idénticas? Proponga y solucione el caso general de una situacion |

equivalente a ésta. Como convenceria usted a un compariero que su respuesta Q
es correcta? T
(Tomado de Circulos Matematicos)

INICIATIVA 7.

En un tablero de tamafio 100x100 se colocan 4 torres de ajedrez en las
cuatro casillas mostradas en la figura. Las torres atacan las casillas en su
misma fila o columna. Hallar el nimero de casillas atacadas por las 4
torres. (Tomado de OCM-2012-NS)

INICIATIVA 8.

José, el todero, fue contratado para pegar nimeros en cada una de las
puertas de 80 casas en un conjunto residencial. EI comenzé a atornillar digitos en las puertas,
numerandolas de la 1 a la 80, pero se dio cuenta que ya habia casas numeradas de la 1 a la 64 en el
conjunto. Por lo tanto tiene que numerar las casas desde el 65 al 144. José va a reutilizar en forma
eficiente los digitos que ya habia utilizado incluyendo el uso del 6 boca arriba para lograr el 9, y viceversa.
Para terminar el trabajo, ;,Cuantos nuevos digitos debe usar? ;Cémo convenceria usted a un compaiero
que su respuesta es correcta? (Tomado de OCM-2012-PN)
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Anexo 12. Disefio de clase - C1y C2 - Actividad 1

FACULTAD DE CIENCIAS

Departamento de Matematicas
AASIGNATURA
Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Principios de la Suma y el Producto

Clase1y 2

| Fecha T

Actividad 1. APRENDIENDO A CONTAR

Tiempo ‘ 4 horas -clase | Semestre |

Justificacion.

La actividad (A1) que se ha denominado “aprendiendo a contar’, tiene como propésito iniciar al estudiante en la
construccion del significado de los principios fundamentales de conteo, “los principios de la suma y del producto”,
haciendo énfasis en este ltimo ya que es la base para la construccion y conceptualizacion de los préximos principios
de conteo que se iran desarrollando en el curso. El titulo dado a la actividad (A1) esta vinculado con la iniciacion de los
estudiantes en el campo de la combinatoria, ya que su integridad o principio organizacional es “el conteo™.

En esta actividad se propondrén una serie de iniciativas (problemas), combinadas entre problemas de contexto y
matematicos, con diferentes grados de dificultad, y con variedad en la forma como se pueden presentar las
aplicaciones del concepto de los principios de la suma y el producto, con el objeto de dar oportunidades a los
estudiantes de desarrollar su pensamiento combinatorio y ademas indagar el estado del pensamiento matematico de
los estudiantes frente a esta tematica de trabajo, la cual para algunos casos es totalmente nueva.

La propuesta de trabajo se fundamenta principalmente en que a través de la solucion de problemas, se llegue a las
nuevas formas de contar, que corresponderén a los principios de la suma y el producto.

Objetivos

1)Reconocer las formas naturales como los estudiantes interpretan y entienden el “conteo” implicito en la solucion de
un problema.

2)ldentificar las estrategias utilizadas por los estudiantes para representar las configuraciones (elementos del nuevo
conjunto), y como a partir de éstas realizan el conteo.

los realizados por los estudiantes, conducentes a ser formalizados en

principios de conteo.

4)Causar en el estudiante la necesidad de crear modelos que representen la generalizacion de los conteos,
5)Interpretar como las formas de entender evolucionan e influyen en las formas de pensar combinatoriamente en el
estudiante, y asi evidenciar los procesos y/o técnicas formales o informales implicitas en la solucién de problemas del

anlisis combinatorio.

6)Interpretar como las formas de pensar impactan el en el estudiante, y asi
evidenciar la construccion de significado de conceptos propios del analisis combinatorio.

Metodologia

suma y el producto. Ademas se enfatizara en las condiciones en las cuales se pueden presentar los casos, y qué es lo
que hace diferente un caso de otro, proponiendo los modelos correctos usados por los estudiantes, asi como otros
modelos matematicos existentes para sus calculos, los cuales se verificaran con la solucion de las iniciativas
presentadas. Ademas se dara de forma implicita una estrategia para abordar los problemas combinatorios
enumerativos basada en conjuntos, la cual se propone como una recomendacion en la estructura de la actividad.
Buscando que el estudiante se apropie de la misma y la implemente durante el desarrollo del curso.

Como cuarta parte de la clase (C1) se propondra y explicara la metodologia de trabajo de la segunda parte de la
actividad (A1), las iniciativas extraclase. Esta tiene cinco iniciativas (de la iniciativa 6 a la 10), las cuales cada
estudiante debe resolver de forma individual, para asi generar en cada uno de ellos responsabilidad y compromiso por el
aprendizaje y desarrollo del pensamiento matematico. Su solucion se debe presentar y entregar al inicio de la clase
(c2).

Para finalizar la clase (C1) se propondra y explicara todo el curso la cuarta parte de la actividad (A1), la iniciativa de fa
semana -Iniciativa Foro- (Iniciativa 14) y su metodologia. Esta iniciativa es un problema no rutinario y retador para
desarrollar de forma colaborativa entre los estudiantes del curso durante la semana de las clases (C1) y (C2), mediante
la metodologia de "foro". Para lo cual se requiere que todos estén matriculados en la plataforma de entornos virtuales
de aprendizaje MOODLE de la universidad. Teniendo como objetivo que sus participantes alcancen la solucion de la
iniciativa propuesta como trabajo extraclase mediante la interaccion virtual, por medio de la cual compartiran sus
avances en pro de lograr la solucion del problema plantado. Dando una respuesta debidamente argumentada a cada
una de las preguntas planteadas en el mismo. A si mismo se hara la anotacién que es un problema que requiere de
varios momentos de trabajo, que no se debe abandonar ante Ia primera impresin, y que requiere ser analizado y
pensado con suficiente tiempo.

La apertura del foro se dar con la primera participacién que se registre en la plataforma por parte de algin estudiante
de forma voluntaria, quien daré las primeras respuestas a las preguntas orientadoras. Esto se realizara mediante
contestacion directa en la plataforma o mediante archivos adjuntos, de imagenes o documentos en los que muestre sus
avances. El propésito es que todos los participantes del foro analicen esta posible solucion, generando asi las primeras
conjeturas alrededor de la solucion presentada, la cual puede ser refutada o aceptada por los demas, dando su
respectiva justificacion mediante su participacion, la cual quedara evidenciada en la plataforma como una participacion
del estudiante en el foro. Se espera y asi se le hara saber al curso que al menos una vez cada dos dias, cada
estudiante esté participando en el foro. Igualmente, cada vez que se presente en el curso una nueva participacion ésta
debe ser revisada y comentada por los demas integrantes del curso, con su respectiva justificacion basada en
argumentos combinatorios, generados a partir de las formas de entender y de pensar maduradas durante el proceso de
desarrollo de las tres primeras partes de la actividad (A1) realizadas en la clase presencial.

La intencion es que los estudiantes estén activos y motivados por conseguir la solucion de la iniciativa durante la
semana que estara abierto el foro, realizando nuevas aportaciones, aclarando otras y aceptando o refutando la de los
demés colaboradores de una forma asincronica, haciendo posible que las aportaciones y participaciones de los
miembros del grupo permanezcan en el tiempo a disposicion de todos.

La clase uno (C1) y la actividad (A1) son de suma importancia para el desarrollo de toda la unidad didéctica construida
para abordar la tematica de combinatoria en estudio, ya que en éstas se hara la introduccion al concepto de
combinatoria enumerativa, y se iniciara la implementacion de la nueva metodologia de trabajo con los estudiantes, a
partir de la cual se espera un cambio en los hébitos de trabajo y formas de atacar problemas matematicos por parte de
ellos, ya que se requiere que el estudiante escriba todo lo que su creatividad e imaginacién producen para dar solucion
a cada iniciativa propuesta. Se busca hacer que reflexione sobre la importancia que tiene el escribir las soluciones de
un problema, y que solucionar un problema no es solamente dar una respuesta asociada a una cantidad numérica, o a

una expresion, sino que es la explicacion y argumentacion de todo el proceso que se llevd a cabo para lograr su
solucion.

La actividad (A1) se compone de catorce iniciativas, distribuidas en cuatro partes, las cuales estan disefiadas para ser
abordada en dos clases (C1y C2). En la primera parte de la clase (C1) se entregara a cada estudiante el material
correspondiente a la primera parte de la actividad (A1), las iniciativas de entrada. Compuestas por cinco iniciativas, las
cuales solamente tendran un encabezado en el que se pide resolver las iniciativas, no se colocara ningdn titulo o
tematica relacionada, con el objetivo de evitar sesgos y dejar pensar libremente al estudiante. Esta labor se realizara
individualmente y sin ningun tipo de ayuda o colaboracion entre un estudiante y ofro, o consultas al profesor (excepto
para asegurar que los estudiantes hayan entendido el problema propuesto), para lo cual se dispondré de cincuenta

minutos. Durante este tiempo el profesor estara monitoreando los avances realizados por los estudiantes con el objeto

de ver sus formas de proceder e i para la Cumplido el tiempo se recogera el
material producido.

En la segunda parte de la clase (C1) el profesor hara la entrega de la actividad (A1) a cada estudiante (ver actividades
en formato estudiante) y la introduccion sobre la nueva tematica de trabajo, a partir de la exposicion y explicacion de la
definicion de combinatoria enumerativa dada por Restrepo Pascual (2010), “la combinatoria enumerativa busca contar
el nimero de elementos de un conjunto con ciertas propiedades, lo cual concurre en encontrar su cardinal, teniendo
como objetivo el -contar sin contar-, es decir poder determinar el nimero de elementos de un conjunto sin necesidad de
tener que hacer la lista en la que se cuenten uno a uno™, para luego contextualizar el tipo de problemas que se habia
propuesto al inicio de la clase.

Asi se pasara a la tercera parte de la clase (C1) en la cual se socializaran las iniciativas de entrada de la Actividad (A1),
presentando primero la solucion acertada de algin estudiante, con el fin de ir generando debate y participacion
argumentada, lo que conllevaré a formar conjeturas entre ellos. Estas seran el instrumento que permitira al estudiante
la construccion inicial del concepto de conteo generado por los principios de la suma y el producto. Luego se haran los
andlisis de los procesos y resultados de cada solucion, con lo cual se espera comenzar a formalizar las formas de
entender de los estudiantes, ya que éstos se realizaran desde un argumento tedrico de la combinatoria (principios de la
suma y el producto), acercando asi al estudiante a un primer contacto formal con el concepto de los principios de la

1 Restrepo Mesa Pascual. Un Recorrido por la C Universidad Antonio

Narifio. 2010

1. Olimpiadas Colombianas de

Se espera que durante el desarrollo del foro se dé un suficiente y amplio intercambio de informacion mediante debates

y
implicito en la solucion del problema, hasta la inclusion de textos o contenidos concretos, citas textuales referidas al

o desde una simple peticion de ayuda sobre el concepto

que seran

concepto tratado, pasando por la aportacion de una referencia bibliografica o electronica donde se trate el tema,
inclusion de imagenes o videos, etc. Asimismo se aclara que una funcion fundamental del foro virtual es constituirse en
de y
partir de lo que yo y otros hacemos, enriqueciendo a los demas con lo que hacemos.

un espacio de el trabajo y el aprendizaje colaborativo a

El profesor estara moderando y administrando del foro, estando pendiente de recordar la participacion a cada
estudiante cuando éste no cumpla con el tiempo minimo dado para su participacion, de igual forma hara comentarios

enla

de crecimiento, que les permita alos de Ia solucion del problema.

La primera parte de la clase (C2) se iniciara con la recepcion de la tarea propuesta en la clase (C1). Se promovera la

discusion de las soluciones de cada una de las iniciativas extraclase (iniciativa 6 a la 10) de esta actividad (A1), como

parte de la motivacion a los estudiantes por lograr desarrollar alguno de los problemas. Lo anterior se prevé desarrollar

en 45 minutos 0 menos.

Como segunda parte de la clase (C2), se desarrollara la tercera parte de la actividad (A1), iniciativas colaborativas (de

lainiciativa 11 a la 13). Estas tienen como intencion metodoldgica crear los espacios y ambientes de trabajo en equipo,

para generar en los diferentes grupos de la discusion, la yla
y desarrollo del ya que se espera que los estudiantes sigan la heuristica de

Lakatos en el desarrollo de esta parte de la clase (C2). Para esto se organizaran grupos de trabajo de tres estudiantes,

en el proceso de

los cuales como trabajo colaborativo deberén resolver dichas iniciativas, en un periodo de tiempo de aproximadamente

una hora. Tiempo durante el cual el profesor estara monitoreando el trabajo en cada uno de los grupos, haciendo

preguntas a los en el desarrollo de las mismas, con el

objetivo de

segun las que se van

ala implicitos en las iniciativas. Durante todo el

de conceptos
proceso se realizara una videograbacion de la clase, y algin video individual observando las formas de proceder de los
estudiantes durante la solucién de las diferentes iniciativas.

Se espera que el tiempo dado para la actividad sea suficiente, lograndose que cada grupo alcance el desarrollo de las
tres iniciativas propuestas.

Para finalizar la clase (C2) se haran sugerencias a todo el curso sobre los avances en el desarrollo la cuarta parte de la
actividad (A1), la iniciativa de la semana -Iniciativa Foro- (Iniciativa 14), la cual se debe haber venido trabajando
después de la clase (C1), clase en la que se dio apertura al foro con la participacion del profesor y se recordara que el
cierre del mismo ser4 hasta antes de iniciar la siguiente clase (C3), termino al cual se espera hayan alcanzado la
solucion del problema de forma colaborativa entre los participantes del mismo.

En este sentido se cumple con la metodologia planteada en el modelo didactico propuesto, el cual establece que se
debe iniciar con la proposicion de las iniciativas «l», que para este caso son los diferentes problemas que se proponen
a los estudiantes en las cuatro partes de la actividad (A1), los cuales estén relacionados por la estrategia de conteo que
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se anticipa se requiere para su solucion. Esta a su vez esta directamente asociada al topico o concepto de conteo, del
cual se pretende que los estudiantes trabajen en clase y lleguen a la construccion de su significado. En la actividad
(A1) se promovera la construccion del significado del concepto generado por los “principios de la suma y el producto”.
Este componente estructural del modelo implica la bisqueda y adaptacion de los problemas matematicos y de contexto
que permitiran provocar en el estudiante la necesidad intelectual, es decir, generar el interés y motivacion por construir
la solucion del problema y los conceptos combinatorios implicitos en la misma.

La ion comienza con la ion de las iniciativas de entrada «I», (componente estructural del modelo, -
problemas de la primera parte de la A1-), las cuales seran el instrumento generador de la causa o causas «C»,
(componente estructural del modelo), y a partir de éstas se formaran y emergeran las suficientes y variadas acciones
mentales que conformaran las nuevas formas de entender combinatoriamente, las cuales, mediante la metodologia de
solucion de problemas y la estructura metodologica de Lakatos - el Cuasiempirismo -, deben alcanzar su estado de
maduracion, transformandose en las nuevas o adicionales formas de pensar combinatoriamente. Asi se espera que
cognitivamente se haya dado la construccion del significado de los conceptos de los principios de la suma y el
producto, y se llegue a la consecuencia «C», (componente estructural del modelo), es decir que se alcance la solucion
de las diferentes iniciativas propuestas. Es en ese momento en el cual se formalizar los conceptos de los principios de
la suma y el producto, a partir de las nuevas o adicionales formas de entender combinatoriamente de los estudiantes,
expresadas en la solucion de las iniciativas de entrada (primera parte de la A1), permitiendo asi al estudiante la
construccion del significado de los conceptos de los principios de la suma y el producto, a partir de su propia
experiencia (solucion empirica dada por los estudiantes a las iniciativas de entrada).

Este proceso se dara segin las i y habili de los para orientar y organizar «O»,

(componente estructural del modelo) sus formas de entender y pensar estructuradamente (procesos cognitivos). Asi se
llega a alcanzar su interiorizacion «I» (componente estructural del modelo), es decir, que se evidencie el uso de este
nuevo conocimiento (el significado de los conceptos de los principios de la suma y el producto) en el desarrollo de
iniciativas nuevas, (problemas de la segunda parte de la A2), cumpliéndose en esta parte del proceso la primera etapa
del modelo, es decir que se ha alcanzado el resultado «Rw, (componente estructural del modelo).

Para continuar con el proceso se inicia con la segunda etapa del modelo, la cual se da con la proposicion de nuevas
iniciativas, variadas y mas complejas que las iniciales (problemas en otras &reas, tercera parte de la A1, y problemas
retadores, cuarta parte de la A1), las cuales requieren que se haya dado la apropiacion de los conceptos trabajados en
la primera y segunda parte de la actividad. Lo anterior a su vez mostrara la construccion de un significado més robusto
de los conceptos combinatorios, ya que se estara el i atico desde las formas de

pensar combinatoriamente, a nuevas formas de entender i en diferentes i y contextos,

completandose asi, la segunda etapa del modelo, la etapa de la réplica «R», (componente estructural del modelo).

Evaluacion

Este componente tiene como objetivo hacer un proceso de reflexion con el estudiante, en el cual, él o ella ha de

evidenciar sus niveles de jiacion del i sus i y para solucionar problemas de
i sus ias para y justificar las soluciones y respuestas dadas a las iniciativas,
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Anexo 13. Disefo de clase - C3 y C4 - Actividad 2

FACULTAD DE CIENCIAS
mn Departamento de Matemticas
UNIVER SO AD ASIGNATURA

Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Permutaciones

Clase3y4

Tiempo |4horas-c|ase ‘Fecha |Semestre ‘

Actividad 2. MI POSICION ES IMPORTANTE

Justificacién.
La actividad (A2) que se ha denominado "mi posicién es importante” y tiene como proposito continuar promoviendo en
el estudiante la construccion del significado de conteo, ahora generado a partir del concepto del principio de conteo
conocido como “permutacion”, el cual toma en cuenta el orden en la ubicacion de los elementos para determinar las
configuraciones posibles. Es decir, en una permutacion la posicion de cada elemento dentro de la configuracion es
importante, y por ello se dio este nombre a la actividad (A2).

En esta actividad se propondrén una serie de iniciafivas (problemas), combinadas entre problemas de contexto y
matematicos, con diferentes grados de dificutad, y con variedad en la forma cémo se puede presentar la aplcacion del

‘Asi se pasaré a la tercera parte de la Glase (C3) en Ia cual se conextualizaran y socializaran las iniiativas e entrada
de la Actividad (A2), presentando primero la solucion acertada de algun estudiante, con el fin de ir generando debate y
participacion argumentada, lo que conllevara a formar conjeturas entre ellos. Estas sern el instrumento que permitira
al estudiante la construccién inicial del concepto de permutacion. Luego se harén los analisis de los procesos y
resultados de cada solucion, con lo cual se espera comenzar a formalizar las formas de entender de los estudiantes, ya
que éstos se realizarén desde un argumento teérico de la combinatoria trabajado anteriormente (principio del producto),
acercando asi al estudiante a un primer contacto formal con el concepto de permutacion. Ademas se enfatizara en las
condiciones en las cuales se pueden presentar los casos, y qué es lo que hace diferente un caso de ofro, proponiendo
los modelos correctos usados por los estudiantes, asi como otros modelos matematicos existentes para sus calculos,
los cuales se verificaran con la solucion de las iniciativas presentadas. Ademas se resaltara la importancia de seguir las
recomendaciones dadas en la actividad anterior (A1), como parte de la propuesta metodolégica para abordar las
iniciativas.

Finalizando la clase (C3) se hara la cuarta parte de la clase, en la cual se entregara el material fisico de (A2) (ver
actividades en formato estudiante), y s explicaré la metodologia de trabajo de la segunda parte de la actividad (A2),la
cual tiene cinco iniciativas (de la iniciativa 5 a la 9), las cuales todo el grupo de estudiantes desarrollaran como trabajo
extraclase. La esirategia de asignar las mismas iniciativas a cada estudiante, es la de probar que se ha generado un
cambio de acfitud frente al compromiso de desarrollar una tarea de forma individual mostrando un alto grado de

concepto de permutacion, con el objeto e dar oportunidades a los estudiantes de desarmollar su
combinatorio y ademés indagar el estado del pensamiento matemtico de los estudiantes frente a esta temética de
trabajo, la cual para algunos casos es totalmente nueva.

Por Io anterior se dan casos de permutacidn total, es decir una situacién en la cual cambian de posicien todos los
elementos sin repeticion de los mismos, y un caso particular en el cual los elementos s ubican de forma circular o
alrededor de un punto de referencia.

La propuesta de trabajo es bésicamente que, a través de la aplicacion del principio del producto en la solucién de
problemas, se alcance una nueva forma de contar, que coresponde a la permutacién. Lo anterior implica que el
estudiante también llegue a la simplificacion de calculos mediante la utilizacion del n! o factorial de un nimero natural.

Objetivos

1) Identificar las formas cémo los estudiantes caracterizan un elemento del nuevo conjunto que se quiere contar,
a partir de las condiciones dadas.

2) Identificar como los estudiantes describen la configuracion (ordenacion, arreglo, forma, manera, disposicion,
conformacién, alineacion) que caracteriza a los elementos del nuevo conjunto cuyo cardinal se quiere conocer.

3) Reconocer las formas naturales como los estudiantes interpretan y entienden el “conteo” implicito en la
solucion de un problema.

4)  Identficar las estrategias utiizadas por los estudiantes para representar las configuraciones (elementos del
nuevo conjunto), y cémo a partir de éstas realizan el conteo.

5)  Promover en el estudiante el uso de la sintesis para reescribir un enunciado.

y por el aprendizaje y desarrollo del pensamiento matemético, al presentar sus propias
soluciones de cada una de las iniciativas. Su solucién se debe presentar y entregar al inicio de la clase (C4)
Para finalizar Ia clase (C3) se propondra y explicara todo el curso la cuarta parte de la actividad (A2), la iniciativa de la
semana -Iniciativa Foro- (Iniciativa 12) y su metodologia. Esta iniciativa es un problema no rutinario y retador para
desarrollar de forma colaborativa entre los estudiantes del curso durante la semana de las clases (C3) y (C4), mediante
la metodologia de "foro".
La apertura del foro 2 se dara con la primera participacion que se registre en la plataforma por parte de algin
estudiante de forma voluntaria, quien daré las primeras respuestas a las preguntas orientadoras. Esto se realizara
mediante contestacion directa en la plataforma o mediante archivos adjuntos, de imagenes o documentos en los que
muestre sus avances. El propdsito es que todos los participantes del foro analicen esta posible solucion, generando asi
las primeras conjeturas alrededor de la solucion presentada, la cual puede ser refutada o aceptada por los demés,
dando su respectiva justificacién mediante su participacion, la cual quedara evidenciada en la plataforma como una
participacion del estudiante en el foro. Se espera y asi se le hara saber al curso que al menos una vez cada dos dias,
cada estudiante esté participando en el foro. Igualmente, cada vez que se presente en el curso una nueva participacion
ésta debe ser revisada y comentada por los demés integrantes del curso, con su respectiva justificacion basada en
argumentos combinatorios, generados a partir de las formas de entender y de pensar maduradas durante el proceso de
desarrollo de las tres primeras partes de la actividad (A2) realizadas en la clase presencial

La intencion es que los estudiantes estén activos y motivados por conseguir la solucion de la iniciativa durante la
Semana que estaré abierto el foro, realizando nuevas aportaciones, aclarando otras y aceptando o refutando la de los

6) Interpretar los procedimientos operacionales realizados por los estudiantes, conducentes a ser formalizados en
principios de conteo.

7 Orientar al estudiante en la solucion de problemas generales mediante el uso del razonamiento inductivo u otro
recurso del pensamiento.

8) Causar en el estudiante la necesidad de crear modelos que representen la generalizacion de los conteos.

9) Interpretar como las formas de entender evolucionan e influyen en las formas de pensar combinatoriamente en
el estudiante, y asi evidenciar los procesos y/o técnicas formales o informales implicitas en la solucion de problemas

del analisis combinatorio.

10)  Interpretar como las formas de pensar en el estudiante, y asi

impactan el
evidenciar la construccion de significado de conceptos propios del analisis combinatorio.

Metodologia

La actividad (A2) se compone de trece iniciativas, distribuidas en cuatro partes, las cuales estén disefiadas para ser
desarrolladas en dos clases (C3 y C4). Iniciando la clase (C3), en su primera parte, se pedira a los estudiantes la
entrega de sus soluciones a la iniciativa de la semana, cuarta parte de la actividad (A1). Dado que este problema se ha
considerado no rutinario, se indicara que después de ser revisadas se socializaran los resultados al inicio de la clase
(C4). De esta revision se espera que se presenten tres situaciones, en la primera situacién estaran los estudiantes que
hayan desarrollado y solucionado completamente la iniciativa; en la segunda situacion estarén los estudiantes que
presentaron buenas ideas, pero que alin no han alcanzado la solucion completa, o esta sin concluir la solucion de la
iniciativa, a éstos se les daran sugerencias para continuar desarrollando la idea; y en la tercera situacion estaran
aquellos que no presentaron ninglin avance significativo en la solucion del problema. A los estudiantes de las dos
ultimas situaciones se les haran las recomendaciones necesarias para que continiien pensando en la solucion del
problema, y se les pedira que presenten sus avances al inicio de la siguiente clase (C4).

En la segunda parte de la clase (C3), se haré una reflexion acerca de la metodologia utilizada en la actividad anterior
(A1), en sus cuatro partes, con el objeto que los estudiantes vayan apoderandose de esta metodologia, propia de la
unidad didactica construida. En seguida se entregard a cada estudiante una hoja con la impresion de las cuatro
primeras iniciativas (iniciativas de entrada) de la actividad (A2), las cuales solamente tendrén un encabezado en el que
se pide resolver las iniciativas; no se colocara ningln titulo o temética relacionada, con el objetivo de evitar sesgos y
dejar pensar libremente al estudiante, recordando que ya tienen una herramienta de conteo, los principios de la suma y
el producto. Este trabajo se realizara individualmente y sin ningun tipo de ayuda o colaboracion entre un estudiante y
otro, 0 consultas al profesor (excepto para asegurar que los estudiantes hayan entendido el problema propuesto), para
lo cual se dispondra de cuarenta minutos. Durante este tiempo el profesor estara monitoreando los avances realizados
por los estudiantes con el objeto de ver sus formas de proceder e ir recogiendo argumentos para la socializacion.
Cumplido el tiempo se recogera el material producido.

demés colaboradores de una forma asincronica, haciendo posible que las aportaciones y participaciones de los
miembros del grupo permanezcan en el tiempo a disposicion de todos.

Se espera que durante el desarrollo del foro se dé un suficiente y amplio intercambio de informacién mediante debates

o i Que seran soci y desde una simple peticion de ayuda sobre el concepto

implicito en la solucion del problema, hasta la inclusion de textos o contenidos concretos, citas textuales referidas al
concepto tratado, pasando por la aportacién de una referencia bibliografica o electrénica donde se trate el tema,
inclusion de imégenes o videos, etc. Asimismo se aclara que una funcién fundamental del foro virtual es constituirse en
un espacio de intercambio de conocimientos y experiencias, posibilitando el trabajo y el aprendizaje colaborativo a
partir de o que yo y otros hacemos, enriqueciendo a los demas con lo que hacemos.

El profesor estara moderando y administrando del foro, estando pendiente de recordar la participacion a cada
estudiante cuando éste no cumpla con el tiempo minimo dado para su participacion, de igual forma hara comentarios
de crecimiento, que les permita evolucionar a los estudiantes en la consecucion de la solucion del problema.

La primera parte de la clase (C4), se iniciara con la recepcion de la tarea propuesta en la clase (C3). Como segunda
parte de la clase (C4), se hard la socializacion de la parte cuatro de la actividad (A2) -problema no rutinario-
presentando una de las més creativas e innovadoras soluciones dadas por los estudiantes a dicho problema.

En la tercera parte de la clase (C4) se promovera la discusion de las soluciones de cada una de las iniciativas
extraclase (iniciativa 5 a la 8) de esta actividad (A2), como parte de la motivacion a los estudiantes por lograr
desarrollar alguno de los problemas; esto se hara mediante exposiciones de los estudiantes. Lo anterior se prevé
desarrollar en 45 minutos o menos.

Como cuarta parte de la clase (C4), se realizara la tercera parte de la actividad (A2), iniciativas colaborativas, las
cuales tienen como intencion metodologica crear espacios y ambientes de trabajo en equipo, para generar en los
diferentes grupos de estudiantes la discusion, la cooperacion y la participacion en el proceso de construccion y
desarrollo del pensamiento combinatorio, esperando que los estudiantes mejoren y muestren mayor apropiacion de la
heuristica de Lakatos y revelen avances significativos en la interiorizacion de los conceptos trabajados hasta el
momento. Para esto se organizaran los mismos grupos de trabajo de tres estudiantes, designados anteriormente (C2),
los cuales como trabajo colaborativo deberan resolver las iniciativas 9, 10 y 11, en un periodo de tiempo de
aproximadamente una hora, tiempo durante el cual, el profesor estara monitoreando el trabajo en cada uno de los
grupos, haciendo preguntas a los estudiantes segin las situaciones que se van observando en el desarrollo de las

mismas, con el objetivo de { ala de conceptos implicitos en las iniciativas.
Durante todo el proceso se realizara una videograbacién de la clase, y algtin video individual observando las formas de
proceder de los estudiantes durante la solucién de las diferentes iniciativas.

Se espera que el tiempo dado para la actividad sea suficiente, lograndose que cada grupo alcance el desarrollo de las

tres iniciativas propuestas.
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Para finalizar la clase (C4) se propondra a todo el curso la cuarta parte de la actividad (A2), la iniciativa de la semana
(Iniciativa 13), la cual tiene como objetivo proponer al estudiante un problema no rutinario y retador, el cual se
desarrollara de forma individual como trabajo extraclase, haciendo la sugerencia que es un problema que requiere de
varios momentos de trabajo, que no se debe abandonar ante la primera impresion, y que requiere ser analizado y
pensado con suficiente tiempo. Los estudiantes deben entregar su solucion al inicio de la siguiente clase (C5).

En este sentido se cumple con la metodologia planteada en el modelo didactico propuesto, el cual establece se debe
iniciar con la proposicion de las iniciativas «l», que para este caso son los diferentes problemas que se proponen a los
estudiantes en las cuatro partes de la actividad (A2), los cuales estan relacionados por la estrategia de conteo que se
anticipa se requiere para su solucion. Esta a su vez esta directamente asociada al topico o concepto de conteo, del
cual se pretende que los estudiantes trabajen en clase y lleguen a la construccion de su significado. En la actividad
(A2) se promovera la construccion del significado del concepto relacionado con el “principio de la permutacion”. Este
componente estructural del modelo implica la bisqueda y adaptacién de los problemas mateméticos y de contexto que
permitiran provocar en el estudiante la necesidad intelectual al respecto, es decir, generar el interés y motivacion por
construir la solucion del problema y los conceptos combinatorios implicitos en la misma.

La on comienza con la icion de las iniciativas de entrada «l», (componente estructural del modelo, -

problemas de la primera parte de la A2-), las cuales seran el instrumento generador de la causa o causas «C»,
(componente estructural del modelo), y a partir de éstas se formaran y emergeran las suficientes y variadas acciones
mentales que conformaran las nuevas formas de entender combinatoriamente, las cuales, mediante la metodologia de

solucion de problemas y la estructura 0 de Lakatos — el Cuasiempir -, deben alcanzar su estado de

en nuevas o formas de pensar combinatoriamente. Asi se espera que
cognitivamente se haya dado la construccion del significado del concepto de la permutacion, y se llegue a la
consecuencia «C», (componente estructural del modelo), es decir que se alcance la solucion de las diferentes
iniciativas propuestas. Es en ese momento en el cual se formalizara el concepto del principio de la permutacion, a partir

de las formas adicionales de entender inatori de los en la solucién de las

iniciativas de entrada (primera parte de la A2), permitiendo asi al estudiante la construccion del significado del concepto
de la permutacion, a partir de su propia experiencia (solucion empirica dada por los estudiantes a las iniciativas de
entrada).

Este proceso se dara segin las y i de los para orientar y organizar «O»,

(componente estructural del modelo) sus formas de entender y pensar estructuradamente (procesos cognitivos). Asi se
llega a alcanzar su interiorizacién «l» (componente estructural del modelo), es decir, que se evidencie el uso de este
nuevo conocimiento (el significado del concepto de la permutacion) en el desarrollo de iniciativas nuevas, (problemas
de la segunda parte de la A2), cumpliéndose en esta parte del proceso, la primera etapa del modelo, es decir que se ha
alcanzado el resultado «R», (componente estructural del modelo).

Para continuar con el proceso se inicia con la segunda etapa del modelo, la cual se da con la proposicion de nuevas
iniciativas, variadas y méas complejas que las iniciales (problemas en otras areas, tercera parte de la A2, y problemas
retadores, cuarta parte de la A2), las cuales requieren que se haya dado la apropiacion de los conceptos trabajados
(incluye los de la actividad anterior). Esto a su vez mostrara la construccion de un significado mas robusto de los
conceptos combinatorios, ya que se estara desarrollando un pensamiento matematico desde las formas de pensar
combinatoriamente, a nuevas formas de entender i en diferentes si y contextos,

completandose asi, la segunda etapa del modelo, la etapa de la réplica «R», (componente estructural del modelo).

Evaluacién
Este componente tiene como objetivo hacer un proceso de reflexion con el estudiante, en el cual, él o ella ha de
evidenciar sus niveles de iacion del sus y habil para solucionar problemas de

sus para y justificar las soluciones y respuestas dadas a las iniciativas,
logrando asi consolidar una nueva forma de pensar mateméticamente, al desarrollar el pensamiento combinatorio. EI

analisis de los resultados descritos en el anterior proceso sera el insumo para dar un reporte cualitativo a los
estudiantes en cuanto a sus avances en el proceso de aprendizaje de los nuevos conceptos de combinatoria, y el
informe cuantitativo estara sujeto a la creatividad y calidad en la solucion de cada una de las iniciativas propuestas. Se
busca valorar lo que el estudiante ha podido hacer en lugar de castigar lo que no logré desarrollar.

Actividad
La actividad (A2) que se presenta a los estudiantes se puede ver en el anexo 5 de este documento.
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Anexo 14. Disefio de clase - C5y C6 - Actividad 3

FACULTAD DE CIENCIAS
mn Departamento de Matematicas
LK ) ASIGNATURA

Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Variaciones

Clase5y 6
Tiempo | 4 horas -clase | Fecha ‘ | Semestre ‘
Actividad 3. EL INTERCAMBIO
Justificacién.
La actividad (A3) que se ha denominado ‘el intercambio, y tiene como propésito continuar en el

Asi se pasara a la tercera parte de la clase (C5) en la cual se contextualizaran y socializaran las iniciativas de entrada
de la Actividad (A3), presentando primero la solucion acertada de algun estudiante, con el fin de ir generando debate y
participacion argumentada, lo que conllevara a formar conjeturas entre ellos. Estas seréan el instrumento que permitira

al estudiante la construccion inicial del concepto de variacion. Luego se haran los analisis de los procesos y resultados
de cada solucién, con lo cual se espera comenzar a formalizar las formas de entender de los estudiantes, ya que éstos
se realizarén desde un argumento tedrico de la combinatoria trabajado anteriormente (principio del producto o la
permutacion), acercando asi al estudiante a un primer contacto formal con el concepto de variacion. Ademas se
enfatizar en las condiciones en las cuales se pueden presentar los casos, y qué es lo que hace diferente un caso de

otro, proponiendo los modelos correctos usados por los estudiantes, asi como otros modelos matematicos existentes

para sus célculos, los cuales se verificaran con la solucion de las iniciativas presentadas. Ademés se resaltara la

estudiante la construccion de significado en conteo, ahora generado a partir del concepto del principio de conteo
conocido como “variacién’, el cual se puede considerar como la particularizacion de algunos casos de la permutacion y
el principio del producto. Dandosele este nombre a la actividad (A3), el intercambio por la variedad de casos que se
presentan, que dependen basicamente de la permuta, del cambio o del reemplazo de alguno de los elementos del
conjunto dado.

En esta actividad se propondrén una serie de iniciativas (problemas), combinadas entre problemas de contexto y
mateméticos, con diferentes grados de dificultad, y con variedad en la forma como se puede presentar la aplicacién del
concepto de la variacion, con el objeto de dar oportunidades a los estudiantes de desarrollar su pensamiento
combinatorio y ademas indagar el estado del pensamiento matematico de los estudiantes frente a esta tematica de
trabajo, la cual para algunos casos es totalmente nueva.

Por lo anterior se dan casos de permutaciones parciales, es decir una situacion en la cual sélo se tiene en cuenta el
cambio de posicién de los elementos de un subconjunto, sin repeticién de los mismos, ademés de casos en los cuales
los elementos del conjunto son repetidos e indistinguibles, y casos en los cuales se da la repeticion de los elementos.
La propuesta de trabajo se fundamenta principalmente en que a través de la aplicacion del principio del producto y de
la permutacion en la solucién de problemas, se llegue a las nuevas formas de contar, que corresponden a las

variaciones.

Objetivos

1) Identificar las formas como los estudiantes caracterizan un elemento del nuevo conjunto que se quiere contar,
a partir de las condiciones dadas.

2)  Identificar como los estudiantes describen la configuracién (ordenacion, arreglo, forma, manera, disposicién,
conformacion, alineacion) que caracteriza a los elementos del nuevo conjunto cuyo cardinal se quiere conocer.

3)  Reconocer las formas naturales cémo los estudiantes interpretan y entienden el “conteo” implicito en la
solucion de un problema.

4)  Identificar las estrategias utlizadas por los estudiantes para representar las configuraciones (elementos del

nuevo conjunto), y como a partir de éstas realizan el conteo.

de seguir las dadas en las actividades anteriores (A1'y A2), como parte de la propuesta
metodolégica para abordar las iniciativas.

Finalizando la clase (C5) se hara la cuarta parte de la clase, en la cual se entregara el material fisico de (A3) (ver
actividades en formato estudiante), y se explicara la metodologia de trabajo de la segunda parte de la actividad (A3), la
cual tiene tres iniciativas (de la iniciativa 5 a la 7), las cuales todo el grupo de estudiantes desarrollara como trabajo
extraclase. La estrategia de asignar las mismas iniciativas a cada estudiante es la de probar que se ha generado un
cambio de actitud frente al compromiso de desarrollar una tarea de forma individual mostrando un alto grado de

y por el y desarrollo del al presentar sus propias

soluciones de cada una de las iniciativas. Su solucién se debe presentar y entregar al inicio de la clase (C6).
Para finalizar la clase (C5) se propondra y explicara todo el curso la cuarta parte de la actividad (A3), la iniciativa de la
semana -Iniciativa Foro- (Iniciativa 11) y su metodologia. Esta iniciativa es un problema no rutinario y retador para
desarrollar de forma colaborativa entre los estudiantes del curso durante la semana de las clases (C5) y (C6), mediante
la metodologia de "foro"

La apertura del foro 3 se dara con la primera participacion que se registre en la plataforma por parte de algin
estudiante de forma voluntaria, quien daré las primeras respuestas a las preguntas orientadoras. Esto se realizara
mediante contestacion directa en la plataforma o mediante archivos adjuntos, de imagenes o documentos en los que
muestre sus avances. El propésito es que todos los participantes del foro analicen esta posible solucion, generando asi
las primeras conjeturas alrededor de la solucion presentada, la cual puede ser refutada o aceptada por los demas,
dando su respectiva justificacion mediante su participacion, la cual quedara evidenciada en la plataforma como una
participacion del estudiante en el foro. Se espera y asi se le hara saber al curso que al menos una vez cada dos dias,
cada estudiante esté participando en el foro. Igualmente, cada vez que se presente en el curso una nueva participacion
ésta debe ser revisada y comentada por los demas integrantes del curso, con su respectiva justificacion basada en
argumentos combinatorios, generados a partir de las formas de entender y de pensar maduradas durante el proceso de
desarrollo de las tres primeras partes de la actividad (A3) realizadas en la clase presencial.

La intencion es que los estudiantes estén activos y motivados por conseguir la solucion de la iniciativa durante la
semana que estara abierto el foro, realizando nuevas aportaciones, aclarando otras y aceptando o refutando la de los

5) Promover en el estudiante el uso de la sintesis para reescribir un enunciado.

6) Interpretar los procedimientos operacionales realizados por los estudiantes, conducentes a ser formalizados en
principios de conteo,

7 Orientar al estudiante en la solucion de problemas generales mediante el uso del razonamiento inductivo u otro
recurso del pensamiento.

8) Causar en el estudiante la necesidad de crear modelos que representen la generalizacion de los conteos.

9)  Interpretar cémo las formas de entender evolucionan e influyen en las formas de pensar combinatoriamente en
el estudiante, y asi evidenciar los procesos y/o técnicas formales o informales implicitas en la solucién de problemas
del analisis combinatorio.

10) Interpretar como las formas de pensar

impactan el en el estudiante, y asi

evidenciar la construccion de significado de conceptos propios del analisis combinatorio.

Metodologia

La actividad (A3) se compone de once iniciativas, distribuidas en cuatro partes, las cuales estan disefiadas para ser
desarrolladas en dos clases (C5 y C6). Iniciando la clase (C5), en su primera parte, se pedira a los estudiantes la
entrega de sus soluciones a la iniciativa de la semana, cuarta parte de la actividad (A2). Dado que este problema se ha
considerado no rutinario, se indicara que después de ser revisadas se socializaran los resultados al inicio de la clase
(CB). De esta revision se espera que se presenten tres situaciones, en la primera situacion estaran los estudiantes que
hayan desarrollado y solucionado completamente a iniciativa. En la segunda situacion estaran los estudiantes que
presentaron buenas ideas, pero que aln no han alcanzado la solucion completa o esta sin concluir la solucion de la
iniciativa. A éstos Ultimos estudiantes se les dardn sugerencias para continuar desarrollando la idea. En la tercera
situacién estaran aquellos que no presentaron ningin avance significativo en la solucion del problema. A los
estudiantes de las dos Ultimas situaciones se les haran las recomendaciones necesarias para que contintien pensando

en la solucion del problema, y se les pedira que presenten sus avances al inicio de la siguiente clase (C6).

En la segunda parte de la clase (C5), se hara nuevamente la reflexion acerca de la metodologia utilizada en las
actividades anteriores (A1 y A2), en sus cuatro partes, con el objeto que los estudiantes mejoren en la apropiacion y
utilizacién de esta metodologia, propia de la unidad didéctica construida. En seguida se entregara a cada estudiante
una hoja con la impresion de las cuatro primeras iniciativas (iniciativas de entrada) de la actividad (A3), las cuales
solamente tendran un encabezado en el que se pide resolver las iniciativas; no se colocara ningln titulo o temética
relacionada, con el objetivo de evitar sesgos y dejar pensar libremente al estudiante, recordando que ya tienen una
herramienta de conteo, los principios de la suma y el producto, asi como el caso particular de éste que son las
permutaciones. Este trabajo se realizaré individualmente y sin ningin tipo de ayuda o colaboracién entre un estudiante
y otro, o consultas al profesor (excepto para asegurar que los estudiantes hayan entendido el problema propuesto),
para lo cual se dispondra de cuarenta minutos. Durante este tiempo el profesor estara monitoreando los avances
realizados por los estudiantes con el objeto de ver sus formas de proceder e ir recogiendo argumentos para la

socializacién. Cumplido el tempo se recogeré el material producido.

demas colaboradores de una forma asincrénica, haciendo posible que las aportaciones y participaciones de los
miembros del grupo permanezcan en el tiempo a disposicion de todos.

Se espera que durante el desarrollo del foro se dé un suficiente y amplio intercambio de informacion mediante debates

o que seran soci y desde una simple peticion de ayuda sobre el concepto

implicito en la solucion del problema, hasta la inclusion de textos o contenidos concretos, citas textuales referidas al
concepto tratado, pasando por la aportacion de una referencia bibliografica o electronica donde se trate el tema,
inclusion de iméagenes o videos, etc. Asimismo se aclara que una funcion fundamental del foro virtual es constituirse en

un espacio de i io de i y el trabajo y el a

partir de lo que yo y otros hacemos, enriqueciendo a los demés con lo que hacemos

El profesor estara moderando y administrando del foro, estando pendiente de recordar la participacion a cada
estudiante cuando éste no cumpla con el tiempo minimo dado para su participacion, de igual forma hara comentarios
de crecimiento, que les permita evolucionar a los estudiantes en la consecucién de la solucion del problema.

La primera parte de la clase (C6) se iniciara con la recepcion de la tarea propuesta en la clase (C5). Como segunda
parte de la clase (C6), se hard la socializacion de la parte cuatro de la actividad (A3) -problema no rutinario-
presentando una de las més creativas e innovadoras soluciones dada por alguno de los estudiantes a dicho problema.
En la tercera parte de la clase (C6) se promovera la discusion de las soluciones de cada una de las iniciativas
extraclase (iniciativa 5 a la 7) de esta actividad (A3), como parte de la motivacion a los estudiante por lograr desarrollar
alguno de los problemas; esto se hara mediante exposiciones de los estudiantes. Lo anterior se prevé desarrollar en 45
minutos o menos.

Como cuarta parte de la clase (C6), se realizara la tercera parte de la actividad (A3), iniciativas colaborativas, las
cuales tienen como intencion metodoldgica crear espacios y ambientes de trabajo en equipo, para generar en los
diferentes grupos de estudiantes la discusion, la cooperacién y la participacion en el proceso de construccion y
desarrollo del

esperando que los estudiantes mejoren y muestren mayor apropiacion de la
heuristica de Lakatos y revelen avances significativos en la interiorizacion de los conceptos trabajados hasta el
momento. Para esto se organizaran los mismos grupos de trabajo de tres estudiantes, designados anteriormente (C5),
los cuales, como trabajo colaborativo, deberan resolver las iniciativas 8, 9 y 10, en un periodo de tiempo de
aproximadamente una hora, tiempo durante el cual, el profesor estaré monitoreando el trabajo en cada uno de los
grupos, haciendo preguntas a los estudiantes segun las situaciones que se van observando en el desarrollo de las
mismas, con el objetivo de ala

de conceptos implicitos en las iniciativas.
Durante todo el proceso se realizara una videograbacion de la clase, y algiin video individual observando las formas de
proceder de los estudiantes durante la solucion de las diferentes iniciativas.

Se espera que el tiempo dado para la actividad sea suficiente, lograndose que cada grupo alcance el desarrollo de las

tres iniciativas propuestas.
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En este sentido se cumple con la metodologia planteada en el modelo didéctico propuesto, el cual establece se debe
iniciar con la proposicion de las iniciativas «I», que para este caso son los diferentes problemas que se proponen a los
estudiantes en las cuatro partes de la actividad (A3), los cuales estan relacionados por la estrategia de conteo que se
anticipa se requiere para su solucion. Esta a su vez esté directamente asociada al topico o concepto de conteo del cual
se pretende que los estudiantes trabajen en clase y lleguen a la construccion de su significado. En la actividad (A3) se
promovera la construccion del significado del concepto relacionado con el “principio de la variacion”. Este componente
estructural del modelo implica la bisqueda y adaptacion de los problemas matematicos y de contexto que permitiran
provocar en el estudiante la necesidad intelectual al respecto, es decir, generar el interés y motivacion por construir la
solucion del problema y los conceptos combinatorios implicitos en la misma.

La implementacién comienza con la proposicién de las iniciativas de entrada «l», (componente estructural del modelo, -
problemas de la primera parte de la A3-), las cuales seran el instrumento generador de la causa o causas «C»,
(componente estructural del modelo), y a partir de éstas se formaran y emergeran las suficientes y variadas acciones

mentales, que conformaran las nuevas formas de entender combinatoriamente, las cuales, mediante la metodologia de

solucion de problemas y la estructura O de Lakatos - el Ci ismo -, deben alcanzar su estado de

en nuevas o i formas de pensar combinatoriamente. Asi se espera que
cognitivamente se haya dado la construccion del significado del concepto de la variacion, y se llegue a la consecuencia
«C», (componente estructural del modelo), es decir que se alcance la solucion de las diferentes iniciativas propuestas.
Es en ese momento en el cual se formalizara el concepto del principio de la variacion, a partir de las formas adicionales

de entender de los I en la solucion de las iniciativas de entrada (primera

parte de la A3), permitiéndo asi al estudiante la construccion del significado del concepto de variacion, a partir de su
propia experiencia (solucion empirica dada por los estudiantes a las iniciativas de entrada).
Este proceso se dara segin las y i de los para orientar y organizar «O»,

(componente estructural del modelo) sus formas de entender y pensar estructuradamente (procesos cognitivos). Asi se
llega a alcanzar su interiorizacion «l» (componente estructural del modelo), es decir, que se evidencie el uso de este
nuevo conocimiento (el significado del concepto de la variacion) en el desarrollo de iniciativas nuevas, (problemas de la
segunda parte de la A3), cumpliéndose en esta parte del proceso, la primera etapa del modelo, es decir que se ha
alcanzado el resultado «R», (componente estructural del modelo).

Para continuar con el proceso se inicia con la segunda etapa del modelo, la cual se da con la proposicion de nuevas
iniciativas, variadas y mas complejas que las iniciales (problemas en otras areas, tercera parte de la A3, y problemas
retadores, cuarta parte de la A3), las cuales requieren que se haya dado la apropiacion de los conceptos trabajados
(incluyendo los de las actividades anteriores). Esto a su vez mostrara la construccion de un significado més robusto de
los conceptos combinatorios, ya que se estara desarrollando un pensamiento matematico desde las formas de pensar
combinatoriamente, a nuevas formas de entender combinatoriamente, en diferentes situaciones y contextos,
completandose asi, la segunda etapa del modelo, Ia etapa de la réplica «R», (componente estructural del modelo).

Evaluacion

Este componente tiene como objetivo hacer un proceso de reflexion con el estudiante, en el cual, él o ella ha de

evidenciar sus niveles de ion del i sus i y habili para solucionar problemas de
sus ias para y justificar las soluciones y respuestas dadas a las iniciativas,

logrando asi consolidar una nueva forma de pensar matematicamente, al desarrollar el pensamiento combinatorio. EI
andlisis de los resultados descritos en el anterior proceso serd el insumo para dar un reporte cualitativo a los
estudiantes en cuanto a sus avances en el proceso de aprendizaje de los nuevos conceptos de combinatoria, y el
informe cuantitativo estara sujeto a la creatividad y calidad en la solucion de cada una de las iniciativas propuestas. Se
busca valorar lo que el estudiante ha podido hacer en lugar de castigar lo que no logré desarrollar.

Actividad

La actividad (A3) que se presenta a los estudiantes se puede ver en el anexo 6 de este documento.
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Anexo 15. Disefio de clase - C7 y C8 - Actividad 4

FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Matematicas
ASIGNATURA
Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Combinaciones
Clase7y8
| Fecha |

ANTONIG NARING

Tiempo ‘ 4 horas -clase | Semestre |

Actividad 4. CALCULANDO, COMBINANDO Y CONTANDO

Justificacion.

La actividad (A4) que se ha denominado “calculando, combinando y contando” y tiene como obijetivo continuar
promoviendo en el estudiante la construccion de significado, ahora generado a partir del concepto del principio de
conteo conocido como “combinacion’, el cual permitira conocer el nimero de configuraciones posibles de k elementos
tomados de un conjunto de n elementos, sin importar el orden en que se eligen y sin repetir elementos. El nombre dado
a la actividad (A4), se asocia a la diversidad de formas en los célculos y en las acciones que implican el combinar y el
contar, durante la solucion de un problema de combinaciones.

En esta actividad se propondran una serie de iniciativas (problemas), combinadas entre problemas de contexto y
matematicos, con diferentes grados de dificultad, y con variedad en la forma como se puede presentar la aplicacion del
concepto de la combinacion. Por lo anterior se dan dos casos de combinaciones, una sin repeticion de los elementos y
otra con repeticion, en los cuales se pueden seleccionar todos los elementos del conjunto a la vez, o se pueden hacer
selecciones parciales por subconjuntos.

La propuesta de trabajo esté basada en que a través de la aplicacion de los principios del producto, de la permutacion y
de la variacion en la solucion de problemas, se llegue a las nuevas formas de contar que corresponderan a las
combinaciones.

Objetivos

1) Identificar las formas como los estudiantes caracterizan un elemento del nuevo conjunto que se quiere contar,
a partir de las condiciones dadas.

2)  Identificar como los estudiantes describen la configuracion (ordenacién, arreglo, forma, manera, disposicién,
conformacion, alineacion) que caracteriza a los elementos del nuevo conjunto cuyo cardinal se quiere conocer.

3) Reconocer las formas naturales como los estudiantes interpretan y entienden el “conteo” implicito en la
solucion de un problema.

4) Identificar las estrategias utilizadas por los estudiantes para representar las configuraciones (elementos del
nuevo conjunto), y cémo a partir de éstas realizan el conteo.

5) Promover en el estudiante el uso de la sintesis para reescribir un enunciado.

6) Interpretar los procedimientos operacionales realizados por los estudiantes, conducentes a ser formalizados en
principios de conteo.

7) Orientar al estudiante en la solucion de problemas generales mediante el uso del razonamiento inductivo u otro
recurso del pensamiento.

Ademas se enfatizara en las condiciones en las cuales se pueden presentar los casos, y qué es lo que hace diferente
un caso de otro, proponiendo los modelos correctos usados por los estudiantes, asi como otros modelos matematicos
existentes para sus calculos, los cuales se verificaran con la solucion de las iniciativas presentadas. Ademés se
resaltar la importancia de seguir las recomendaciones dadas en las actividades anteriores (A1, A2 y A3), como parte
de la propuesta metodologica para abordar las iniciativas.

Finalizando la clase (C7) se hara la cuarta parte de la clase, en la cual se entregara el material fisico de (A4) (ver
actividades en formato estudiante), y se explicara la metodologia de trabajo de la segunda parte de la actividad (A4), la
cual tiene cinco iniciativas (de la iniciativa 5 a la 9), las cuales todo el grupo de estudiantes desarrollaran como trabajo
extraclase. La estrategia de asignar las mismas iniciativas a cada estudiante es la de probar que se ha generado un
cambio de actitud frente al compromiso de desarrollar una tarea de forma individual mostrando un alto grado de

y iso por el y desarrollo del al presentar sus propias
soluciones de cada una de las iniciativas. Su solucion se debe presentar y entregar al inicio de la clase (C8).

Para finalizar la clase (C7) se propondré y explicara todo el curso la cuarta parte de la actividad (A4), la iniciativa de la
ssemana -Iniciativa Foro- (Iniciativa 13) y su metodologia. Esta iniciativa es un problema no rutinario y retador para
desarrollar de forma colaborativa entre los estudiantes del curso durante la semana de las clases (C7) y (C8), mediante
la metodologia de "foro",

La apertura del foro 4 se dara con la primera participacion que se registre en la plataforma por parte de algin
estudiante de forma voluntaria, quien dara las primeras respuestas a las preguntas orientadoras. Esto se realizara
mediante contestacion directa en la plataforma o mediante archivos adjuntos, de imagenes o documentos en los que
muestre sus avances. El proposito es que todos los participantes del foro analicen esta posible solucion, generando asi
las primeras conjeturas alrededor de la solucién presentada, la cual puede ser refutada o aceptada por los demés,
dando su respectiva justificacion mediante su participacién, la cual quedara evidenciada en la plataforma como una
participacion del estudiante en el foro. Se espera y asi se le hara saber al curso que al menos una vez cada dos dias,
cada estudiante esté participando en el foro. Igualmente, cada vez que se presente en el curso una nueva participacion
ésta debe ser revisada y comentada por los demas integrantes del curso, con su respectiva justificacion basada en
argumentos combinatorios, generados a partir de las formas de entender y de pensar maduradas durante el proceso de
desarrollo de las tres primeras partes de la actividad (Ad) realizadas en la clase presencial.

La intencion es que los estudiantes estén activos y motivados por conseguir la solucién de la iniciativa durante la
semana que estara abierto el foro, realizando nuevas aportaciones, aclarando otras y aceptando o refutando la de los
demas colaboradores de una forma asincronica, haciendo posible que las aportaciones y participaciones de los
miembros del grupo permanezcan en el tiempo a disposicion de todos.

Se espera que durante el desarrollo del foro se dé un suficiente y amplio intercambio de informacién mediante debates
0 que seran y evidenci desde una simple peticion de ayuda sobre el concepto
implicito en la solucién del problema, hasta la inclusion de textos o contenidos concretos, citas textuales referidas al
concepto tratado, pasando por la aportacion de una referencia bibliografica o electronica donde se trate el tema,
inclusion de iméagenes o videos, etc. Asimismo se aclara que una funcion fundamental del foro virtual es constituirse en

8) Causar en el estudiante la necesidad de crear modelos que representen la generalizacion de los conteos.

9) Interpretar como las formas de entender evolucionan e influyen en las formas de pensar combinatoriamente en
el estudiante, y asi evidenciar los procesos y/o técnicas formales o informales implicitas en la solucién de problemas
del andlisis combinatorio.

10)  Interpretar como las formas de pensar en el estudiante, y asi

impactan el
evidenciar la construccion de significado de conceptos propios del andlisis combinatorio.
Metodologia

La actividad (A4) se compone de trece iniciativas, distribuidas en cuatro partes, las cuales estan disefiadas para ser
desarrolladas en dos clases (C7 y C8). Iniciando la clase (C7), en su primera parte, se pedira a los estudiantes la
entrega de sus soluciones a la iniciativa de la semana, cuarta parte de la actividad (A3). Dado que este problema se ha
considerado no rutinario, se indicara que después de ser revisadas se socializaran los resultados al inicio de la clase
(C8). De esta revision se espera que se presenten tres situaciones, en la primera situacion estaran los estudiantes que
hayan desarrollado y solucionado completamente la iniciativa; en la segunda situacion estaran los estudiantes que
presentaron buenas ideas, pero que aln no han alcanzado la solucién completa, o esta sin concluir la solucion de la
iniciativa, a éstos se les daran sugerencias para continuar desarrollando la idea; y en la tercera situacion estaran
aquellos que no presentaron ningln avance significativo en la solucion del problema. A los estudiantes de las dos
Ultimas situaciones se les haran las recomendaciones necesarias para que continien pensando en la solucion del
problema, y se les pedira que presenten sus avances al inicio de la siguiente clase (C8).

En la segunda parte de la clase (C7), se hara nuevamente la reflexion acerca de la metodologia utilizada en las
actividades anteriores (A1, A2 y A3), en sus cuatro partes, con el objeto que los estudiantes mejoren en la apropiacion
y utilizacion de esta metodologia, propia de la unidad didéctica construida. En seguida se entregaré a cada estudiante
una hoja con la impresion de las cuatro primeras iniciativas (iniciativas de entrada) de la actividad (A4), las cuales
solamente tendrdn un encabezado en el que se pide resolver las iniciativas, no se colocara ningin titulo o tematica
relacionada, con el objetivo de evitar sesgos y dejar pensar libremente al estudiante, recordando que ya tienen varias
herramientas de conteo, los principios de la suma, el producto, la permutacion y la variacion. Este trabajo se realizara
individualmente y sin ningtin tipo de ayuda o colaboracion entre un estudiante y ofro, o consultas al profesor (excepto
para asegurar que los estudiantes hayan entendido el problema propuesto), para lo cual se dispondré de cuarenta
minutos. Durante este tiempo el profesor estaré monitoreando los avances realizados por los estudiantes con el objeto
de ver sus formas de proceder e ir recogiendo argumentos para la socializacion. Cumplido el tiempo se recogeré el
material producido.

Asi se pasara a la tercera parte de la clase (C7) en la cual se contextualizaran y socializaran las iniciativas de entrada
de la Actividad (A4), presentando primero la solucion acertada de algin estudiante, con el fin de ir generando debate y
participacion argumentada, lo que conllevara a formar conjeturas entre ellos. Estas seran el instrumento que permitira
al estudiante la construccion inicial del concepto de combinacion. Luego se haran los andlisis de los procesos y
resultados de cada solucién, con lo cual se espera comenzar a formalizar las formas de entender de los estudiantes, ya
que éstos se realizaran desde un argumento tedrico de la combinatoria trabajado anteriormente (principio del producto,
la permutacion o la variacion), acercando asi al estudiante a un primer contacto formal con el concepto de combinacion.

un espacio de i io de i y
partir de lo que yo y otros hacemos, enriqueciendo a los demas con lo que hacemos.

el trabajo y el aprendizaje colaborativo a

El profesor estara moderando y administrando del foro, estando pendiente de recordar la participacion a cada

estudiante cuando éste no cumpla con el tiempo minimo dado para su de igual forma hara

de crecimiento, que les permita evolucionar a los estudiantes en la consecucion de la solucion del problema.

La primera parte de la clase (C8), se iniciara con la recepcion de la tarea propuesta en la clase (C7). Como segunda
parte de la clase (C8), se hara la socializacion de la parte cuatro de la actividad (A4) -problema no rutinario-
presentando una de las més creativas e innovadoras soluciones dada por alguno de los estudiantes a dicho problema.
En la tercera parte de la clase (C8) se promovera la discusion de las soluciones de cada una de las iniciativas
extraclase (iniciativa 5 a la 9) de esta actividad (A4), como parte de la motivacion a los estudiante por lograr desarrollar
alguno de los problemas; esto se hara mediante exposiciones de los estudiantes. Lo anterior se prevé desarrollar en 45
minutos 0 menos.

Como cuarta parte de la clase (C8), se realizara la tercera parte de la actividad (A4), iniciativas colaborativas, las
cuales tienen como intencion metodoldgica crear espacios y ambientes de trabajo en equipo, para generar en los

diferentes grupos de estudiantes la discusion, la yla ion en el proceso de on y

desarrollo del

esperando que los mejoren y muestren mayor apropiacion de la
heuristica de Lakatos y revelen avances significativos en la interiorizacion de los conceptos trabajados hasta el
momento. Para esto se organizaran los mismos grupos de trabajo de tres estudiantes, designados anteriormente (C7),
los cuales como trabajo colaborativo deberan resolver las iniciativas 10, 11 y 12, en un periodo de tiempo de
aproximadamente una hora, tiempo durante el cual, el profesor estara monitoreando el trabajo en cada uno de los

grupos, haciendo preguntas a los en el desarrollo de las

segln las situaciones que se van

mismas, con el objetivo de ala de conceptos implicitos en las iniciativas.
Durante todo el proceso se realizara una videograbacion de la clase, y algun video individual observando las formas de
proceder de los estudiantes durante la solucion de las diferentes iniciativas.

Se espera que el tiempo dado para la actividad sea suficiente, lograndose que cada grupo alcance el desarrollo de las
tres iniciativas propuestas.

En este sentido se cumple con la metodologia planteada en el modelo didéctico propuesto, el cual establece se debe
iniciar con la proposicion de las iniciativas «l», que para este caso son los diferentes problemas que se proponen a los
estudiantes en las cuatro partes de la actividad (A4), los cuales estan relacionados por la estrategia de conteo que se
anticipa se requiere para su solucién. Esta a su vez esta directamente asociada al tépico o concepto de conteo, del
cual se pretende que los estudiantes trabajen en clase y lleguen a la construccion de su significado. En la actividad
(Ad) se promoveré la construccion del significado del concepto relacionado con el “principio de la combinacion™. Este
componente estructural del modelo implica la bisqueda, y adaptacion de los problemas matematicos y de contexto que
permitiran provocar en el estudiante la necesidad intelectual al respecto, es decir, generar el interés y motivacion por
construir la solucién del problema y los conceptos combinatorios implicitos en la misma.

La implementacién comienza con la proposicion de las iniciativas de entrada «l», (componente estructural del modelo, -
problemas de la primera parte de la A4-), las cuales seran el instrumento generador de la causa o causas «C»,
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(componente estructural del modelo), y a partir de éstas se formaran y emergeran las suficientes y variadas acciones

mentales, que conformaran las nuevas formas de entender combinatoriamente, las cuales, mediante la metodologia de

solucion de problemas y la estructura 0 de Lakatos - el Ct ismo -, deben alcanzar su estado de

en nuevas o adici formas de pensar combinatoriamente. Asi se espera que
cogniivamente se haya dado la construccion del significado del concepto de combinacion, y se llegue a la
consecuencia «C», (componente estructural del modelo), es decir que se alcance la solucion de las diferentes
iniciativas propuestas. Es en este momento en el cual se formalizara el concepto del principio de la combinacion, a

de entender de los en la solucion de las

partir de las formas
iniciativas de entrada (primera parte de la A4), permitiendo asi al estudiante la construccion del significado del concepto
de la combinacion, a partir de su propia experiencia (solucion empirica dada por los estudiantes a las iniciativas de
entrada).

Este proceso se dara segun las i y i de los para orientar y organizar «O»,
(componente estructural del modelo) sus formas de entender y pensar estructuradamente (procesos cognitivos). Asi se

llega a alcanzar su interiorizacion «I» (componente estructural del modelo), es decir, que se evidencie el uso de este
nuevo conocimiento (el significado del concepto de la combinacion) en el desarrollo de iniciativas nuevas, (problemas
de la segunda parte de la A4), cumpliéndose en esta parte del proceso, la primera etapa del modelo, es decir que se ha
alcanzado el resultado «R», (componente estructural del modelo).

Para continuar con el proceso se inicia con la segunda etapa del modelo, la cual se da con la proposicion de nuevas
iniciativas, variadas y mas complejas que las iniciales (problemas en otras areas, tercera parte de la A4, y problemas
retadores, cuarta parte de la Ad), las cuales requieren que se haya dado la apropiacion de los conceptos trabajados
(incluyendo los de la actividades anteriores). Esto a su vez mostrara la construccion de un significado més robusto de
los conceptos combinatorios, ya que se estara desarrollando un pensamiento matematico desde las formas de pensar
combinatoriamente, a nuevas formas de entender en diferentes si y contextos,

completandose asi, la segunda etapa del modelo, la etapa de la réplica «R», (componente estructural del modelo).

Evaluacién

Este componente tiene como objetivo hacer un proceso de reflexion con el estudiante, en el cual, él o ella ha de

evidenciar sus niveles de iacion del imig sus. y habili para solucionar problemas de
sus para y justificar las soluciones y respuestas dadas a las iniciativas,

logrando asi consolidar una nueva forma de pensar matematicamente, al desarrollar el pensamiento combinatorio. EI
analisis de los resultados descritos en el anterior proceso serd el insumo para dar un reporte cualitativo a los
estudiantes en cuanto a sus avances en el proceso de aprendizaje de los nuevos conceptos de combinatoria, y el
informe cuantitativo estara sujeto a la creatividad y calidad en la solucion de cada una de las iniciativas propuestas. Se
busca valorar lo que el estudiante ha podido hacer en lugar de castigar lo que no logré desarrollar.

Actividad

La actividad (A4) que se presenta a los estudiantes se puede ver en el anexo 7 de este documento.
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Anexo 16. Disefio de clase - C9y C10 - Actividad 5

FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Matematicas
ASIGNATURA
Unidad Tem: COMBINATORIA
Subtema: Combinaciones

Clase 9y 10

| Fecha —[

Actividad 5. ; PENSAMIENTO O SUERTE?

Tiempo 4 horas -clase Semestre

Justificacién.
La actividad (A5) que se ha denominado “;pensamiento o suerte?" y esta disefiada con el objetivo de seguir

promoviendo en el estudiante la construccion de significado conteo. Esta es la segunda parte de la anterior actividad
(A4), por lo que se contintia trabajando con concepto del principio de ‘la combinacion”. Aqui se pretende hacer uso de
este concepto en casos mas generales y complejos. EI nombre dado a la actividad (A5), se asocia al acierto, o no, en la
solucion de un problema, la cual debe implicar la resolucion de un problema bajo un fundamento matematico, y no
intuitivo como en ocasiones se hace llegando con suerte a la respuesta, mas no a la solucion del problema.

En esta actividad se propondran una serie de iniciativas (problemas), combinadas entre problemas de contexto y
matematicos, con diferentes grados de dificultad, y con variedad en la forma como se puede presentar la aplicacion del
concepto de la combinacion. La propuesta de trabajo esta basada en que a través de la aplicacion de los principios del
producto, de la permutacion, de la variacion y de la combinacion en la solucion de problemas, se llegue a las nuevas
formas de contar, que corresponderén a los principios basicos de conteo o la combinacion de los mismos.

Objetivos

1) Identificar las formas como los estudiantes caracterizan un elemento del nuevo conjunto que se quiere contar,

a partir de las condiciones dadas.

2) Identificar como los estudiantes describen la arreglo, forma, manera, disposici
conformacién, alineacion) que caracteriza a los elementos del nuevo conjunto cuyo cardinal se quiere conocer.

3) Reconocer las formas naturales como los estudiantes interpretan y entienden el “conteo” implicito en la
solucion de un problema.

4) Identificar las estrategias utilizadas por los estudiantes para representar las configuraciones (elementos del
nuevo conjunto), y como a partir de éstas realizan el conteo.

5) Promover en el estudiante el uso de la sintesis para reescribir un enunciado.

6) Interpretar los realizados por los estudiant aser en

principios de conteo.
7 Orientar al estudiante en la solucion de problemas generales mediante el uso del razonamiento inductivo u otro
recurso del pensamiento.

8) Causar en el estudiante la necesidad de crear modelos que representen la generalizacion de los conteos.

se pueden presentar los casos, y qué es lo que hace diferente un caso de otro, proponiendo los modelos correctos
usados por los estudiantes, asi como otros modelos matematicos existentes para sus calculos, los cuales se verificaran
con la solucion de las iniciativas presentadas.

Finalizando la clase (C9) se hara la cuarta parte de la clase, en la cual se entregara el material fisico de (A5) (ver
actividades en formato estudiante), y se explicara la metodologia de trabajo de la segunda parte de la actividad (AS5).
Es de anotar que a diferencia de las actividades anteriores en ésta no se daran las recomendaciones, con la intencién
de ver la verdadera apropiacion de la metodologia. Esta parte de la actividad tiene cinco iniciativas (de la iniciativa 4 a
la 7), las cuales todo el grupo de estudiantes desarrollaran como trabajo extraclase. La estrategia de asignar las
mismas iniciativas a cada estudiante es para evidenciar un cambio de actitud frente a la responsabilidad y compromiso
por el aprendizaje y desarrollo del pensamiento matemético, al presentar sus propias soluciones de cada una de las
iniciativas. Su solucion se debe presentar y entregar al inicio de la clase (C10).

Para finalizar la clase (C9) se propondré y explicara todo el curso la cuarta parte de la actividad (A5), la iniciativa de la
semana -Iniciativa Foro- (Iniciativa 11) y su metodologia. Esta iniciativa es un problema no rutinario y retador para
desarrollar de forma colaborativa entre los estudiantes del curso durante la semana de las clases (C9) y (C10),
mediante la metodologia de "foro".

La apertura del foro 5 se dara con la primera participacion que se registre en la plataforma por parte de algin
estudiante de forma voluntaria, quien dara las primeras respuestas a las preguntas orientadoras. Esto se realizara
mediante contestacion directa en la plataforma o mediante archivos adjuntos, de imagenes o documentos en los que
muestre sus avances. El propésito es que todos los participantes del foro analicen esta posible solucién, generando asi
las primeras conjeturas alrededor de la solucion presentada, la cual puede ser refutada o aceptada por los demas,
dando su respectiva justificacion mediante su participacion, la cual quedara evidenciada en la plataforma como una
participacion del estudiante en el foro. Se espera y asi se le hara saber al curso que al menos una vez cada dos dias,
cada estudiante esté participando en el foro. Igualmente, cada vez que se presente en el curso una nueva participacion
ésta debe ser revisada y comentada por los demas integrantes del curso, con su respectiva justificacion basada en
argumentos combinatorios, generados a partir de las formas de entender y de pensar maduradas durante el proceso de
desarrollo de las tres primeras partes de la actividad (AS5) realizadas en la clase presencial.

La intencién es que los estudiantes estén activos y motivados por conseguir la solucion de la iniciativa durante la
semana que estara abierto el foro, realizando nuevas aportaciones, aclarando otras y aceptando o refutando la de los
demas colaboradores de una forma asincronica, haciendo posible que las aportaciones y participaciones de los
miembros del grupo permanezcan en el tiempo a disposicion de todos.

Se espera que durante el desarrollo del foro se dé un suficiente y amplio intercambio de informacién mediante debates
0 icaci que seran sociali; y

desde una simple peticion de ayuda sobre el concepto
implicito en la solucién del problema, hasta la inclusion de textos o contenidos concretos, citas textuales referidas al
concepto tratado, pasando por la aportacion de una referencia bibliografica o electrénica donde se trate el tema,

inclusion de imagenes o videos, etc. Asimismo se aclara que una funcién fundamental del foro virtual es constituirse en

un espacio de io de y el trabajo y el i a

partir de lo que yo y otros hacemos, enriqueciendo a los demés con lo que hacemos.

9) Interpretar como las formas de entender evolucionan e influyen en las formas de pensar combinatoriamente en
el estudiante, y asi evidenciar los procesos y/o técnicas formales o informales implicitas en la solucion de problemas
del analisis combinatorio.

10)  Interpretar cémo las formas de pensar

impactan el en el estudiante, y asi
evidenciar la construccion de significado de conceptos propios del analisis combinatorio.

Metodologia

La actividad (A5) se compone de once iniciativas, distribuidas en cuatro partes, las cuales estan disefiadas para ser
desarrolladas en dos clases (C9 y C10). Iniciando la clase (C9), en su primera parte, se pedira a los estudiantes la
entrega de sus soluciones a la iniciativa de la semana, cuarta parte de la actividad (A4). Dado que este problema se ha
considerado no rutinario, se indicara que después de ser revisadas se socializaran los resultados al inicio de la clase
(C10). De esta revision se espera que se presenten tres situaciones: en la primera situacion estaran los estudiantes
que hayan desarrollado y solucionado completamente la iniciativa; en la segunda situacion estaran los estudiantes que
presentaron buenas ideas, pero que ain no han alcanzado la solucién completa, o esta sin concluir la solucion de la
iniciativa, a éstos se les daran sugerencias para continuar desarrollando la idea; y en la tercera situacion estaran
aquellos que no presentaron ningln avance significativo en la solucién del problema. A los estudiantes de las dos
Ultimas situaciones se les haran las recomendaciones necesarias para que continlien pensando en la solucion del
problema, y se les pedira que presenten sus avances al inicio de la siguiente clase (C10).

En la segunda parte de la clase (C9), se hara nuevamente la reflexion acerca de la metodologia utilizada en las cuatro
actividades anteriores, en sus cuatro partes, con el objeto que los estudiantes mejoren en la apropiacién y utilizacion de
esta metodologia, propia de la unidad didactica construida. En seguida se entregara a cada estudiante una hoja con la
impresion de las tres primeras iniciativas (iniciativas de entrada) de la actividad (A5), las cuales solamente tendran un
encabezado en el que se pide resolver las iniciativas, no se colocara ningtn titulo o tematica relacionada, con el
objetivo de evitar sesgos y dejar pensar libremente al estudiante, recordando que ya tienen varias herramientas de
conteo, los principios de la suma, el producto, la permutacion, la variacion y un primera experiencia con la combinacion.
Este trabajo se realizar4 individuaimente y sin ningln tipo de ayuda o colaboracion entre un estudiante y otro, o
consultas al profesor (excepto para asegurar que los estudiantes hayan entendido el problema propuesto), para lo cual
se dispondré de cuarenta minutos. Durante este tiempo el profesor estara monitoreando los avances realizados por los
estudiantes con el objeto de ver sus formas de proceder e ir recogiendo argumentos para la socializacion. Cumplido el
tiempo se recogera el material producido.

Asi se pasara a la tercera parte de la clase (C9) en la cual se contextualizaran y socializaran las iniciativas de entrada
de la Actividad (A5), presentando primero la solucion acertada de algin estudiante, con el fin de ir generando debate y
participacion argumentada, lo que conllevaré a formar conjeturas entre ellos. Estas serén el instrumento que permitira
al estudiante la construccion inicial del concepto mas robusto de combinacion. Luego se haran los anlisis de los
procesos y resultados de cada solucion, con lo cual se espera comenzar a formalizar las formas de entender y pensar
de los estudiantes, ya que éstos se realizaran desde un argumento tedrico de la combinatoria trabajado anteriormente
(principio del producto, la permutacion, la variacion o la misma combinacion), acercando asi al estudiante a un primer
contacto formal con el concepto mas amplio de la combinacion. Ademas se enfatizara en las condiciones en las cuales

El profesor estara moderando y administrando del foro, estando pendiente de recordar la participacion a cada
estudiante cuando éste no cumpla con el tiempo minimo dado para su participacion, de igual forma hara comentarios
de crecimiento, que les permita evolucionar a los estudiantes en la consecucion de la solucion del problema.

La primera parte de la clase (C10), se iniciara con la recepcion de la tarea propuesta en la clase (C9). Como segunda
parte de la clase (C10), se haré la socializacién de la parte cuatro de la actividad (A4) -problema no rutinario-
presentando una de las més creativas e innovadoras soluciones dada por alguno de los estudiantes a dicho problema
En la tercera parte de la clase (C10) se promovera la discusion de las soluciones de cada una de las iniciativas
extraclase (iniciativa 4 a la 7) de esta actividad (A5), como parte de la motivacion a los estudiante por lograr desarrollar
alguno de los problemas; esto se hard mediante exposiciones de los estudiantes. Lo anterior se prevé desarrollar en 45
minutos o menos.

Como cuarta parte de la clase (C10), se realizara la tercera parte de la actividad (A5), iniciativas colaborativas, las

cuales tienen como intencién metodolégica crear espacios y ambientes de trabajo en equipo, para generar en los

diferentes grupos de estudiantes la discusion, la on y la en el proceso de on y

desarrollo del

esperando que los mejoren y muestren mayor apropiacion de la
heuristica de Lakatos y revelen avances significativos en la interiorizacion de los conceptos trabajados hasta el
momento. Para esto se organizaran los mismos grupos de trabajo de tres estudiantes, designados anteriormente en
(C9), los cuales como trabajo colaborativo deberan resolver las iniciativas 8, 9, y 10, en un periodo de tiempo de

aproximadamente una hora, tiempo durante el cual, el profesor estara monitoreando el trabajo en cada uno de los

segln las sit que se van rvando en el desarrollo de las
de conceptos

Durante todo el proceso se realizara una videograbacion de la clase, y algin video individual observando las formas de

grupos, haciendo preguntas a los
mismas, con el objetivo de { ala

implicitos en las iniciativas.

proceder de los estudiantes durante la solucién de las diferentes iniciativas.

Se espera que el tiempo dado para la actividad sea suficiente, lograndose que cada grupo alcance el desarrollo de las
tres iniciativas propuestas.

En este sentido se cumple con la metodologia planteada en el modelo didactico propuesto, el cual establece se debe
iniciar con la proposicion de las iniciativas «l», que para este caso son los diferentes problemas que se proponen a los
estudiantes en las cuatro partes de la actividad (A5), los cuales estan relacionados por la estrategia de conteo que se
anticipa se requiere para su solucion. Esta a su vez esta directamente asociada al topico o concepto de conteo, del
cual se pretende que los estudiantes trabajen en clase y lleguen a la construccion de su significado. En la actividad
(A5) se promovera la construccion de un significado mas robusto del concepto relacionado con el “principio de la
combinacion’. Este componente estructural del modelo implica la busqueda, y adaptacion de los problemas
matematicos y de contexto que permitiran provocar en el estudiante la necesidad intelectual al respecto, es decir,
generar el interés y motivacion por construir la solucién del problema y los conceptos combinatorios implicitos en la
misma.

La implementacion comienza con la proposicién de las iniciativas de entrada Iy, (componente estructural del modelo, -
problemas de la primera parte de la A5-), las cuales seran el instrumento generador de la causa o causas «C»,
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(componente estructural del modelo), y a partir de estas se formarén y emergeran las suficientes y variadas acciones
mentales, que conformaran las nuevas formas de entender combinatoriamente, las cuales, mediante la metodologia de

de Lakatos — el Cuasiempirismo -, deben alcanzar su estado de

solucion de problemas y la estructura

en nuevas o adi les formas de pensar combinatoriamente. Asi se espera que
cognitivamente se haya dado la construccion del significado del concepto de combinacion, y se llegue a la
consecuencia «C», (componente estructural del modelo), es decir que se alcance la solucién de las diferentes

iniciativas propuestas. Es en este momento en el cual se formalizaran nuevas propiedades del concepto de

combinacion, a partir de las formas adi de entender de los enla
solucion de las iniciativas de entrada (primera parte de la A5), permitiendo asi al estudiante la construccion del
significado del concepto de la combinacién, a partir de su propia experiencia (solucién empirica dada por los
estudiantes a las iniciativas de entrada).

Este proceso se dara segin las y de los para orientar y organizar «O»,

(componente estructural del modelo) sus formas de entender y pensar estructuradamente (procesos cognitivos). Asi se
llega a alcanzar su interiorizacién «l» (componente estructural del modelo), es decir, que se evidencie el uso de este
nuevo conocimiento (el significado del concepto de la combinacién) en el desarrollo de iniciativas nuevas, (problemas
de la segunda parte de la A5), cumpliéndose en esta parte del proceso, la primera etapa del modelo, es decir que se ha
alcanzado el resultado «R», (componente estructural del modelo).

Para continuar con el proceso se inicia con la segunda etapa del modelo, la cual se da con la proposicién de nuevas
iniciativas, variadas y méas complejas que las iniciales (problemas en otras areas, tercera parte de la A5, y problemas
retadores, cuarta parte de la AS5), las cuales requieren que se actividades anteriores). Esto a su vez mostraré la haya
dado la apropiacion de los conceptos trabajados (incluyendo los de la construccion de un significado més robusto de

los conceptos ios, ya que estard wn ético desde las formas de pensar

combinatoriamente, a nuevas formas de entender i en diferentes i y contextos,

completéndose asi, la segunda etapa del modelo, a etapa de la réplica «R», (componente estructural del modelo)

Evaluacion

Este componente tiene como objetivo hacer un proceso de reflexion con el estudiante, en el cual, él o ella ha de

evidenciar sus niveles de 6n del sus y habilidades para solucionar problemas de

sus ias para y justificar las soluciones y respuestas dadas a las iniciativas,
logrando asi consolidar una nueva forma de pensar matematicamente, al desarrollar el pensamiento combinatorio. EI
andlisis de los resultados descritos en el anterior proceso sera el insumo para dar un reporte cualitativo a los
estudiantes en cuanto a sus avances en el proceso de aprendizaje de los nuevos conceptos de combinatoria, y el
informe cuantitativo estaré sujeto a la creatividad y calidad en la solucion de cada una de las iniciativas propuestas. Se
busca valorar lo que el estudiante ha podido hacer en lugar de castigar lo que no logré desarrollar.

Actividad
La actividad (A5) que se presenta a los estudiantes se puede ver en el anexo 8 de este documento
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Anexo 17. Disefio de clase - C11y C12 - Actividad 6

FACULTAD DE CIENCIAS

Departamento de Matematicas
ASIGNATURA
Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Teorema del Binomio

Clase 11y 12
[Fecha |

Actividad 6. TRIANGULOS ARITMETICOS

Tiempo 4 horas -clase Semestre

hace diferente un caso de otro, proponiendo modelos ideados por los estudiantes u otros modelos mateméticos
conocidos para sus calculos, los cuales se verificaran con la solucion de las iniciativas presentadas.
Finalizando la clase (C11) se haré la cuarta parte de la clase, en la cual se entregara el material fisico de (A6) (ver
actividades en formato estudiante), y se explicara la metodologia de trabajo de la segunda parte de la actividad (A6), la
cual tiene cuatro iniciativas (de la iniciativa 5 a la 8), las cuales todo el grupo de estudiantes desarrollara como trabajo
extraclase. La estrategia de asignar las mismas iniciativas a cada estudiante es la de evidenciar un cambio de actitud
frente al compromiso de desarrollar una tarea de forma individual, dejando ver su grado de responsabilidad y
por el y desarrollo del pensamiento matematico al presentar sus propias soluciones de cada

Justificacion.

La actividad (A6) que se ha denominado “Tridngulos aritméticos" tiene el propdsito de continuar promoviendo en el
estudiante la construccion de significados en conteo, ahora generado a partir de los conceptos relacionados con el
Teorema del Binomio y sus propiedades, ya que en su desarrollo se encuentran propiedades asociadas al conteo,
interpretadas desde el valor de los coeficientes y de los exponentes de cada variable que conforman cada uno de los
términos de la expansion binomial. Ademas estos resultados estan asociados al conocido Triangulo de Pascal y a otras.
organizaciones triangulares que se pueden hacer con los valores de los coeficientes binomiales, también llamados
nimeros combinatorios; de ahi el nombre dado a la actividad (A6).

En esta actividad se propondran una serie de iniciativas (problemas), combinadas entre problemas de contexto y
matematicos, con diferentes grados de dificultad, y con variedad en la forma como se pueden presentar las aplicacion
de las propiedades del desarrollo del teorema del binomio al conteo. Por lo anterior se propondran casos que se
pueden resolver con otros conceptos conteo, con el objeto de ver una nueva forma de interpretacién de los resultados
con ayuda del teorema del binomio, siendo ésta la propuesta de trabajo en la actividad (A6).

Objetivos

1) Identificar las formas como los estudiantes caracterizan un elemento del nuevo conjunto que se quiere contar,
a partir de las condiciones dadas.

2)  Identificar como los estudiantes describen la configuracion (ordenacion, arreglo, forma, manera, disposicion,
conformacion, alineacion) que caracteriza a los elementos del nuevo conjunto cuyo cardinal se quiere conocer.

3) Reconocer las formas naturales como los estudiantes interpretan y entienden el “conteo” implicito en la
solucién de un problema.

4)  Identificar las estrategias utiizadas por los estudiantes para representar las configuraciones (elementos del
nuevo conjunto), y como a partir de éstas realizan el conteo.

5) Promover en el estudiante el uso de la sintesis para reescribir un enunciado.

6) Interpretar los procedimientos operacionales realizados por los estudiantes, conducentes a ser formalizados en
principios de conteo.
7) Orientar al estudiante en la solucion de problemas generales mediante el uso del razonamiento inductivo u otro

recurso del pensamiento.
8) Causar en el estudiante la necesidad de crear modelos que representen la generalizacion de los conteos.

una de las iniciativas. Su solucion se debe presentar y entregar al inicio de la clase (C12).

Para finalizar la clase (C11) se propondra y explicara todo el curso la cuarta parte de la actividad (A2), la iniciativa de la
semana -Iniciativa Foro- (Iniciativa 12) y su metodologia. Esta iniciativa es un problema no rutinario y retador para
desarrollar de forma colaborativa entre los estudiantes del curso durante la semana de las clases (C11) y (C12),
mediante la metodologia de "foro".

La apertura del foro 6 se dara con la primera participacion que se registre en la plataforma por parte de algin
estudiante de forma voluntaria, quien dara las primeras respuestas a las preguntas orientadoras. Esto se realizara
mediante contestacion directa en la plataforma o mediante archivos adjuntos, de imagenes o documentos en los que
muestre sus avances. El propdsito es que todos los participantes del foro analicen esta posible solucion, generando asi
las primeras conjeturas alrededor de la solucion presentada, la cual puede ser refutada o aceptada por los demas,
dando su respectiva justificacion mediante su participacion, la cual quedara evidenciada en la plataforma como una
participacion del estudiante en el foro. Se espera y asi se le hara saber al curso que al menos una vez cada dos dias,
cada estudiante esté participando en el foro. Igualmente, cada vez que se presente en el curso una nueva participacion
ésta debe ser revisada y comentada por los demés integrantes del curso, con su respectiva justificacion basada en
argumentos combinatorios, generados a partir de las formas de entender y de pensar maduradas durante el proceso de
desarrollo de las tres primeras partes de la actividad (A6) realizadas en la clase presencial.

La intencion es que los estudiantes estén activos y motivados por conseguir la solucién de la iniciativa durante la
semana que estaré abierto el foro, realizando nuevas aportaciones, aclarando otras y aceptando o refutando la de los
demas colaboradores de una forma asincronica, haciendo posible que las aportaciones y participaciones de los
miembros del grupo permanezcan en el tiempo a disposicion de todos.

Se espera que durante el desarrollo del foro se dé un suficiente y amplio intercambio de informacion mediante debates

0 i que seran y desde una simple peticion de ayuda sobre el concepto
implicito en la solucion del problema, hasta la inclusion de textos o contenidos concretos, citas textuales referidas al
concepto tratado, pasando por la aportacién de una referencia bibliogréfica o electrénica donde se trate el tema,

inclusion de imagenes o videos, etc. Asimismo se aclara que una funcion fundamental del foro virtual es constituirse en

un espacio de i de y el trabajo y el i ivo a

partir de lo que yo y otros hacemos, enriqueciendo a los demas con lo que hacemos.

9) Interpretar como las formas de entender evolucionan e influyen en las formas de pensar combinatoriamente en
el estudiante, y asi evidenciar los procesos y/o técnicas formales o informales implicitas en la solucion de problemas
del andlisis combinatorio.

10)  Interpretar como las formas de pensar impactan el en el estudiante, y asi
evidenciar la construccion de significado de conceptos propios del anélisis combinatorio.

Metodologia

La actividad (A6) se compone de once iniciativas, distribuidas en cuatro partes, las cuales estan disefiadas para ser
desarrolladas en dos clases (C11y C12). Iniciando la clase (C11), en su primera parte, se pedira a los estudiantes la
entrega de sus soluciones a la iniciativa de la semana, cuarta parte de la actividad (A5). Dado que este problema se ha
considerado no rutinario, se indicara que después de ser revisadas se socializaran los resultados al inicio de la clase
(C12). De esta revision se espera que se presenten tres situaciones, en la primera situacion estaran los estudiantes
que hayan desarrollado y solucionado completamente la iniciativa; en la segunda situacion estaran los estudiantes que
presentaron buenas ideas, pero que ain no han alcanzado la solucién completa, o esta sin concluir la solucion de la
iniciativa, a quienes se les daran sugerencias para continuar desarrollando la idea; y en la tercera situacion estaran
aquellos que no presentaron ningin avance significativo en la solucion del problema. A los estudiantes de las dos
(ltimas situaciones se les haran las recomendaciones necesarias para que contintien pensando en la solucién del
problema, y se les pedira que presenten sus avances al inicio de la siguiente clase (C12).

En la segunda parte de la clase (C11) se entregara a cada estudiante una hoja con la impresion de las tres primeras
iniciativas (iniciativas de entrada) de la actividad (A6), las cuales solamente tendrén un encabezado en el que se pide
resolver las iniciativas, no se colocara ningun titulo o tematica relacionada, con el objetivo de evitar sesgos y dejar
pensar libremente al estudiante, recordando que ya tienen varias herramienta de conteo. Este trabajo se realizara
individualmente y sin ningtn tipo de ayuda o colaboracion entre un estudiante y otro, o consultas al profesor (excepto
para asegurar que los estudiantes hayan entendido el problema propuesto), para lo cual se dispondré de cuarenta
minutos.

Durante este tiempo el profesor estara monitoreando los avances realizados por los estudiantes con el objeto de ver
sus formas de proceder e ir recogiendo argumentos para la socializacion. Es de aclarar que para esta parte de la clase
(C11) no se realizara la reflexion acerca de la metodologia, porque se espera que ya haya sido apropiada por los
estudiantes. Cumplido el tiempo se recogera el material producido.

Asi se pasara a la tercera parte de la clase (C11) en la cual se contextualizaran y socializaran las iniciativas de entrada
de la Actividad (A6), presentando primero la solucion acertada de algun estudiante, con el fin de ir generando debate y
participacion argumentada, lo que conllevaré a formar conjeturas entre ellos. Estas seran el instrumento que permitira
al estudiante la construccion inicial del concepto combinatorio implicito en el desarrollo del teorema del binomio. Luego
se haran los andlisis de los procesos y resultados de cada solucion, con lo cual se espera comenzar a formalizar las
formas de entender de los estudiantes, ya que éstos se realizaran desde un argumento teérico de la combinatoria
trabajado anteriormente (principio del producto, la permutacion, la variacién o la combinacién), acercando as al
estudiante a la construccion inicial del significado del concepto de conteo asociado al teorema del binomio y los
niimeros combinatorios. Ademas se enfatizara en las condiciones como se pueden presentar los casos, y qué es lo que

El profesor estara moderando y administrando del foro, estando pendiente de recordar la participacion a cada

estudiante cuando éste no cumpla con el tiempo minimo dado para su de igual forma hara

de crecimiento, que les permita evolucionar a los estudiantes en la consecucion de la solucion del problema.

La primera parte de la clase (C12) se iniciara con la recepcion de la tarea propuesta en la clase (C11). Como segunda
parte de la clase (C12), se hara la socializacion de la parte cuatro de la actividad (AB) -problema no rutinario-
presentando una de las més creativas e innovadoras soluciones dada por alguno de los estudiantes a dicho problema.
En la tercera parte de la clase (12) se promovera la discusion de las soluciones de cada una de las iniciativas
extraclase (iniciativa 5 a la 8) de esta actividad (AB), como parte de la motivacion a los estudiantes por lograr
desarrollar alguno de los problemas; esto se hara mediante exposiciones de los estudiantes. Lo anterior se prevé
desarrollar en 45 minutos o menos.

Como cuarta parte de la clase (C12), se realizara la tercera parte de la actividad (A6), iniciativas colaborativas, las
cuales tienen como intencion metodologica crear espacios y ambientes de trabajo en equipo para generar en los
diferentes grupos de estudiantes la discusion, la cooperacion y la participacion en el proceso de construccion y
esperando que los d
de Lakatos y revelen avances significativos en la interiorizacion de los conceptos trabajados hasta el momento. Para

desarrollo del de la heuristica

muestren mayor

esto se organizaran los mismos grupos de trabajo de tres estudiantes, designados anteriormente (C11), los cuales
como trabajo colaborativo deberan resolver las iniciativas 9, 10'y 11 en un periodo de tiempo de aproximadamente una
hora, tiempo durante el cual, el profesor estara monitoreando el trabajo en cada uno de los grupos, haciendo preguntas
a los estudiantes segun las situaciones que se van observando en el desarrollo de las mismas, con el objetivo de

sembrar inquietudes que les permite { ala de conceptos implicitos en las
iniciativas. Durante todo el proceso se realizara una videograbacion de la clase, y algin video individual observando las
formas de proceder de los estudiantes durante la solucién de las diferentes iniciativas.

Se espera que el tiempo dado para la actividad sea suficiente, lograndose que cada grupo alcance el desarrollo de las
tres iniciativas propuestas.

En este sentido se cumple con la metodologia planteada en el modelo didactico propuesto, el cual establece se debe
iniciar con la proposicion de las iniciativas «I», que para este caso son los diferentes problemas que se proponen a los
estudiantes en las cuatro partes de la actividad (A6), los cuales estan relacionados por la estrategia de conteo que se
anticipa se requiere para su solucion. Esta a su vez esta directamente asociada al tpico o concepto de conteo, del
cual se pretende que los estudiantes trabajen en clase y lleguen a comenzar la construccion de su significado. En la
actividad (A6) se promoveré la construccion del significado de conteo generado por la aplicacién del “Teorema del
binomio". Este componente estructural del modelo implica la busqueda, y adaptacion de los problemas matematicos y
de contexto que permitiran provocar en el estudiante la necesidad intelectual al respecto, es decir, generar el interés y
motivacion por construir la solucion del problema y los conceptos combinatorios implicitos en la misma.

La implementacién comienza con la proposicion de las iniciativas de entrada «I», (componente estructural del modelo, -
problemas de la primera parte de la AB-), las cuales seran el instrumento generador de la causa o causas «C»,
(componente estructural del modelo), y a partir de éstas se formaran y emergeran las suficientes y variadas acciones
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mentales que conformaran las nuevas formas de entender combinatoriamente, las cuales, mediante la metodologia de

solucion de problemas y la estructura 0 de Lakatos - el Ci i -, deben alcanzar su estado de
maduracion, transformandose en nuevas o adicionales formas de pensar combinatoriamente, esperandose que
cognitivamente se haya dado la construccion del significado del concepto de conteo asociado al teorema del binomio, y
se llegue a la consecuencia «C», (componente estructural del modelo), es decir que se alcance la solucion de las
diferentes iniciativas propuestas. En este momento se formalizara el concepto de conteo implicito en del desarrollo del
teorema del binomio, a partir de las formas adici de entender i de los

en la solucion de las iniciativas de entrada (primera parte de la A6), permitiendo asi al estudiante en la construccion del
significado de los conceptos de conteo asociados al teorema del binomio, a partir de su propia experiencia (solucion
empirica dada por los estudiantes a las iniciativas de entrada).

Este proceso se dara segln las i y de los para orientar y organizar «O»,
(componente estructural del modelo) sus formas de entender y pensar estructuradamente (procesos cognitivos),
llegdndose a alcanzar su interiorizacion «I» (componente estructural del modelo), es decir, que se evidencie el uso de
este nuevo conocimiento (el significado del concepto de conteo asociado al teorema del binomio) en el desarrollo de

iniciativas nuevas, (problemas de la segunda parte de la A6), cumpliéndose en esta parte del proceso, la primera etapa
del modelo, es decir que se ha alcanzado el resultado «R, (componente estructural del modelo).

Para continuar con el proceso se inicia con la segunda etapa del modelo, la cual se da con la proposicion de nuevas
iniciativas, variadas y mas complejas que las iniciales (problemas en otras areas, tercera parte de la A6, y problemas
retadores, cuarta parte de la A6), las cuales requieren que se haya dado la apropiacion de los conceptos trabajados
(incluyendo los de la actividades anteriores), lo que a su vez mostrara la construccion de un significado mas robusto de
los conceptos combinatorios, ya que se estara desarrollando un pensamiento matematico desde las formas de pensar
combinatoriamente, a nuevas formas de entender combinatoriamente, en diferentes situaciones y contextos,
completéndose asi, la segunda etapa del modelo, la etapa de la réplica «R» (componente estructural del modelo).
Evaluacion

Este componente tiene como objetivo hacer un proceso de reflexion con el estudiante, en el cual, él o ella ha de
evidenciar sus niveles de iacion del imi sus y para solucionar problemas de

sus ias para y justificar las soluciones y respuestas dadas a las iniciativas,
logrando asi consolidar una nueva forma de pensar matematicamente, al desarrollar el pensamiento combinatorio. El
andlisis de los resultados descritos en el anterior proceso sera el insumo para dar un reporte cualitativo a los
estudiantes en cuanto a sus avances en el proceso de aprendizaje de los nuevos conceptos de combinatoria, y el
informe cuantitativo estara sujeto a la creatividad y calidad en la solucion de cada una de las iniciativas propuestas. Se
busca valorar lo que el estudiante ha podido hacer en lugar de castigar lo que no logré desarrollar.

Actividad

La actividad (A6) que se presenta a los estudiantes se puede ver en el anexo 9 de este documento.
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Anexo 18. Disefio de clase - C13 y C14 - Actividad 7

FACULTAD DE CIENCIAS
Departamento de Matematicas
ASIGNATURA
Unidad Tematica: COMBINATORIA

ANTONIG NARING

Subtema: Principio de Inclusion-Exclusion
Clase 13y 14
Tiempo | 4horas-clase | Fecha | [ semestre |

Finalizando la clase (C13) se hara la cuarta parte de la clase, en la cual se entregara el material fisico de (A7) (ver
actividades en formato estudiante), y se explicara la metodologia de trabajo de la segunda parte de la actividad (A7), la
cual tiene cuatro iniciativas (de la iniciativa 5 a la 7), las cuales todo el grupo de estudiantes desarrollaran como trabajo
extraclase. La estrategia de asignar las mismas iniciativas a cada estudiante es la de evidenciar un cambio de actitud
frente al compromiso de desarrollar una tarea de forma individual, dejando ver su grado de responsabilidad y

Actividad 7. ; CUANTAS VECES ME CUENTAN?

Justificacion.

La actividad (A7) que se ha denominado “;Cuantas veces me cuentan?” tiene el propésito de continuar promoviendo
en el estudiante Ia construccin de significados en conteo, ahora generada a partir de los conceptos involucrados en el
“principio de inclusion-exclusion”. Este principio le permitira tener una herramienta para contar los elementos de las
intersecciones de dos o més conjuntos, lograndose asi obtener el cardinal de la union. En este proceso, de forma
préctica, lo que ocurre es que se debe conocer cuantas veces se incluye un elemento, para luego ser excluidas las
repeticiones del conteo, de modo que ningin elemento sea incluido més de una vez en el conteo. Lo anterior ha
inspirado el nombre que se ha dado a la actividad (A7).

En esta actividad se propondran una serie de iniciativas (problemas), combinadas entre problemas de contexto y
mateméticos, con diferentes grados de dificultad, y con variedad en la forma como se pueden presentar las
aplicaciones del principio de inclusion - exclusion, siendo ésta la propuesta de trabajo en la actividad (A7).

Objetivos

1) Identificar las formas como los estudiantes caracterizan un elemento del nuevo conjunto que se quiere contar,
a partir de las condiciones dadas.

2)  ldentificar como los estudiantes describen la configuracion (ordenacion, arreglo, forma, manera, disposicion,
conformacion, alineacion) que caracteriza a los elementos del nuevo conjunto cuyo cardinal se quiere conocer.

3) Reconocer las formas naturales como los estudiantes interpretan y entienden el “conteo” implicito en la
solucion de un problema.

4) Identificar las estrategias utilizadas por los estudiantes para representar las configuraciones (elementos del
nuevo conjunto), y como a partir de éstas realizan el conteo.

5 Promover en el estudiante el uso de la sintesis para reescribir un enunciado.

6) Interpretar los procedimientos operacionales realizados por los estudiantes, conducentes a ser formalizados en
principios de conteo.

7 Orientar al estudiante en la solucién de problemas generales mediante el uso del razonamiento inductivo u otro
recurso del pensamiento.

8) Causar en el estudiante la necesidad de crear modelos que representen la generalizacion de los conteos.

9 Interpretar como las formas de entender evolucionan e influyen en las formas de pensar combinatoriamente en
el estudiante, y asi evidenciar los procesos y/o técnicas formales o informales implicitas en la solucion de problemas
del analisis combinatorio.

por el y desarrollo del pensamiento matematico al presentar sus propias soluciones de cada
una de las iniciativas. Su solucion se debe presentar y entregar al inicio de la clase (C14).
Para finalizar la clase (C13) se propondra y explicara todo el curso la cuarta parte de la actividad (A7), la iniciativa de la
semana -Iniciativa Foro- (Iniciativa 12) y su metodologia. Esta iniciativa es un problema no rutinario y retador para
desarrollar de forma colaborativa entre los estudiantes del curso durante la semana de las clases (C13) y (C14),
mediante la metodologia de "foro".
La apertura del foro 7 se dara con la primera participacion que se registre en la plataforma por parte de algin
estudiante de forma voluntaria, quien daré las primeras respuestas a las preguntas orientadoras. Esto se realizara
mediante contestacion directa en la plataforma o mediante archivos adjuntos, de imégenes o documentos en los que
muestre sus avances. El propdsito es que todos los participantes del foro analicen esta posible solucion, generando asi
las primeras conjeturas alrededor de la solucion presentada, la cual puede ser refutada o aceptada por los demas,
dando su respectiva justificacion mediante su participacion, la cual quedaré evidenciada en la plataforma como una
participacion del estudiante en el foro. Se espera y asi se le hara saber al curso que al menos una vez cada dos dias,
cada estudiante esté participando en el foro. Igualmente, cada vez que se presente en el curso una nueva participacion
ésta debe ser revisada y comentada por los demés integrantes del curso, con su respectiva justificacién basada en
argumentos combinatorios, generados a partir de las formas de entender y de pensar maduradas durante el proceso de
desarrollo de las tres primeras partes de la actividad (A7) realizadas en la clase presencial.

La intencion es que los estudiantes estén activos y motivados por conseguir la solucién de la iniciativa durante la
semana que estara abierto el foro, realizando nuevas aportaciones, aclarando otras y aceptando o refutando la de los
demas colaboradores de una forma asincronica, haciendo posible que las aportaciones y participaciones de los
miembros del grupo permanezcan en el tiempo a disposicion de todos.

Se espera que durante el desarrollo del foro se dé un suficiente y amplio intercambio de informacion mediante debates

o i que seran i y desde una simple peticion de ayuda sobre el concepto
implicito en la solucion del problema, hasta la inclusion de textos o contenidos concretos, citas textuales referidas al
concepto tratado, pasando por la aportacion de una referencia bibliografica o electronica donde se trate el tema,
inclusion de imagenes o videos, etc. Asimismo se aclara que una funcién fundamental del foro virtual es constituirse en

un espacio de i de i y

el trabajo y el izaje a
partir de lo que yo y otros hacemos, enriqueciendo a los demas con lo que hacemos.

10)  Interpretar como las formas de pensar

impactan el en el estudiante, y asi
evidenciar la construccién de significado de conceptos propios del anlisis combinatorio.

Metodologia

La actividad (A7) se compone de once iniciativas, distribuidas en cuatro partes, las cuales estan disefiadas para ser
desarrolladas en dos clases (C13 y C14). Iniciando la clase (C13), en su primera parte, se pediré a los estudiantes la
entrega de sus soluciones a la iniciativa de la semana, cuarta parte de la actividad (A6). Dado que este problema se ha
considerado no rutinario, se indicara que después de ser revisadas se socializaran los resultados al inicio de la clase
(C14). De esta revision se espera que se presenten tres situaciones: en la primera situacion estaran los estudiantes
que hayan desarrollado y solucionado completamente la iniciativa; en la segunda situacion estaran los estudiantes que
presentaron buenas ideas, pero que alin no han alcanzado la solucién completa, o esté sin concluir la solucion de la
iniciativa, a éstos se les daran sugerencias para continuar desarrollando la idea; y en la tercera situacion estaran
aquellos que no presentaron ningln avance significativo en la solucion del problema. A los estudiantes de las dos
Gltimas situaciones se les haran las recomendaciones necesarias para que continlien pensando en la solucion del
problema, y se les pedira que presenten sus avances al inicio de la siguiente clase (C14).

En la segunda parte de la clase (C13) se entregara a cada estudiante una hoja con la impresion de las tres primeras
iniciativas (iniciativas de entrada) de la actividad (A7), las cuales solamente tendran un encabezado en el que se pide
resolver las iniciativas; no se colocara ningin fitulo o temética relacionada con el objetivo de evitar sesgos y dejar
pensar libremente al estudiante, recordando que ya tienen varias herramienta de conteo. Este trabajo se realizara
individualmente y sin ningun tipo de ayuda o colaboracion entre un estudiante y otro, o consultas al profesor (excepto
para asegurar que los estudiantes hayan entendido el problema propuesto), para lo cual se dispondra de cuarenta
minutos.

Durante este tiempo el profesor estara monitoreando los avances realizados por los estudiantes con el objeto de ver
sus formas de proceder e ir recogiendo argumentos para la socializacion. Es de aclarar que para esta parte de la clase
(13) no se realizé la reflexion acerca de la metodologia, porque se espera que ya haya sido apropiada por los
estudiantes. Cumplido el tiempo se recogera el material producido.

Asi se pasara a la tercera parte de la clase (C13) en la cual se contextualizaran y socializaran las iniciativas de entrada
de la Actividad (A7), presentando primero la solucion acertada de algun estudiante, con el fin de ir generando debate y
participacion argumentada, lo que conllevaré a formar conjeturas entre ellos. Estas seran el instrumento que permitira
al estudiante la construccion inicial del concepto combinatorio implicito en la aplicacion del principio de inclusion-
exclusion. Luego se haran los analisis de los procesos y resultados de cada solucién, con lo cual se espera comenzar a
formalizar las formas de entender de los estudiantes, ya que éstos se realizaran desde un argumento tedrico de la
combinatoria trabajado anteriormente (principio del producto, la permutacion, la variacion, la combinacion y el teorema
del binomio), acercando asi al estudiante a la construccion inicial del significado del concepto de conteo asociado al
principio de inclusion-exclusion. Ademas se enfatizara en las condiciones en las cuales se pueden presentar los casos,
Yy qué es lo que hace diferente un caso de otro, proponiendo los modelos correctos usados por los estudiantes, asi
como otros modelos matematicos existentes para sus calculos, los cuales se verificaran con la solucion de las
iniciativas presentadas.

El profesor estara moderando y administrando del foro, estando pendiente de recordar la participacion a cada

estudiante cuando éste no cumpla con el tiempo minimo dado para su

de igual forma hara
de crecimiento, que les permita evolucionar a los estudiantes en la consecucion de la solucion del problema.

La primera parte de la clase (C14) se iniciara con la recepcion de la tarea propuesta en la clase (C13). Como segunda
parte de la clase (C14) se hara la socializacion de la parte cuatro de la actividad (A6) -problema no rutinario-
presentando una de las més creativas e innovadoras soluciones dada por alguno de los estudiantes a dicho problema.
En la tercera parte de la clase (C14) se promovera la discusion de las soluciones de cada una de las iniciativas
(iniciativa 5 a la 7) de esta actividad (A7), como parte de la motivacion a los estudiantes por lograr desarrollar alguno de
los problemas; esto se hara mediante exposiciones de los estudiantes. Lo anterior se prevé desarrollar en 45 minutos o
menos.

Como cuarta parte de la clase (C14), se realizaré la tercera parte de la actividad (A7), iniciativas colaborativas, las
cuales tienen como intencion metodoldgica crear espacios y ambientes de trabajo en equipo para generar en los
diferentes grupos de estudiantes la discusion, la cooperacion y la participacion en el proceso de construccion y
desarrollo del

esperando que los mejoren y muestren mayor apropiacion de la
heuristica de Lakatos y revelen avances significativos en la interiorizacién de los conceptos trabajados hasta el
momento. Para esto se organizaran los mismos grupos de trabajo de tres estudiantes, designados anteriormente (C13),
los cuales como trabajo colaborativo deberan resolver las iniciativas 8, 9, 10 y 11, en un periodo de tiempo de
aproximadamente una hora, tiempo durante el cual el profesor estara monitoreando el trabajo en cada uno de los
grupos, haciendo preguntas a los estudiantes segin las situaciones que se van observando en el desarrollo de las
mismas, con el objetivo de sembrar inquietudes que les permite aproximarse a la construccion de conceptos
combinatorios implicitos en las iniciativas. Durante todo el proceso se realizara una videograbacion de la clase, y algin
video individual observando las formas de proceder de los estudiantes durante la solucion de las diferentes iniciativas.
Se espera que el tiempo dado para la actividad sea suficiente, lograndose que cada grupo alcance el desarrollo de las.
tres iniciativas propuestas.

En este sentido se cumple con la metodologia planteada en el modelo didactico propuesto, el cual establece se debe
iniciar con Ia proposicion de las iniciativas «l», que para este caso son los diferentes problemas que se proponen a los
estudiantes en las cuatro partes de la actividad (A7), los cuales estén relacionados por la estrategia de conteo que se
anticipa se requiere para su solucion. Esta a su vez esta directamente asociada al tpico o concepto de conteo del cual
se pretende que los estudiantes trabajen en clase y lleguen a la construccion de su significado. En la actividad (A7) se
promovera la construccion del significado del concepto generado por la aplicacion del principio de “inclusion-exclusion”.
Este componente estructural del modelo implica la bisqueda y adaptacion de los problemas matematicos y de contexto

que permitiran provocar en el estudiante la necesidad intelectual al respecto, es decir, generar el interés y motivacion

por construir la solucién del problema y los conceptos combinatorios implicitos en la misma.

La implementacién comienza con la proposicion de las iniciativas de entrada «l», (componente estructural del modelo, -
problemas de la primera parte de la A7-), las cuales serén el instrumento generador de la causa o causas «C»,
(componente estructural del modelo), y a partir de estas se formaran y emergeran las suficientes y variadas acciones
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10)  Interpretar como las formas de pensar impactan el

en el estudiante, y asi
evidenciar la construccion de significado de conceptos propios del andlisis combinatorio.

Metodologia

La actividad (A7) se compone de once iniciativas, distribuidas en cuatro partes, las cuales estan disefiadas para ser
desarrolladas en dos clases (C13 y C14). Iniciando la clase (C13), en su primera parte, se pedira a los estudiantes la
entrega de sus soluciones a la iniciativa de la semana, cuarta parte de la actividad (A6). Dado que este problema se ha
considerado no rutinario, se indicara que después de ser revisadas se socializaran los resultados al inicio de la clase
(C14). De esta revision se espera que se presenten tres situaciones: en la primera situacion estaran los estudiantes
que hayan desarrollado y solucionado completamente la iniciativa; en la segunda situacion estaran los estudiantes que
presentaron buenas ideas, pero que ain no han alcanzado la solucion completa, o esta sin concluir la solucion de la
iniciativa, a éstos se les daran sugerencias para continuar desarrollando la idea; y en la tercera situacion estaran
aquellos que no presentaron ninglin avance significativo en la solucion del problema. A los estudiantes de las dos
Ultimas si se les harén las

necesarias para que continllen pensando en la solucion del
problema, y se les pedira que presenten sus avances al inicio de la siguiente clase (C14).

En la segunda parte de la clase (C13) se entregaré a cada estudiante una hoja con la impresion de las tres primeras
iniciativas (iniciativas de entrada) de la actividad (A7), las cuales solamente tendran un encabezado en el que se pide
resolver las iniciativas; no se colocara ningun titulo o tematica relacionada con el objetivo de evitar sesgos y dejar
pensar libremente al estudiante, recordando que ya tienen varias herramienta de conteo. Este trabajo se realizara
individualmente y sin ningun tipo de ayuda o colaboracion entre un estudiante y otro, o consultas al profesor (excepto
para asegurar que los estudiantes hayan entendido el problema propuesto), para lo cual se dispondra de cuarenta
minutos.

Durante este tiempo el profesor estara monitoreando los avances realizados por los estudiantes con el objeto de ver

sus formas de proceder e ir para la soci ion. Es de aclarar que para esta parte de la clase
(13) no se realizo la reflexion acerca de la metodologia, porque se espera que ya haya sido apropiada por los
estudiantes. Cumplido el tiempo se recogera el material producido.

Asi se pasara a la tercera parte de la clase (C13) en la cual se contextualizaran y socializaran las iniciativas de entrada
de la Actividad (A7), presentando primero la solucion acertada de algtn estudiante, con el fin de ir generando debate y
participacion argumentada, lo que conllevara a formar conjeturas entre ellos. Estas seran el instrumento que permitira
al estudiante la construccion inicial del concepto combinatorio implicito en la aplicacion del principio de inclusion-
exclusion. Luego se haran los andlisis de los procesos y resultados de cada solucién, con lo cual se espera comenzar a
formalizar las formas de entender de los estudiantes, ya que éstos se realizaran desde un argumento tedrico de la
combinatoria trabajado anteriormente (principio del producto, la permutacion, la variacion, la combinacion y el teorema
del binomio), acercando asi al estudiante a la construccion inicial del significado del concepto de conteo asociado al
principio de inclusion-exclusion. Ademas se enfatizara en las condiciones en las cuales se pueden presentar los casos,
y qué es lo que hace diferente un caso de otro, proponiendo los modelos correctos usados por los estudiantes, asi
como ofros modelos mateméaticos existentes para sus calculos, los cuales se verificaran con la solucion de las
iniciativas presentadas.

mentales, que conformaran las nuevas formas de entender combinatoriamente, las cuales, mediante la metodologia de

solucion de problemas y la estructura de Lakatos — el Ci

-, deben alcanzar su estado de
maduracion, transformandose en las nuevas o adicionales formas de pensar combinatoriamente, esperandose que
cognitivamente se haya dado la construccion del significado del concepto de inclusion-exclusion, y se llegue a la
consecuencia «C», (componente estructural del modelo), es decir que se alcance la solucion de las diferentes
iniciativas propuestas. En este momento se formalizara el concepto del principio de inclusion-exclusion, a partir de las

formas de entender de los en la solucion de las iniciativas de

entrada (primera parte de la A7), permitiendo asi al estudiante en la construccion del significado del concepto de conteo
asociado al principio de inclusion-exclusion, a partir de su propia experiencia (solucion empirica dada por los
estudiantes a las iniciativas de entrada).

Este proceso se dara segin las i y de los

para orientar y organizar «O»,
(componente estructural del modelo) sus formas de entender y pensar estructuradamente (procesos cognitivos),
llegandose a alcanzar su interiorizacion «l» (componente estructural del modelo), es decir, que se evidencie el uso de
este nuevo conocimiento (el significado del concepto de conteo asociado al principio de inclusion-exclusion) en el
desarrollo de iniciativas nuevas, (problemas de la segunda parte de la A7), cumpliéndose en esta parte del proceso, la
primera etapa del modelo, es decir que se ha alcanzado el resultado «R», (componente estructural del modelo),

Para continuar con el proceso se inicia con la segunda etapa del modelo, la cual se da con la proposicion de nuevas
iniciativas, variadas y mas complejas que las iniciales (problemas en otras areas, tercera parte de la A7, y problemas
retadores, cuarta parte de la A7), las cuales requieren que se haya dado la apropiacion de los conceptos trabajados
(incluyendo los de la actividades anteriores), lo que a su vez mostrara la construccion de un significado mas robusto de
los conceptos.

ya que se estara un desde las formas de pensar

en diferentes

combinatoriamente, a nuevas formas de entender y contextos,

completandose asi, la segunda etapa del modelo, Ia etapa de la réplica «R» (componente estructural del modelo).

Evaluacién
Este componente tiene como objetivo hacer un proceso de reflexion con el estudiante, en el cual, él o ella ha de
evidenciar sus niveles de iacion del i sus y

para solucionar problemas de

sus para y justificar las soluciones y respuestas dadas a las iniciativas,
logrando asi consolidar una nueva forma de pensar matematicamente, al desarrollar el pensamiento combinatorio. El
analisis de los resultados descritos en el anterior proceso sera el insumo para dar un reporte cualitativo a los

estudiantes en cuanto a sus avances en el proceso de aprendizaje de los nuevos conceptos de combinatoria, y el

informe itativo estara sujeto a la asistencia y calidad en la solucién de cada una de
las iniciativas propuestas. Se busca valorar lo que el estudiante ha podido hacer en lugar de castigar lo que no logré
desarrollar.
Actividad

La actividad (A7) que se presenta a los estudiantes se puede ver en el anexo 10 de este documento.

El profesor estara moderando y administrando del foro, estando pendiente de recordar la participacion a cada
estudiante cuando éste no cumpla con el tiempo minimo dado para su participacion, de igual forma hara comentarios
de que les permita alos enla

de la solucion del problema.

La primera parte de la clase (C14) se iniciara con la recepcion de la tarea propuesta en la clase (C13). Como segunda
parte de la clase (C14) se hara la socializacion de la parte cuatro de la actividad (A6) -problema no rutinario-
presentando una de las més creativas e innovadoras soluciones dada por alguno de los estudiantes a dicho problema.
En la tercera parte de la clase (C14) se promovera la discusion de las soluciones de cada una de las iniciativas
(iniciativa 5 a la 7) de esta actividad (A7), como parte de la motivacion a los estudiantes por lograr desarrollar alguno de
los problemas; esto se hara mediante exposiciones de los estudiantes. Lo anterior se prevé desarrollar en 45 minutos o
menos.

Como cuarta parte de la clase (C14), se realizara la tercera parte de la actividad (A7), iniciativas colaborativas, las
cuales tienen como intencion metodoldgica crear espacios y ambientes de trabajo en equipo para generar en los

diferentes grupos de estudiantes la discusion, la ion y la

en el proceso de ion y
desarrollo del pensamiento combinatorio, esperando que los estudiantes mejoren y muestren mayor apropiacion de la
heuristica de Lakatos y revelen avances significativos en la interiorizacion de los conceptos trabajados hasta el
momento. Para esto se organizaran los mismos grupos de trabajo de tres estudiantes, designados anteriormente (C13),
los cuales como frabajo colaborativo deberan resolver las iniciativas 8, 9, 10 y 11, en un periodo de tiempo de

aproximadamente una hora, tiempo durante el cual el profesor estara monitoreando el trabajo en cada uno de los

grupos, haciendo preguntas a los en el desarrollo de las

mismas, con el objetivo de sembrar

segn las que se van

que les permite ala de conceptos
combinatorios implicitos en las iniciativas. Durante todo el proceso se realizara una videograbacion de la clase, y algin
video individual observando las formas de proceder de los estudiantes durante la solucion de las diferentes iniciativas.
Se espera que el tiempo dado para la actividad sea suficiente, lograndose que cada grupo alcance el desarrollo de las
tres iniciativas propuestas.

En este sentido se cumple con la metodologia planteada en el modelo didactico propuesto, el cual establece se debe
iniciar con la proposicion de las iniciativas «l», que para este caso son los diferentes problemas que se proponen a los
estudiantes en las cuatro partes de la actividad (A7), los cuales estan relacionados por la estrategia de conteo que se
anticipa se requiere para su solucion. Esta a su vez esté directamente asociada al topico o concepto de conteo del cual
se pretende que los estudiantes trabajen en clase y lleguen a la construccion de su significado. En la actividad (A7) se
promovera la construccion del significado del concepto generado por la aplicacion del principio de “inclusion-exclusion”.
Este componente estructural del modelo implica la busqueda y adaptacion de los problemas matematicos y de contexto
que permitiran provocar en el estudiante la necesidad intelectual al respecto, es decir, generar el interés y motivacion
por construir la solucién del problema y los conceptos combinatorios implicitos en la misma.

La implementacién comienza con la proposicion de las iniciativas de entrada «I», (componente estructural del modelo, -
problemas de la primera parte de la A7-), las cuales seran el instrumento generador de la causa o causas «C»,
(componente estructural del modelo), y a partir de estas se formaran y emergeran las suficientes y variadas acciones
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Anexo 19. Disefio de clase - C15y C16 - Actividad 8

FACULTAD DE CIENCIAS
mn Departamento de Matematicas
n ASIGNATURA

AN NARIRG

Unidad Tematica: COMBINATORIA
Subtema: Principios bésicos de conteo
Clase 15y 16
Tiempo 4 horas -clase ‘ Fecha

Semestre

Actividad 8. ; DE CUANTAS FORMAS...?

interiorizado los conceptos combinatorios trabajados en todas las actividades anteriores. Para esto se organizaran los
mismos grupos de trabajo de tres estudiantes, designados anteriormente (C15), los cuales como trabajo colaborativo
deberan resolver las iniciativas 9, 10, 11y 12, en un periodo de tiempo de aproximadamente una hora, tiempo durante
el cual el profesor estara monitoreando el trabajo en cada uno de los grupos y haciendo preguntas a los estudiantes
segln las situaciones que se van observando en el desarrollo de las mismas, con el objetivo de sembrar inquietudes

que les permite { la de conceptos. implicitos en las iniciativas. Durante todo el
proceso se realizara una videograbacion de la clase, y algin video individual observando las formas de proceder de los

durante la solucién de las diferentes iniciativas.

Justificacion.
La actividad (A8), que se ha denominado “;De cuantas formas...?", tiene el propdsito de hacer una revision del grado
de apropiacion de los conceptos de conteo desarrollados en cada una de las actividades anteriores por parte de los

estudiante: i i asi su 6n de en conteo. A la actividad (A8) se la ha dado este nombre

por la forma de pensar combinatoriamente, que implican replantear las diferentes situaciones, en términos de preguntar
¢de cuantas formas...?

En esta actividad se propondran una serie de iniciativas (problemas), combinadas entre problemas de contexto y
mateméticos, con diferentes grados de dificultad, y con variedad en la forma cémo se pueden presentar los principios
basicos de conteo, siendo ésta la propuesta de trabajo en la actividad (A8).

Objetivos

1) Identificar las formas como los estudiantes caracterizan un elemento del nuevo conjunto que se quiere contar,
a partir de las condiciones dadas.

2) Identificar como los estudiantes describen la configuracién (ordenacién, arreglo, forma, manera, disposicion,
conformacion, alineacion) que caracteriza a los elementos del nuevo conjunto cuyo cardinal se quiere conocer.

3)  Reconocer las formas naturales como los estudiantes interpretan y entienden el “conteo” implicito en la
solucién de un problema.

4)  Identificar las estrategias utilizadas por los estudiantes para representar las configuraciones (elementos del
nuevo conjunto), y cémo a partir de éstas realizan el conteo.

5) Promover en el estudiante el uso de la sintesis para reescribir un enunciado.

6) Interpretar los procedimientos operacionales realizados por los estudiantes, conducentes a ser formalizados en
principios de conteo.

7) Orientar al estudiante en la solucion de problemas generales mediante el uso del razonamiento inductivo u otro
recurso del pensamiento.

8) Causar en el estudiante la necesidad de crear modelos que representen la generalizacion de los conteos.

9) Interpretar como las formas de entender evolucionan e influyen en las formas de pensar combinatoriamente en
el estudiante, y asi evidenciar los procesos y/o técnicas formales o informales implicitas en la solucion de problemas
del analisis combinatorio.

10) Interpretar como las formas de pensar

impactan el en el estudiante, y asi

evidenciar la construccion de significado de conceptos propios del analisis combinatorio.

Se espera que el tiempo dado para la actividad sea suficiente, lograndose que cada grupo alcance el desarrolio de las
cinco iniciativas propuestas. No se realizara socializacion ya que se espera que cada grupo de trabajo alcance la
solucion de las iniciativas.

Finalizando la clase (C16) se hara la tercera parte de la clase, en la cual se entregara un instrumento a cada

de ensefianza

estudiante, para que evalué la ia con la que se ha llevado en el
tratamiento de principios bésicos de conteo, que se empled en el desarrollo de las ocho actividades que conformaron
la unidad didéctica elaborada para trabajar esos principios basicos. Asi se da por terminado este médulo. Ademas se
realizaran en una programacién posterior algunas entrevistas que permitirén soportar los resultados de la experiencia.

En este sentido se cumple con la metodologia planteada en el modelo didéctico propuesto, el cual establece se debe
iniciar con la proposicion de las iniciativas «l», que para este caso son los diferentes problemas que se proponen a los
estudiantes en las tres partes de la actividad (A8), los cuales estén relacionados por alguna de las estrategias de

conteo que se anticipa se requiere para su solucion. Estas iniciativas a su vez esta directamente asociada a los topicos
o conceptos de conteo desarrollados en las anteriores actividades (A1 a A7), esperando de esta manera que los
estudiantes evidencien la construccién de significado en conteo y apropiacion de los mismos, como nuevas

de atico. Este

estructural del modelo implica la bisqueda, y adaptacion
de los problemas matematicos y de contexto que permitiran provocar en el estudiante la necesidad intelectual al
respecto, es decir, generar el interés y motivacion por construir la solucion del problema y los conceptos combinatorios
implicitos en la misma.

La implementacion se dara desde la segunda etapa del modelo, ya que se espera que con el trabajo realizado en las
anteriores actividades se haya alcanzado completamente la primera etapa del modelo, el resultado «R». De esta forma
se comienza con la proposicion de nuevas iniciativas, variadas y mas complejas que las propuestas en las actividades
anteriores, como iniciativas de entrada «I», (componente estructural del modelo, -problemas de la primera parte de la
A8-), las cuales seran el instrumento generador de la causa o causas «C», (componente estructural del modelo), y a
partir de éstas se formaran y emergeran las suficientes y variadas acciones mentales, que conformaran las primeras
formas de pensar combinatoriamente, las cuales mediante la metodologia de solucion de problemas y la estructura
metodolégica de Lakatos — el Cuasiempirismo -, deben alcanzar su estado de maduracion, transformandose en las
nuevas formas de entender combinatoriamente. Asi se espera que

se haya dado la on del
significado de los diferentes conceptos de conteo, y se llegue a la consecuencia «C», (componente estructural del
modelo), es decir que se alcance la solucion de las diferentes iniciativas propuestas.

Metodologia

La actividad (A8) se compone de diez iniciativas, distribuidas en tres partes, las cuales estan disefiadas para ser
desarrolladas en dos clases (C15 y C16). Iniciando la clase (C15), en su primera parte, se pedira a los estudiantes la
entrega de sus soluciones a la iniciativa de la semana, cuarta parte de la actividad (A7). Dado que este problema se ha
considerado no rutinario, se indicara que después de ser revisadas se socializaran los resultados al inicio de la clase
(C16). De esta revision se espera que se presenten tres situaciones; en la primera situacion estaran los estudiantes
que hayan desarrollado y solucionado completamente la iniciativa. En la segunda situacion estaran los estudiantes que
presentaron buenas ideas, pero que aun no han alcanzado la solucion completa, o esta sin concluir la solucion de la
iniciativa; a éstos se les daran sugerencias para continuar desarrollando la idea. Y en la tercera situacion estaran
aquellos que no presentaron ningln avance significativo en la solucion del problema. A los estudiantes de las dos
Ultimas situaciones se les haran las recomendaciones necesarias para que continllen pensando en la solucion del
problema, y se les pedira que presenten sus avances al inicio de la siguiente clase (C16).

En la segunda parte de la clase (C15) se entregara a cada estudiante una hoja con la impresién de las cuatro primeras
iniciativas (iniciativas de entrada) de la actividad (A8), las cuales solamente tendran un encabezado en el que se pide
resolver las iniciativas; no se colocara ningun titulo o temética relacionada, con el objetivo de evitar sesgos y dejar
pensar libremente al estudiante. Ademas estas iniciativas seran variadas en cuanto al principio de conteo que se
requiere para su solucion y al orden en que dichos principios se desarrollaron en las actividades anteriores.

Este trabajo se realizara individualmente y sin ningin tipo de ayuda o colaboracién entre un estudiante y otro, o
consultas al profesor (excepto para asegurar que los estudiantes hayan entendido el problema propuesto). La
metodologia llevada hasta el momento se cambiara, ahora se pedira a los estudiantes que solucionen la iniciativa 1;
para lo cual se daran 10 minutos. Finalizado el tiempo se socializara su solucion, indicando a un estudiante que haya
realizado una solucion correcta que la presente a sus compafieros, para luego hacer un analisis de los procesos y
resultados presentados por los estudiantes en la solucion a este problema. Se finalizara esta pequeiia intervencion con
sugerencias de como resolver la misma iniciativa por otros caminos, que implican el uso de ofros conceptos
combinatorios, y asi evidenciar la apropiacion y construccion del significado de los principios basicos de conteo. De
igual forma se continuaran desarrollando las demas iniciativas de entrada.

Durante este tiempo el profesor estar4 monitoreando los avances realizados por los estudiantes con el objeto de ver
sus formas de proceder e ir recogiendo argumentos para la socializacion. Cumplido el iempo se recogera el material
producido.

Finalizando la clase (C15) se hara la segunda parte de la clase, en la cual se entregara el material fisico de (A8) (ver
actividades en formato estudiante), y se explicara la metodologia de trabajo de la segunda parte de la actividad (A8).

La primera parte de la clase (C16) se iniciara con la recepcion de la tarea propuesta en la clase (C15).

Como segunda parte de la clase (C16), se realizaré la tercera parte de la actividad (A8), iniciativas colaborativas, las
cuales tienen como intencién metodologica crear espacios y ambientes de trabajo en equipo, para generar en los
diferentes grupos de estudi la discusion, la onyla en el proceso de i0
desarrollo del pensamiento combinatorio, esperando que los estudiantes hayan apropiado la heuristica de Lakatos e

Este proceso se dard segin las y i de los

para orientar y organizar «O»,
(componente estructural del modelo) sus formas de pensar y entender estructuradamente (procesos cognitivos). Asi se
llega a alcanzar su interiorizacién «I» (componente estructural del modelo) de los diferentes conceptos de conteo, es
decir que se evidencie el uso de este nuevo conocimiento (el significado del concepto de los diferentes principios de
conteo) en el desarrollo de iniciativas nuevas, (problemas retadores, segunda parte de la A8, y problemas en otras
éreas, tercera parte de la A8). Esto a su vez mostraré la construccion de un significado més robusto de los conceptos
combinatorios, ya que se estara un

desde las formas de pensar
combinatoriamente, a nuevas formas de entender combinatoriamente, en diferentes situaciones y contextos,
completéndose asi, la segunda etapa del modelo, la etapa de la réplica «R» (componente estructural del modelo).
Evaluacion

Este componente tiene como objetivo hacer un proceso de reflexion con el estudiante, en el cual, él o ella ha de
evidenciar sus niveles de iacion del i sus

y habilidades para solucionar problemas de

combinatoria, sus competencias para argumentar y justificar las soluciones y respuestas dadas a las iniciativas,

logrando asi consolidar una nueva forma de pensar al desarrollar el i El
andlisis de los resultados descritos en el anterior proceso sera el insumo para dar un reporte cualitativo a los
estudiantes en cuanto a sus avances en el proceso de aprendizaje de los nuevos conceptos de combinatoria, y el
informe cuantitativo estara sujeto a la creatividad y calidad en la solucion de cada una de las iniciativas propuestas. Se
busca valorar lo que el estudiante ha podido hacer en lugar de castigar lo que no logré desarrollar.

Actividad

La actividad (A8) que se presenta a los estudiantes se puede ver en el anexo 11 de este documento.
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Anexo 20. Consentimiento Informado para Estudiantes

URAN

UNIVERSIDAD

ANTONIO NARINO S Teesm—

COMUNICADO

DE: Docente Investigador JOSE CIRO ANZOLA CALDAS

PARA: Estudiantes del curso SOLUCION DE PROBLEMAS, Grupo 7, Jornada
Nocturna, Sede SUR.

FECHA: Bogota, Septiembre de 2016

Cordial saludo.

El proyecto de investigacién “Caracterizacién del pensamiento combinatorio”, es liderado por
José Ciro Anzola Caldas, estudiante de Doctorado en Educacion Matematica de la Universidad
Antonio Narifio, en el marco del desarrollo de su tesis doctoral. En este sentido para hacer
realidad esta investigacion y tomar un horizonte que permita dar solucién parcial o total al
problema planteado, se ha fijado como objetivo “lograr la caracterizacién del pensamiento
combinatorio implicito en la solucién de problemas significativos, matemdticos y de contexto, y
en la correspondiente elaboracién de significado de los conceptos del andlisis combinatorio, en
estudiantes que estdn en la transicion del pensamiento concreto al abstracto”. Proceso que se
llevara a cabo durante el desarrollo de las clases de matematicas en el contexto de solucién de
problemas en las cuales se construya significado de los conceptos fundamentales de la
combinatoria, en particular, el concepto de “conteo”.

Dado lo anterior, y en su condicién de estudiante activo del curso de Solucién de Problemas,
usted se considera participe de dicha investigacién. Motivo por el cual se le solicita su valiosa
colaboracioén, participaciéon y compromiso en el desarrollo de la misma.

Si usted accede a participar, se le pedira a lo largo del semestre, ademas de cumplir con los
requisitos establecidos en el curso, responder algunos instrumentos y entrevistas
semiestructuradas que tomaran aproximadamente 15 minutos cada vez. Las entrevistas
semiestructuradas seran grabadas en audio. Ademas se realizaran video grabaciones de todas
las clases en las que se desarrollara la investigacién, de manera que el investigador pueda
después trascribir las ideas que sean expresado.

La participacion en este estudio es estrictamente voluntaria. La informacién que se recoja sera
confidencial y no se usara para ningun otro proposito fuera de los de esta investigacion. Sus
respuestas a los instrumentos y a las entrevistas seran codificadas usando un numero de
identificacion y, por lo tanto, seran anénimas.

Si tiene alguna duda sobre este proyecto, puede hacer preguntas en cualquier momento
durante su participacion en él. También, puede retirarse en cualquier momento sin que eso lo
perjudique en ninguna forma. Si alguna de las preguntas durante la entrevista le parece
incémoda, tiene derecho de informarlo al investigador, incluso puede no responderlas.

Agradecemos su sincera participacién.

Doctorado en Educacion Matematica
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UAN

UNIVERSIDAD

ANTONIO NARINO \

CONSENTIMIENTO INFORMADO DE ESTUDIANTES PARTICIPANTES DE LA
INVESTIGACION

Yo estudiante de Ingenieria

de la Universidad Antonio Narifio, identificado con

el codigo acepto participar voluntariamente en el estudio

“Caracterizacion del pensamiento combinatorio”, liderado por el docente investigador
José Ciro Anzola Caldas.

Me han informado que el objetivo general del estudio es “lograr la caracterizacién del
pensamiento combinatorio implicito en la solucién de problemas significativos, matemdticos y
de contexto, y en la correspondiente elaboracion de significado de los conceptos del andlisis
combinatorio, en estudiantes que estdn en la transicién del pensamiento concreto al abstracto”.

También me han informado que ademas de cumplir con los requisitos establecidos en
el curso de Solucion de Problemas, debo responder algunos instrumentos y entrevistas
semiestructuradas que tomardn aproximadamente 15 minutos cada vez. Las entrevistas
semiestructuradas seran grabadas en audio. Ademas se realizaran video grabaciones de todas
las clases en las que se desarrollara la investigacién, de manera que el investigador pueda
después trascribir las ideas que sean ha expresado.

Entiendo que la informacién que se recoja sera confidencial y no se usara para ningtin
otro propdsito fuera de los de esta investigacion. He sido informado que en cualquier
momento de la investigaciéon puedo hacer preguntas y que puedo retirarme si es mi
deseo sin que ello me perjudique en ninguna forma.

Entiendo que una copia de esta ficha de consentimiento me sera entregada, y que
puedo pedir informacién sobre los resultados de este estudio cuando éste haya
concluido. Para esto puedo contactar al docente investigador José Ciro Anzola Caldas a
través del correo janzola@uan.edu.co.

En constancia firmo alos ___ dias del mes de de 2016.

Doctorado en Educacion Matematica
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Anexo 21. Encuesta para Estudiantes

I Nombre [

II-‘edm[

-]

El presente instrumento tiene como propdsito evaluar la experiencia realizada durante el curso de Solucion de
Problemas, de la cual usted hizo parte como estudianie activo del curso, en la que se aplicd una eslrategia
metodoligica para la ensefianza y aprendizaje de la combinaloria enumerativa a través de la soluciin de
problemas con el objetivo de hacer avances en la caracterizacion del pensamiento combinatosio.

Temminado el curso y la implementacion de la unidad, solicitamos a usted diligenciar la presente encuesta de
impacto de la experiencia en su preceso de formacion, para lo cual se requerird de su honestidad y las mas
Evalué cada ITEMS. Marcando con una X en el cuadro la escala de valoracion,

ITEMS

FUERTAMENT

€
ot
ACVERDD

DE
ACUERD
°

NIDE
ACUERDO N
EN
oeugm

€

EN
DESACUERDO

-
v

La metodologia contribuyd
g a mi formacién en la
resolucidn de problemas.

La metodologia ded curso me permitio
dominar nuevos conceptos de la
combinatona.

Me senti motivado por los problemas

Me senti retado por los problemas

La interaccion con mis compafieros me
permitid avanzar en la solucion de ks

problemas

El pensamiento combinatorio
desarrollado en el curso me aportd en la
comprension de olros campos de la
malematica y de mi quehacer profesional

7. Explique cuél es el concepto de “conteo” que usted tiene ahora, después de terminado el curso.

Doctorado en Educacién Matemitica
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8. Explique qué aportes significativos le deja este curso frente a:
Lo personal

Su rol como estudiante

Sus formas de entander y sus formas de pensar matematicamente.

COMENTARIOS Y OBSERVACIONES

pPoctorado en Educacidn Matemditica
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