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SINTESIS

La investigacion se llevé a cabo con estudiantes de calculo en varias variables que
cursan Tecnologia en Mecanica Industrial en la Universidad Distrital Francisco José
de Caldas. Busco avanzar en la caracterizacion del desarrollo del pensamiento ma-
tematico cuando temas del curso se desarrollan por medio de contextos realistas. El
marco teodrico lo fundamenta la Teoria Educacion Matematica Realista (ver por ejem-
plo, Freudenthal, 1971, 1991, o Bressan y col., 2016) y lo complementa la Matematica
en Contexto (ver por ejemplo, P. Camarena y col., 2012, 2013). Aunque las dos estan
relacionadas, el complemento se dio por la articulacion de las diferentes fases de la

primera con las etapas de la segunda.

Las propuestas realistas con objetos cotidianos aplicadas en las actividades, motivaron
a los estudiantes, lo que permitio identificar los procesos seguidos por ellos en busca
de solucion a los interrogantes y las caracteristicas de esos procesos. Los estudiantes
alcanzaron los niveles situacional, referencial y general de la matematizacion en la

mayoria de los casos.

Esta investigacion apoy6 y aplicé propuestas internacionales de no asumir que el paso
de 2d a 3d es automatico y también, que el centrar la atencidn en trabajar con objetos
cotidianos, palpables para los estudiantes estimula su buen desempeno en el aula de

clase. Esas propuestas se corroboraron en los resultados de las actividades.
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ABSTRACT

The research was carried out with students of Technology in Industrial Mechanics at
the Francisco José de Caldas District University. The students were in the multiva-
riate calculus class. The research proposed to advance in the characterization of the
development of mathematical thinking when some topics of course through realistic
contexts are developed. The framework is based on the Realistic Mathematics Educa-
tion Theory (see for example, Freudenthal, 1971, 1991, or Bressan y col., 2016) and
is complemented by Mathematics in Context (see for example, camarena2013 , 2012,
2013). Although the two are related, the complement was given by the articulation of

the different phases of the first with the stages of the second.

The realistic proposals with everyday objects applied in the activities motivated the
students, which allowed them to identify the processes followed by them in search of
a solution to the questions and the characteristics of these processes. The students

reached the situational, referential and general levels of mathematization in most cases.

This research supported and applied international proposals of not to assume that the
transition from 2D to 3D is automatic and also that focusing attention on working with
everyday objects, palpable for students, stimulates their good performance in the class-

room. These proposals were corroborated in the results of the activities.
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INTRODUCCION

Las investigaciones en educacién para cursos universitarios han centrado la atencion,
en mayor medida, en los de calculo diferencial, calculo integral y han dado un salto a

las ecuaciones diferenciales.

Debido a que al parecer en la mayoria de las clases tiende a asumirse que el paso de
dos dimensiones (2D) a tres dimensiones (3D) es automatico, se ha dejado de lado, o
se realizan en menor proporcion las investigaciones en el calculo en varias variables.
Los trabajos de Montiel y col. (2009), Trigueros y Martinez-Planell (2010), Rasmussen
y col. (2014), Torner y col. (2014), Lee Mcgee y Moore-Russo (2015) y los estados del

arte alli presentados, entre otros, hacen suponer ello.

Si las investigaciones en célculo en varias variables son escasas, con mayor razon lo
seran las investigaciones que se preguntan sobre el desarrollo del pensamiento ma-
tematico en estudiantes de este curso. Este céalculo ofrece herramientas con las que
se hace posible representar muchas situaciones, objetos, contextos de nuestro entorno
de manera directa y precisa. El estudiante de este curso tiene la posibilidad de asociar
muchas de sus herramientas u objetos de estudio o de trabajo, con la matematica invo-
lucrada. Por ejemplo, el estudiante puede ver que un diabolo doble rosca macho, que
se usa como antivibratorio en piezas mecanicas, puede asociarse como la superficie

dada por un hiperboloide de una hoja.

En un ambiente informal, suele decirse que el calculo en varias variables es una simple



extension del calculo en una variable. Ello no es asi. Representa dar un vuelco a la
vision de tablero que los estudiantes mantienen de los objetos comunes en los cursos
de calculo diferencial e integral. En este curso el estudiante puede experimentar el
cambio a una visién de salén de clase, de universidad, de ciudad o de ambiente real
donde permanece. El curso implica una ampliacion del mundo matematico que conoce

el estudiante de los dos o tres primeros semestres de estudio.

La interpretacion del término real o realidad esta sujeta al nivel de especificidad del
contexto en el que se use. Por ejemplo, para un ingeniero mecanico un mandémetro es
un objeto real o forman parte de su realidad, pero no necesariamente forma parte de
la realidad de profesionales de otras areas o de un estudiante de primer o segundo
semestre de ingenieria mecanica. Por otro lado, segun el area de profundizacién o de
trabajo del ingeniero, ese instrumento puede formar parte o no de su cotidianidad, en

el sentido de qué tan frecuentemente se topa con él.

Buscando acercar la realidad del estudiante a la matematica que estudia, Freudenthal
(1991) afirma que “un contexto es ese dominio de la realidad el cual, en algun proceso
de aprendizaje particular, es revelado al alumno en orden a ser matematizado™. Tam-
bién, para Freudenthal, la realidad es lo que el sentido comun acepta como tal. Para
Treffers (1987) las actividades humanas estan ligadas con la realidad y la realidad no
solo se tiene, en matematicas, en las aplicaciones. Polya (1965), la asocia con el mun-
do fisico. Entre otras, esas posiciones, que se detallan mas adelante y en la seccién

2.3, fundamentan la posicion de realidad o real que se asume en esta investigacion.

! Freudenthal, H. (1991). Revisiting Mathematics Education. China Lectures. New York: Kluwer Aca-
demic Publishers. (A. J. Bishop, Ed. Reimpresién 2002), p. 73 (1991).



Asi entonces, bajo la premisa de que el objeto de estudio es el proceso de ensenanza
y aprendizaje del célculo en varias variables? para ingenieria y que este curso es parte
de la formacion basica de un ingeniero, en este trabajo los contextos reales o realistas
son aquellos contextos que involucran situaciones, objetos, herramientas, etc, cotidia-
nos para el estudiante. Cotidianos en el sentido de que puede tenerlos en su quehacer
diario, los conoce o puede conocerlos con facilidad, son de conocimiento general o
forman parte de su profesion segun su nivel de formacion (tercer semestre de carrera).
Es decir, del mundo en el que vive el estudiante; lo que en cierto momento el sentido

comun experimenta como real™ (Freudenthal, 1991) para el estudiante.

No se busca entonces plantear modelos sofisticados que involucran, por ejemplo, te-
mas de la fisica o de otras areas del conocimiento de la ingenieria. De esta manera
se busca que la matematica planteada en este curso se “entienda como una actividad
humana, ligada a la realidad: matematica para todos™ (Treffers, 1987) desde la vision

del estudiante.

Vale destacar que las aplicaciones en matematicas no hacen referencia Unicamente a
modelos matematicos sofisticados, sino también a pequenos modelos con los cuales

puede conseguirse la comprensién de un tema. Segun Treffers (1987): “La novedad

2M4s exactamente calculo de funciones en varias variables, o también llamado célculo multivariado.
Se hara diferencia con el calculo vectorial el cual se entendera como la parte del cdlculo en varias variables
que trabaja con funciones vectoriales y campos vectoriales en lo relacionado por ejemplo con integrales
de linea, los teoremas de Green, Stokes o Gauss, entre otros temas.

3Freudenthal, H. (1991). Revisiting Mathematics Education. China Lectures. New York: Kluwer Aca-
demic Publishers. (A. J. Bishop, Ed. Reimpresién 2002), p. 17.

ATreffers, A. (1987). Three Dimensions. A Model of Goal and Theory Description in Mathematics
Instruction. The Wiskobas Project. Dordrech, Holland: Reidel Publishing Company, p. 247.



de la concepcion realista es que la realidad no solo funciona en aplicaciones sino
que también sirve como fuente de formacion de conceptos, es decir, para desarrollar
primero nociones intuitivas, o en la terminologia de Freudenthal, para constituir objetos

mentales™.

En esa direccién, con este trabajo se quiere hacer un aporte practico relacionado con
la ensefanza y aprendizaje del calculo en varias variables, en lo concerniente con la
nocion de superficie y sus usos en temas especificos del curso para ingenieria, por
medio de un conjunto de actividades novedosas que involucran contextos realistas
para el estudiante (construccidén de una ingenieria didactica como producto y proceso;

vid. Artigue y col., 1995).

La investigacion se fundamenta en la teoria Educacion Matematica Realista, EMR,
(Bravo-Bohorques y col., 2016; Freudenthal, 1971; Gravemeijer, 1994; Gravemeijer y

Doorman, 1999; Pochulu y Rodriguez, 2012; Sriraman y English, 2010; Treffers, 1993).

Asi entonces, en complemento al aporte practico senalado en el anterior parrafo, es-
te trabajo busca presentar como aporte tedrico un avance en la caracterizacion del
desarrollo del pensamiento matematico del estudiante de ingenieria cuando se estu-
dian algunos temas especificos del calculo en varias variables por medio de contextos
realistas. La caracterizacion se hace con base en los niveles de matematizacion, pro-
puestos por la teoria Educacion Matematica Realista (Freudenthal, 1971), alcanzados

por los estudiantes del curso y en el marco de la Ingenieria Didactica (Artigue y col.,

STreffers, A. (1987). Three Dimensions. A Model of Goal and Theory Description in Mathematics

Instruction. The Wiskobas Project. Dordrech, Holland: Reidel Publishing Company, p. 246.



1995).

La investigacion propone desarrollar aplicaciones, en el sentido de trabajar con con-
textos realistas, a lo largo del curso en sus condiciones normales en un semestre y
no solo a posteriori del proceso de aprendizaje, como suele suceder en los cursos de

calculo.

Es por ello que la investigacion en este trabajo es novedosa, afronta un problema
vigente desde hace mucho tiempo y tiene potenciales trabajos investigativos que la
complementen. Estas son razones importantes que se ha tenido en cuenta para dirigir

la mirada en el célculo en varias variables.

La poblacién objeto de estudio son los estudiantes de Ingenieria Mecénica por ciclos
propedéuticos de la Facultad Tecnoldgica de la Universidad Distrital Francisco José de

Caldas en Bogota.

La investigacion se justifica con base en tres enfoques: la poblacion involucrada, la
necesidad de la investigacion (en términos de desercion)® y algunas experiencias del

autor en el aula de clase.

Aunque la investigacion se propone desarrollar con estudiantes del primer ciclo de
ingenieria por ciclos propedéuticos, la poblaciéon implicitamente involucrada es mucho
mas amplia. En Colombia, segun informacién que puede encontrarse en los reportes
del Ministerio de Educacion Nacional (MEN), alrededor de 13000 estudiantes toman

un curso de calculo en varias variables cada semestre. El desarrollar una investigacion

6 Entendida como el abandono voluntario de la carrera que puede ser explicado por diferentes cate-

gorias de variables: socioeconémicas, individuales, institucionales y académicas.



que involucre la ensenanza y aprendizaje del calculo en varias variables, considera por

tanto un numero significativo de potenciales beneficiarios.

Por otro lado, con respecto a la necesidad de la investigacion en términos de desercidon
estudiantil, segun informacién recolectada por el MEN (2018), en su base de datos
SPADIES, el porcentaje promedio de abandono de las carreras de ingenieria y afines
en los ultimos 10 anos es aproximadamente del 28.87 %. En Guzman y col. (2009), el
MEN identific6 que para el 2008 el 44.9 % de estudiantes de pregrado abandonaron
sus carreras y que la desercion en las areas de Ingenieria, Arquitectura, Urbanismo y

afines es de aproximadamente el 50 %.

En un estudio realizado en la Universidad Distrital Francisco José de Caldas por Quin-
tero y col. (2010), se logré identificar que en el periodo 2000-2009 el 25 % de los estu-
diantes caen en prueba académica’ y de esos el 57 % recaeran en prueba académica
en semestres posteriores, es decir, aproximadamente ese 57 % perderan el cupo en la
Universidad. Entre el 40 % y el 58 % de los estudiantes que cursan semestre quinto o

posterior, tienen riesgo de perder el cupo en la Universidad.

Ahora bien, teniendo en cuenta que “en el area de matematicas, especialmente, es
donde se encuentra una gran cantidad de literatura empirica sobre métodos efectivos
de ensenanza pero al mismo tiempo, es el area que sigue presentando mayores di-
ficultades para los estudiantes y con la que se asocia buena parte de la desercion

académica de los primeros semestres™ (Pinto Segura y col. 2007), el lograr disminuir

"Estado de riesgo de pérdida del cupo por parte de los estudiantes.
8Pinto Segura, M., Durén, D., Pérez, R., Reverén, C. & Rodriguez, A. (2007). Cuestién de superviven-

cia. Graduacion, desercion y rezago en la Universidad Nacional de Colombia. Bogota: Direcciéon Nacional



los porcentajes de desercion puede ser de gran utilidad econdémica y social, no solo
para los estudiantes sino también para las instituciones de educacién superior en el

pais.

Por otro lado, por medio de trabajo en el aula y encuestas con estudiantes de calculo en
varias variables de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, especialmente en
lo que tiene que ver con representacion matematica de superficies reales o superficies

que se acercan mucho a la realidad, se han obtenido importantes datos.

Por ejemplo, en encuestas para estudiantes y docentes en el afio 2016 se identifico
que el 22.5 % de los estudiantes hace referencia a tener dificultades en el curso debido
a las graficas y superficies. Al presentarles una superficie poco comun y real, solo el
30 % considero ser capaz de encontrar una representacion analitica de ella. Al indagar
sobre qué tan dificil es para ellos la representacion analitica, consideraron que de 0
(nada dificil) a 5 (muy dificil), tiene una dificultad de 4.2. Por su parte, los docentes en-
cuestados consideran que la dificultad para los estudiantes en representar superficies
de manera analitica es de 4.5 y el 67 % de los encuestados considera que las graficas

de las superficies justifican las dificultades o fallas en los estudiantes.

Adicionalmente, en una encuesta de mayo de 2015, se identifico que el 68 % de los
estudiantes ven la representacion analitica de superficies reales como algo interesan-
te o muy interesante y solo el 8% como poco interesante. Y en una encuesta en el
primer semestre de 2018 sobre la representacion de puntos y lugares en el espacio

con un enfoque realista, al preguntarles sobre qué tanto les ayuda a comprender la

de Bienestar Universitario, Universidad Nacional de Colombia, p. 210.



representacion en el espacio el usar este enfoque, la calificacién fue en promedio de

4.1 siendo 1.0 ayuda en naday 5.0 ayuda completamente.

En términos generales, se observé que el darle un manejo mas aplicado, de contexto o
realista a las actividades del curso, parece estimular la participacion de los estudiantes
y parece también ayudar a comprender mejor las situaciones y temas propuestos en
un curso estandar de calculo en varias variables. Esa tendencia a estimular el trabajo
en el aula de los estudiantes por medio de contextos realistas ha demostrado ser un
buen inicio para el andlisis del desarrollo del pensamiento matematico del estudiante

de ingenieria en este curso y en particular por medio de la nocion de superficie.

El problema de investigacion se identifica con la pregunta: ;qué aspectos resultan
esenciales, desde el punto de vista tedrico, para avanzar en la caracterizacion del
desarrollo del pensamiento matematico en los estudiantes de ingenieria en un contexto

realista del calculo multivariado en temas de superficies?

El objetivo general consiste en Avanzar en la caracterizacion del desarrollo del pensa-
miento matematico en los estudiantes de ingenieria en un contexto realista del calculo

multivariado en temas de superficies.

Los objetivos especificos son:
1. Elaborar un conjunto de actividades realistas asociadas al proceso de ensenanza
y aprendizaje de las superficies en los temas seleccionados del calculo multiva-

riado.

2. Describir los procesos seguidos por los estudiantes en el desarrollo de las activi-

dades planteadas, con miras a alcanzar los niveles de matematizacion propues-



tos por la EMR.

3. ldentificar caracteristicas en el proceder de los estudiante que permitan visualizar

las actitudes matematicas adquiridas con las actividades propuestas.

4. Caracterizar los avances logrados por los estudiantes, en el alcance de los niveles

de matematizacion propuestos por la EMR.

En el marco de dar un enfoque realista y cotidiano para el estudiante, al desarrollo del
calculo en varias variables, la hipotesis de investigacion plantea que el estudiante
se vera motivado e interesado en el trabajo en el aula de clase, fomentando la parti-
cipacion, los buenos resultados académicos, disminuyendo la desercion y perdida del
curso y estimulando el desarrollo de habilidades matematicas de analisis y sintesis

necesarias en el desempeno como futuro profesional de la ingenieria.

Las Tareas de investigacion que se propone desarrollar en el trabajo planteado son:

1. Construir un estado del arte de las investigaciones relativas al curso de calculo en

varias variables en general y en el estudio de la nocién de superficie en particular.

2. Fundamentar tedricamente las formas de ver las superficies en el marco del

calculo en varias variables.

3. Comparar algunos contenidos programaticos de calculo en varias variables ofre-

cido en diferentes universidades.

4. Seleccionar los temas del curso en los cuales se centrara la investigacion y pro-

puesta de actividades en contextos realistas y cotidianos para el estudiante.

5. Elaborar contextos realistas y apropiados para el diseno de guias para el estu-

diante, en el marco de la motivacion, la generacién de necesidades intelectuales y



la identificacion de razonamiento matematico en los temas especificos de trabajo
de la investigacion.
6. Aplicar y analizar las actividades planteadas en la investigacion a lo largo del

curso.

El cronograma de actividades se resume a continuacion:
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Elaboracion del estado
del arte

Fundamentacion tedrica
de la nocién de superficie

Elaboracion del marco
tedrico

Comparacion de algunos
contenidos programaticos
de célculo en varias
variables

Seleccion de contextos
realistas y cotidianos

Disefiar actividades

Aplicar y analizar las
actividades

Elaborar el documento
final

La estructura de este documento la definen la introduccidn, cinco capitulos, las conclu-
siones, las recomendaciones, la bibliografia y los anexos. El primer capitulo presenta
el andlisis del estado del arte en la investigacion, en el segundo capitulo se presenta
el marco tedérico asumido en la tesis, en el tercer capitulo la metodologia, en el cuarto
capitulo los resultados de las actividades y en el quinto capitulo la confrontacion de los

analisis a priori y a posteriori de la ingenieria didactica.
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CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

La construccién del estado del arte se realizd en dos etapas. Una primera etapa hacia
el ano 2018 y se hizo a partir de una consulta de revistas reconocidas segun las bases
de datos Scopus y de Colciencias!. Se extrajo todas las revistas clasificadas en el Top
10 y en el primer cuartil del CiteScore Percentile (482 titulos) de Scopus por areas de

conocimiento: Matematica aplicada, Artes y Humanidades, Educaciéon y Matematicas.

De esa primer seleccion se filtrd los titulos, segun area de interés: calculo en varias
variables, matematica realista, superficies en el calculo, educacién en esas areas, en-
tre otros, para seleccionar 237 titulos de los cuales se consulté su contenido en los

anteriores cinco anos (22 revistas finales).

En esta primera etapa se amplio la consulta usando las bases de datos de revistas
indexadas y homologadas por el Departamento Administrativo de Ciencia, Tecnologia
e Innovacion de Colombia (CeTel-Colciencias). Entre las revistas indexadas a 2014, se
consultaron cuatro de las 148 en categoria A2, 12 de las 124 en categoria By 16 de
las 226 en categoria C. Entre las revistas homologadas a 2016 se consultaron cinco

en categoria A1, siete en categoria A2, cuatro en categoria B y nueve en categoria C.

De la revision realizada se extrajeron 20 articulos que por su nombre o resumen hacian

alusion al calculo en varias variables o al calculo en educacion superior.

!Colciencias es el Departamento Administrativo de Ciencia, Tecnologia e Innovacién de Colombia,
promueve las politicas puiblicas para fomentar la CTI en Colombia. Hoy en dia es Minciencias, el Ministerio

de Ciencia, Tecnologia e Innovacion.
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Las revistas analizadas pertenecen a los siguientes paises (o lugares), Estados Unidos
(11 revistas), Reino Unido (12 revistas), Paises Bajos (cuatro revistas), Alemania (una
revista), Taiwan (una revista), Canada (una revista), Australia (tres revistas), Espafna
(seis revistas), Brasil (dos revistas), Francia (dos revistas), México (tres revistas) y

Colombia (33 revistas).

La segunda etapa de la construccion se llevo a cabo en el afio 2020. En esta se amplié
la consulta de trabajos en las revistas seleccionadas en la primera etapa, pero en los
numeros posteriores a 2017. También se hizo una consulta aleatoria por temas de
interés en otras revistas reconocidas en el ambito de la educacion. De la segunda
etapa se extrajeron cinco articulos que le aportan de alguna manera a la investigacion

de la tesis.

La revision detallada de cada articulo seleccionado llevo al analisis de nuevos articulos
o revistas adicionales a las seleccionadas aumentando el nimero inicial de articulos.
Como apoyo adicional en la construccion del estado del arte se consultaron investi-
gaciones en eventos académicos de alto reconocimiento en educacioén y finalmente,
se hizo la consulta en buscadores de informacién académica en internet de manera
general y por temas relativos a la investigacion. La construccion del estado del arte se
muestra a continuacion por medio de cuatro secciones. Se presenta el planteamiento

de investigaciones cercanas a la tesis planteada.

1.1. Hacia una matematica realista en calculo en varias variables

En esta seccidn se muestran trabajos de investigacion que apuntan al desarrollo de

actividades practicas, cotidianas, realistas con los estudiantes, en el marco del curso
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de calculo en varias variables o de una variable. Las investigaciones se acercan al
enfoque de la tesis, en el sentido de manejar objetos palpables, en algunos casos, o0
gue salen de la cotidianidad del estudiante en otros. Esos objetos pueden ser de temas
relacionados con la matematica o de herramientas que facilitan la comprensién de los

temas de matematicas.

1.1.1. A “model” multivariable calculus course?

Este trabajo es resultado de experiencias de clase en cursos de calculo en varias varia-
bles ofrecidos en la Universidad Estatal de Grand Valley, Estados Unidos. Se muestra
ejemplos de trabajos realizados por los estudiantes en lo relacionado con la construc-
cidn de expresiones matematicas de objetos (o lugares) de interés para los estudiantes

(una rampa, el techo de un edificio, una presa, un lago, entre otros).

Se plantea suplir las necesidades de aprendizaje de los estudiantes en calculo en va-
rias variables, se enfatiza el trabajo en modelacion obteniendo modelos como utilidad
en economia, velocidad del agua, volumen especifico entre otros. Con las actividades
propuestas se encontraron también expresiones matematicas para algunas superficies
reales y describieron ciertos fendémenos fisicos. Los autores y estudiantes encuentran
valioso trabajar en otros temas del curso con superficies que los estudiantes han mode-
lado. El trabajo de modelar algunas superficies se realiza como proyecto a desarrollar
a lo largo del semestre (varias entregas), se hacen también modelos fisicos (a escala)

de ciertas superficies.

Se usa también alguna herramienta computacional para construir graficos. Los mode-

2 Beckmann, C. & Schlicker, S. (1999). A model multivariable calculus course. PRIMUS, 9(3), 226-240.
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los a escala se usan para introducir algunas nociones, por ejemplo las de derivadas

parciales o derivadas direccionales.

Segun los autores, “Muchos (estudiantes) afirman que a través de este curso, encuen-
tran las matematicas muy practicas y aprecian la oportunidad de experimentar donde
se aplica en su mundo. Algunos expresan que, por primera vez, comprenden y disfrutan
de las matematicas y sus usos™ (Beckmann y Schlicker, 1999). El trabajo nos deja ver
la importancia y el valor que tiene para los estudiantes definir los objetos matematicos
del curso asociados a elementos reales y mas aun si ellos mismos construyen esos
elementos. Ello hace que éste sea uno de los trabajos mas cercanos, sin llegar a ser

el mismo, a la propuesta de investigacion que en la tesis se plantea.

1.1.2. Context problems in realistic mathematics education: a calculus course

as an example*

Se trabaja en la propuesta de la Educaciéon Matematica Realista, con problemas en
contexto para un curso de calculo diferencial buscando que los estudiantes se enfren-
ten mejor a las matematicas formales. Se toma como problema en contexto aquellos
problemas en los que la situacion es experimentalmente real para el estudiante. Los
autores buscan responder la pregunta ;como podemos ayudar a los estudiantes a

enfrentarse a las matematicas formales?

Se toma como ejemplo un diseno de matematica realista, “para ilustrar que la teoria

3 Beckmann, C. & Schlicker, S. (1999). A model multivariable calculus course. PRIMUS, 9(3), 226-240,
p- 238.

4 Gravemeijer, K. & Doorman, M. (1999). Context problems in realistic mathematics education: a

calculus course as an example. Educational Studies in Mathematics, 39(1/3), 111-129.
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basada en la heuristica de diseno utilizando problemas de contexto y modelizacion,
desarrollada para las matematicas de la escuela primaria, también se ajusta a un tema

avanzado como el calculo™ (Gravemeijer y Doorman, 1999).

En el trabajo resenado, las situaciones informales son los puntos de partida. Las ins-
trucciones deben basarse en las contribuciones propias de los alumnos al proceso
de ensenanza-aprendizaje. Entre otras, la matematica realista busca que el disefio de
instrucciones esté “dirigido a crear oportunidades optimas para la aparicion de conoci-

mientos matematicos formales™ (Gravemeijer y Doorman, 1999).

Se disena el curso de célculo diferencial a partir de la construccién de modelos emer-
gentes (es decir, modelos que los mismos estudiantes construyen) en el contexto de la

educacion matematica realista y enmarcado también en la historia del calculo.

En este trabajo se da un manejo amplio a diferentes posiciones sobre la Educacién Ma-
tematica Realista, lo cual aporta significativamente al desarrollo de la tesis propuesta.
Es un trabajo en calculo diferencial, sin embargo los resultados encontrados sugieren
trabajos similares en el calculo en varias variables con un enfoque de la Educacion
Matematica Realista; ademas en la propuesta que se presenta para la tesis no nece-
sariamente se busca afrontar la matematica desde el punto de vista formal o alcanzar
un formalismo, sino mas bien un acercamiento al trabajo real del estudiante y de como

asimila este conocimiento desde esta perspectiva.

5 Gravemeijer, K. & Doorman, M. (1999). Context problems in realistic mathematics education: a

calculus course as an example. Educational Studies in Mathematics, 39(1/3), 111-129, p. 111.

6 Gravemeijer, K. & Doorman, M. (1999). Context problems in realistic mathematics education: a

calculus course as an example. Educational Studies in Mathematics, 39(1/3), 111-129 p. 116.
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1.1.3. El calculo en carreras de ingenieria: un estudio cognitivo’

Es un trabajo de Matematica en Contexto de tipo cualitativo relacionado con el apren-
dizaje de los conceptos de funcidn de dos variables y de derivada parcial, en carreras
de ingenieria. Se busca indagar sobre el funcionamiento cognitivo (acto de aprendi-
zaje determinado por operaciones mentales que posibilitan interiorizar y codificar el
conocimiento) de los estudiantes cuando se enfrentan a un calculo contextualizado en
ingenieria. Segun el autor, en escenarios didacticos contextualizados se propicia un
aprendizaje con significado para el estudiante, con sentido en el ambito de su futura

area profesional.

La investigacion se realiza en seis sesiones de 75 minutos cada una con 12 estudian-
tes de ingenieria de sistemas e industrial del curso célculo multivariable (o calculo en
varias variables) y que ya habian tomado los cursos de calculo diferencial e integral del
Instituto Tecnoldgico y de Estudios Superiores de Monterrey (ITESM), Campus San

Luis Potosi, México.

Se toma un conjunto de datos relacionados con la contaminacién por residuos de sus-
tancias quimicas de algunas empresas aledanas a San Luis de Potosi (de curtido de
pieles), y se modela por minimos cuadrado el comportamiento de los datos con funcio-
nes en dos variables, lo que lleva a introducir la nocién de funciones en dos variables

y derivadas parciales.

Se identifico que los estudiantes estaban acostumbrados a presentar sus cursos en

la forma teoria-aplicaciones. El cambio al presentar una situacion contextualizada pro-

7 Zuiiiga, L. (2007). El calculo en carreras de ingenierfa: un estudio cognitivo. Relime, 10(1), 145-175.
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voco dificultades en los estudiantes.

Este trabajo va en la direccion de la tesis en el sentido de que se refuerza en el articulo
la posicion de que se necesita, en las clases de calculo, introducir contextos o situacio-
nes reales: “Un problema importante ligado a esta situacion (verdadera comprension)
es que el conocimiento generalmente se trata fuera de contextos apropiados... a lo mas
que se llega en un curso comun de calculo es a resolver los llamados problemas de
aplicacion™ (Zuhiga, 2007); la propuesta de matematica realista que se planea seguir

en la tesis propuesta apoya esta posicion.

Ademas, se mantiene la direccidon de la investigacion pues se busca vincular la ma-
tematica a los cursos de ingenieria de una manera mas contextualizada y mas cotidia-
na para el estudiante. Tratar de dejar de lado la evaluacion sobre métodos algebraicos
pues el estudiante siembra la idea de que dichos métodos son lo importante. En la in-
vestigacion se identifica la necesidad de construir propuestas sobre estructuras didacti-
cas alternativas que posibiliten un mejor aprendizaje. Los estudiantes pueden aprender
a derivar o integrar, pero no saben cémo o cuando usarlas. Similar a lo que pasa con
las superficies, por ejemplo, saben qué es un elipsoide pero no necesariamente saben

cémo representarlo en un contexto real o de su vida laboral.

1.1.4. Manipulatives for 3-dimensional coordinate systems®’

La investigacion se centra en la ensefianza de los sistemas de coordenadas rectangu-

lares, cilindricas y esféricas en un curso de calculo en varias variables. El autor y su

8 Zuniga, L. (2007). El célculo en carreras de ingenierfa: un estudio cognitivo. Relime, 10(1), 145-175,

p. 147.
9 Koss, L. (2011). Manipulatives for 3-dimensional coordinate systems. PRIMUS, 21(4), 364-376.
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grupo de clase construyen una representacion fisica del espacio coordenado que pue-
den manipular y modificar dependiendo de lo que se quiera representar. Su titulo en
inglés, “manipulative”. Para su construccion usan materiales comunes en el mercado
(limpiapipas (escobillones), cuentas y alambre de calibre fino). Usando dicha construc-

cién se introducen y se manejan los tres tipos de coordenadas.

Es interesante destacar que el autor encuentra mucha mas valiosa esta manera de in-
troducir las coordenadas, que hacerlo usando por ejemplo un computador o el tablero.
El hecho que los estudiantes puedan manipular los ejes de representacion, segin el
autor, hizo que su comprension del tema fuera mejor, en comparacion con otros se-
mestres en los que no se uso este sistema. Los ejercicios solucionados son tipicos de

los textos de calculo en varias variables.

La manipulacion del sistema construido hace que el estudiante se acerque a un am-
biente real del curso. Una situacién similar a las situaciones propuestas en la tesis

propuesta pero con la diferencia de que solo incluye los tipos de coordenadas.

1.1.5. Visualizing three-dimensional calculus concepts: the study of a manipula-

tive’s effectiveness'’

En esta investigacion se da mucha importancia a la visualizacion con el fin de ayudar al
estudiante de ciencias o ingenieria a comprender conceptos relacionados con puntos,
superficies, curvas, contornos y vectores en el espacio. Las actividades o ejercicios de-

sarrollados con un grupo de control y un grupo experimental (120 estudiantes en total)

10 Mecgee, D., Moore-Ruso, D., Ebersole, D., Lomen, D. & Quintero, M. (2012). Visualizing three-
dimensional calculus concepts: the study of a manipulative’s effectiveness. PRIMUS, 22(4), 265-283.
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no son novedosos, en el sentido de que pueden encontrarse similares en los libros de
calculo en varias variables. La novedad radica en el “manipulative”(el kit 3-dimensional)
usado para visualizar y comprender el ejercicio. Los autores usaron piezas metalicas,

magnéticas, de plastico y otras para construir un modelo del espacio coordenado.

A pesar de que el uso del kit 3-dimensional ha generado buenos resultados, los autores
consideran que nos son lo suficientemente significativos para hacer conclusiones sobre
su uso. Con relacion al trabajo algebraico no se tiene diferencias considerables de un
grupo a otro, en cambio el manejo geométrico es mucho mas claro con el grupo que

uso el kit.

Igual que en Koss (2011), la manipulacion del kit 3-dimensional lleva al estudiante a
acercarse a un ambiente real del calculo en varias variables. Una situacion similar a
la tesis propuesta. Los resultados mostrados en este articulo hacen suponer que la
tesis planteada en educacion matematica realista para este curso en particular, puede

producir interesantes efectos en la ensenanza y aprendizaje de las superficies.

1.1.6. Discovering calculus on the surface!!

La investigacion se desarrolla con 38 estudiantes de célculo en varias variables en el

ano 2011 y las actividades se desarrollaron en grupos de tres o cuatro estudiantes.

En este trabajo los autores “disenaron superficies reales y tangibles y las fabricaron con
un centro de mecanizado de control numérico computarizado con el fin de que estu-

diantes puedan descubrir propiedades clave del calculo en varias variables™? (Wang-

1 Wangberg, A. & Johnson, B. (2013). Discovering calculus on the surface. PRIMUS, 23(7), 627-639.
12 Thid,. p. 627.
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berg y Johnson, 2013). Las actividades realizadas consisten en que los estudiantes
respondan preguntas que les lleven a comprender diferentes conceptos del calculo
en varias variables y se responden en su mayoria usando las superficies disenadas y

construidas.

Los autores consideran que las herramientas computacionales pueden llegar a con-
fundir y distorsionar las relaciones graficas con los conceptos involucrados. Conjeturan
“que los desafios de identificar conceptos geometricos y sus relaciones pueden no
resolverse mediante el uso de mejores proyecciones visuales de superficies, sino tra-

bajando en las superficies reales™?® (Wangberg y Johnson, 2013).

Las actividades propuestas se desarrollan usando las piezas fabricadas, pero no se
hace explicito de qué manera los estudiantes llegan a los conceptos buscados. Se en-
fatiza en el trabajo con vectores, sobre todo en el vector gradiente para las superficies
fabricadas. El trabajo le aporta a la tesis en el sentido de poder usar superficies reales
para introducir o complementar la teoria a trabajar en el curso, pero las preguntas en
las actividades no son con un enfoque realista. Las superficies construidas a la manera
de esta investigacion pueden aportar a la comprensién del concepto de superficie en

los estudiantes.

1.1.7. Portfolio analysis for vector calculus'*

La consulta realizada deja ver que esta es una de las pocas investigaciones que se

acercan al estudio del calculo en varias variables desde un enfoque realista, aunque

13 fdem.

14 Kaplan, S. R. (2015). Portfolio analysis for vector calculus. PRIMUS, 25(1), 31-40.
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la propuesta de marco teorico no sea la Educacion Matematica Realista. El trabajo se
desarrolla partiendo de la teoria de temas econémicos, pero no es explicita una teoria

en educacion que se esté usando como marco teorico.

El autor busca la manera de introducir el analisis clasico de cartera de acciones en un
contexto econdmico en un curso de calculo en varias variables incluyendo supuestos
basicos, ejemplos practicos y fuentes de datos reales. Considera que al plantear a sus
estudiantes problemas relacionados con acciones, planes de jubilacidn, inversiones
mensuales, minimizacién del riesgo de una inversion, entre otras, la clase fue mucho
mas enérgica y comprometida que al plantear otros temas cubiertos en el curso. En
el articulo se detalla los diferentes términos del contexto econémico y financiero usa-
dos en el tema y se realizan calculos involucrados en los procesos. Las evaluaciones
del desarrollo del curso incluyen estos temas como los que mas les gustaron a los

estudiantes.

En la direccion de esta tesis, la vision realista del tema planteado en el articulo y la
percepcion de los estudiantes, permiten conjeturar que los resultados que lleguen a
obtenerse pueden ser de gran utilidad para la ensenanza y aprendizaje de las superfi-

cies en el calculo en varias variables.

1.1.8. Using the pottery wheel to explore topics in calculus

En el articulo se presenta la experiencia de aula sobre un “un proyecto en el que

los estudiantes crean solidos de revolucion con arcilla en una rueda de alfareria y

15 Farnell, E. & Snipes, M. A. (2015). Using the pottery wheel to explore topics in calculus. PRIMUS,
25(2), 170-180.
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estiman los volimenes de estos objetos utilizando sumas de Riemann™¢ (Farnell y
Snipes, 2015). Ademas se da atencion también a graficas de funciones de las que
no se tiene una expresion algebraica. Los autores consideran que el hecho de que
no se tenga una expresion, dio mas libertad a los estudiantes de tomar puntos que
definen una particion, llevando a que se tenga una comprension mas profunda de los
temas relevantes. Se da importancia al hecho de que los estudiantes puedan tocar los
solidos de revolucion que obtienen. El proyecto se implement6 en tres semestres en

por lo menos cuatro clases, cada clase entre 15 y 25 estudiantes.

Aunque los autores no hacen explicito el uso de la Educacion Matematica Realista
que se propone en esta tesis, tienen claro que el trabajo en contextos del mundo real
llevan a los estudiantes a adquirir experiencias valiosas y a desarrollar una intuicion
y comprension mas profundas. ldentificaron también que los estudiantes disfrutan (se

motivan) con las actividades en las que pueden palpar los objetos.

El trabajo se llevo a cabo en la linea de esta tesis, es decir, en educacion superior,
pero con estudiantes de calculo integral. Los autores sugieren desarrollar el proyecto
haciendo modificaciones como por ejemplo con otro tipo de superficies, como frutas,
objetos o esculturas reales, radiografias, entre otras, en el caso de no contar con rue-

das de alfareria.

1.2. La teoria APOS en calculo en varias variables

La investigacion para la construccion del estado del arte permiti6 identificar una buena

cantidad de articulos que toman como marco tedrico la teoria Action-Process-Object-

16 Tbid,. p. 170.
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Schema (APQOS), tanto en calculo en varias variables como en una variable. En esta
seccion se incluyen aquellos que le aportan a la tesis desde este marco tedrico y en
calculo en varias variables. Es valioso el proceso de analisis de los datos y construccién
de una descomposicion genética del tema de estudio, que pueden servir de guia en la

tesis.
1.2.1. Geometrical representations in the learning of two-variable functions!'’

Los autores destacan la importancia de tener en cuenta a las funciones en dos varia-
bles en las investigaciones y han comprobado que se tiene escasos trabajos al respec-
to; “muchos estudios tienen en cuenta algunas propiedades de las funciones en varias
variables pero pocos de ellos centran su atencion en las particularidades explicitas con
miras a estudiar su comprension por parte de los estudiantes™® (Trigueros y Martinez-

Planell, 2010).

La investigacion se desarrolld con nueve estudiantes al final del semestre a manera de
entrevista. Busca ampliar la literatura existente en estudios de calculo en varias varia-
bles analizando algunos factores geométricos, relacionados con la nocién de funcion
en dos variables que tienen los estudiantes. Se enmarca en la teoria APOS (accidn,
proceso, objeto, esquema) con el fin de examinar la construccion de objetos matemati-
cos involucrados en la construccion de funciones en dos variables y para describir
los resultados de la coordinacién de diferentes esquemas; también toma como marco

tedrico a las representaciones semiéticas de Duval (para la representacion y visualiza-

17 Trigueros, M. & Martinez-Planell, R. (2010). Geometrical representations in the learning of two-

variable functions. Educational Studies in Mathematics, 73(1), 3-19.
18 Tbid,. p. 3.
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cidn que llevan a procesos de aprendizaje). Se tiene en cuenta varios trabajos que han

partido de la Visualizacién como herramienta de estudio.

El trabajo busca responder las preguntas ¢ cuales son las concepciones de los estu-
diantes de planos fundamentales (paralelos a los planos coordenados) y como las usan
para construir ciertos subconjuntos del espacio que son necesarios para el analisis
grafico de funciones en dos variables? y ;cémo son las concepciones de los estudian-
tes de las graficas de funciones en dos variables relacionadas con su conocimiento del

espacio y sus subconjuntos?

Las actividades propuestas relacionan los ejes coordenados con puntos cardinales y
con ello se ubican puntos en el espacio. Se parte de curvas en el plano para construir
ciertas superficies y dada una superficie se pide identificar la figura en un plano que
se tiene al dar un valor fijo de alguna de las variables (identificar trazas). Se presentan

conclusiones sobre el razonamiento de los estudiantes.

Una caracteristica de las funciones en dos variables es su grafica. El conocer e inter-
pretar de manera plena las funciones en dos variables puede llevar a un manejo mas
amplio de las superficies, es decir, a un manejo analitico (por medio de expresiones
matematicas) de las superficies, complementando su uso en la vida profesional del
futuro ingeniero y ampliando el manejo de expresiones matematicas a otros contextos
de cursos de cualquier area de su formacion. Una de logros que se pretende obtener

con la tesis.
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1.2.2. Graphs of functions of two variables: results from the design of instruc-

tion'

Este trabajo es la continuacion de otros realizados por los autores en la misma direc-
cién. En esta oportunidad centran la atencion en que los estudiantes comprendan las
graficas de funciones en dos variables. Se preocupan por disefar un conjunto de ac-
tividades (instrucciones) que lleven a los estudiantes a construcciones especificas del
tema. Se trabaja a manera de entrevista de alrededor de 45 minutos con un grupo de
15 estudiantes. Durante la entrevista se pide, por ejemplo, solucionar algunas activi-
dades con la posibilidad de usar instrumentos que representen el espacio coordenado

(Kit 3D) usado también en otras investigaciones.

Los autores consideran que se ha dedicado poca atencion en la educacién matematica
a las investigaciones relacionadas con funciones en dos variables; aunque ha aumen-

tado considerablemente en los Ultimos anos.

Se concluye que la comprension de las graficas de funciones en dos variables esta
fuertemente ligada al esquema que los estudiantes construyen sobre R3. Se identifica
que es muy dificil para los estudiantes comprender las funciones en dos variables y

que se tiene mas dificultades que en cursos previos al de calculo en varias variables.

Una dificultad identificada en los estudiantes se dio cuando se les pidio representar

trazas de una funcién dada en planos diferentes a los planos coordenados. O cuando

19 Martinez, P. R. & Trigueros, G. M. (2013). Graphs of functions of two variables: results from the
design of instruction. International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 44 (5),

663-672.
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al reemplazar una sola variable por algun valor, la funcién completa se convertia en

constante.

Aunque el enfoque del trabajo no es en Educacion Matematica Realista (usa la teoria
APOS), la forma que se plantean las actividades, o la informacion sobre las actividades
encontrada en las entrevistas, permiten sugerir cual debe ser el enfoque realista de la
tesis para mejorar la comprension de la nocidn de superficie en los estudiantes de

calculo en varias variables.

1.2.3. On students’ understanding of the differential calculus of functions of two

variables?’

Los autores del articulo plantearon su investigacion siguiendo la teoria APOS y por
medio de entrevistas a 26 estudiantes de ciencias e ingenieria que acababan de tomar
un curso de calculo en varias variables en grupos diferentes de estudio de una mis-
ma institucion. Las entrevistas tenian en cuenta temas del curso que los estudiantes
habian visto hacia ya un buen tiempo. Las respuestas de los estudiantes y la manera
de enfrentar las actividades propuestas hacen ver que ello llegé a ser una debilidad del
proceso pues no tenian en mente (o completamente frescos) los temas sobre los que

eran interrogados.

Los temas centrales del trabajo son los conceptos de derivada parcial, plano tangente,
el diferencial, derivada direccional y sus interrelaciones, pero no se pone atencion a las

superficies como se hace en la tesis. Se muestran algunos trabajos que permiten iden-

20Martinez, P. R., Trigueros, G. M. & Mcgee, D. (2015). On students’ understanding of the differential

calculus of functions of two variables. The Journal of Mathematical Behavior, 38, 57-86.
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tificar un interés creciente en investigaciones en temas del calculo en varias variables

sobre todo en la nocion y comportamiento de funciones en dos variables.

Los autores identificaron que las expresiones algebraicas comunes suelen actuar como
obstaculos cognitivos que restringen la comprension de los estudiantes; sin embargo
se apoyan constantemente en el conocimiento sobre funciones en una variable con el
gue los estudiantes deben contar. Buscan generalizar el conocimiento en una variable

a varias variables en lo relacionado, por ejemplo, con el concepto de derivada.

1.2.4. Students’ understanding of the relation between tangent plane and direc-

tional derivatives of functions of two variables?!

La investigacion centra la atencién en la comprensidon de los estudiantes de las de-
rivadas direccionales de funciones en dos variables. Se realiz6 con 26 estudiantes
de ciencias e ingenieria que acababan de terminar un curso de calculo en varias va-
riables. El estudio se hizo por medio de entrevistas semiestructuradas y aplicando la
teoria APOS. Se analiza las construcciones mentales que los estudiantes eran capa-
ces de hacer, de las que tenian dificultad para hacer y las que parecian hacer en este

tema del calculo en varias variables.

Después de analizar algunos enfoques del estudio de las derivadas direccionales, los
autores consideraron importante enfatizar en el cambio vertical en el plano tangen-
te dado por la derivada direccional, consideran que este enfoque es apropiado para

ayudar al estudiante a comprender conceptos relacionados con funciones en dos va-

' Martinez, P. R., Trigueros, G. M. & Mcgee, D. (2017). Students’ understanding of the relation between
tangent plane and directional derivatives of functions of two variables. The Journal of Mathematical

Behavior, 46, 13-41.
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riables. Trabajan con los “planos de calculo”, es decir, trozos de planos tangentes en un
punto dado de la superficie como herramienta para ayudar a comprender los cambios

generados a la nocién de pendiente cuando se pasa a tres dimensiones.

Las preguntas de investigacion que guian este estudio son: ¢ cual es la comprension
de los estudiantes de la derivada direccional después de tomar un curso de calculo en
varias variables? ;qué construcciones mentales pueden utilizar los estudiantes para
comprender este concepto? y ¢cuales de estas construcciones mentales se pueden

deducir del trabajo de los estudiantes y cuales parecen causar dificultades?.

Entre los resultados encontrados con la investigacion, se tiene que los estudiantes no
conocen el calculo de pendientes en el plano, lo que lleva a dificultar la interpretacion
en tres variables. O que el calculo de la pendiente esta sujeto al uso de una formula,
es decir, la nocién de pendiente esta ligada a la razoén aritmética Unicamente. Eso
les indicd que el estudiante no habia construido la nocién de pendiente en el espacio
como un proceso (un requisito para comprender las funciones en dos variables). La
interpretacion geométrica de fijar una variable para la derivada en la direccion de la

otra variable, tampoco se dio con la mayor claridad.

Como en otras investigaciones, en este se hace referencia a la dificultad presente en
los estudiantes en el paso de dos a tres dimensiones, ahora con la nocién de pendiente.
Una situacion que se ha planteado en la tesis y que se ha identificado también en otros
trabajos de este estado del arte. Por otro lado, la representacion geométrica y el uso,
entre otros, de los planos fundamentales son de gran importancia en el desarrollo del

articulo. Tema que también se tiene en cuenta en la investigacion de la tesis. Con el
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articulo se identifica la importancia de que el estudiante tenga claro que una pareja
(x0,0) lleva al punto de la superficie (xq, yo, f(x0,y0)), l0 cual no fue claro para varios
entrevistados. Esto se refuerza con la propuesta de la tesis. De manera general, el
manejo grafico en tres dimensiones de lo que implica la derivada direccional fue una

situacion dificil para los estudiantes.

1.2.5. Students’ understanding of the general notion of a function of two varia-

bles??

La investigacion se realiza a manera de entrevista con un grupo de trece estudiantes
que habian tomado un curso tipico de calculo en varias variables en el semestre previo
y se enmarca en la Teoria APOS vy la Teoria de Representacion Semiotica. Los estu-
diantes entrevistados pertenecian a universidades de México y Puerto Rico. Segun los
docentes, de los estudiantes seleccionados, tres de ellos eran buenos, siete promedio

y tres débiles en matematicas.

El trabajo se enfoca en la comprension por parte del estudiante de aspectos formales
del concepto de funcion, y de las nociones de dominio, rango, unicidad del valor de
una funcion y posible naturaleza arbitraria de una relacion funcional, por medio de
preguntas o ejercicios de calculo en varias variables sobre los temas planteados. La
nocion de funcién en dos variables que se les dio a los entrevistados en su curso, se

enmarco en una generalizacién de la nocion de funcién en una variable.

Algunas de las conclusiones a las que se llega con el trabajo son que pocos estu-

2Martinez-planell, R. & Trigueros Gaisman, M. (2012). Students’ understanding of the general notion
of a function of two variables. Educational Studies in Mathematics, 81(3), 365-384.

29



diantes tuvieron la destreza de construir el concepto de funcidén en dos variables; la
mayoria tuvieron dificultad en identificar un dominio de una funcién en dos variables
(por ejemplo algunos veian el dominio como dos conjuntos separados por haber dos
variables) y se identificé también dificultad en el manejo de las coordenadas en R?. Se
identifica una necesidad grande en la falta de instrumentos que permitan al estudiante
comprender mejor nociones como dominio y rango de funciones en dos variables. Se
concluye también que la transicién del concepto de funcion en una variable a funcion
en dos variables no es directa y que los estudiantes que asimilan mejor el conjunto de

ternas en R?, comprenden mejor las graficas de funciones en dos variables.

Este trabajo es continuacion de otros realizados por los autores y se detalla muy bien
el manejo de la teoria APOS y la construccion de la descomposicién genética en este
tema. Las preguntas de investigacion planteadas son: ; Cuales son las construcciones
que los estudiantes necesitan con el fin de comprender las funciones en dos variables?
y ¢cudles de aquellas construcciones pueden ser asociadas con la comprension de la
nocion de dominio, rango, unicidad del valor de la funcion, posible naturaleza arbitraria

de una relacion funcional?

Como los autores lo manifiestan, el paso de tener funciones en una variable a tener
funciones en dos variables no es directo, por tanto la construccion de graficas de ellas
tampoco lo es. El identificar a una superficie como grafica de una funcion en dos va-
riables puede generar dificultades en los estudiantes, por tanto, entre otras cosas la
propuesta de investigacion buscara minimizar el impacto que puedan producir esas

dificultades.
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1.2.6. Using cycles of research in APOS: The case of functions of two variables*

Se presenta en este trabajo una investigacion bastante amplia que busca definir una
descomposicion genética para usar con los estudiantes para que puedan comprender
caracteristicas de las funciones en dos variables. La investigacion se realiza por medio
de tres ciclos de investigacion, que permiten refinar su propuesta y precisar conjuntos
de actividades. Se hace con estudiantes que acababan de terminar calculo multivaria-
do en carreras de ciencias e ingenieria. Cada ciclo de investigacion incluyd un nimero
diferente de estudiantes, el primer ciclo se hizo con 14, el segundo con 15 y el tercer
ciclo con 24 estudiantes pertenecientes al Instituto Tecnolégico Auténomo de México
(ITAM) y a la Universidad de Puerto Rico recinto Mayagiez. Se usoé la teoria APOS

como marco teorico.

La propuesta de modelo que aca se presenta se complementa con otras investigacio-
nes de los autores en la misma direccidn del tema del articulo y de temas complemen-
tarios o similares. Algunas de las conclusiones que se hacen en este articulo se toman

incluso de esas investigaciones.

Las actividades propuestas en el modelo se incluyeron después de varios semestres de
aplicarse (de analizar los ciclos de la investigacion), algunas se incluyeron debido a los
resultados observados. Aunque en el primer ciclo se identificé algunas dificultades en
la comprension de ciertos temas, no se incluyeron actividades conducentes a reforzar

esas debilidades debido a limitaciones de tiempo en el curso, en cambio se replanted

23 Martinez, R., P. & Trigueros, M., G. (2019). Using cycles of research in APOS: The case of functions
of two variables. Journal of Mathematical Behavior, 55(100687), 1-19.
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la forma de presentar el tema en la clase redistribuyendo su tiempo y presentando mas

ejemplos del tema.

El manejo de los planos fundamentales para construir curvas de nivel, proyecciones o
secciones trasversales de la superficie que tiene como grafica la funcion, es un tema

importante que se tuvo en cuenta en el segundo ciclo de la investigacion.

Los investigadores identificaron que los estudiantes que trabajaron en los conjuntos
de actividades propuestas, tenian mayor probabilidad de mostrar una concepcién mas
consistente de la nocién de funciones en dos variables que aquellos estudiantes que
no trabajaron las actividades. Dando a entender que construyeron una comprension

mas profunda de esta nocion.

A manera de conclusién, entre otras, se tiene que el manejo de las variables libres es
un tema que debe reforzarse para que los estudiantes asimilen mejor las caracteristi-
cas de funciones en dos variables. Existe debilidad en el manejo de R?, y eso dificulta
la compresion de las funciones en dos variables. Algunos estudiantes no relacionan la
grafica de una funcién con su diagrama de contornos. Expresiones algebraicas cono-
cidas o familiares actian como obstaculos para los estudiantes. No hay claridad de la
diferencia entre la grafica de la superficie completa y la grafica de la interseccion de la

superficie con un plano fundamental especifico.

El uso de los ciclos que propone la teoria APQOS, les permitié a los autores construir
actividades y material didactico para implementacion en el aula. Muchas actividades
se discutieron en clase y eso reflej6 mejor comprensién por parte de los estudiantes,

pero eso necesitaba de mayor tiempo en el aula de clase, con lo cual no siempre es
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posible contar. Una posibilidad de mejora del trabajo con los estudiantes, consideran
los autores, puede estar dada con versiones digitales de las actividades, pues la re-
troalimentacién seria inmediata. Se identificé que los estudiantes tienen dificultad para
pasar de representaciones verbales o graficas a representaciones algebraicas, y de

representaciones algebraicas y de tablas a representaciones verbales.

Con lo anterior es claro que este trabajo aporta en gran manera a la investigacion
desarrollada en la tesis. Por tratarse del calculo en varias variables y también porque
suministra informacién de las debilidades encontradas en los estudiantes, por ejemplo,
la representacion de regiones en R? y superficies en R? (una altura para un punto del
plano), los planos fundamentales y las intersecciones con la superficie. Temas a los

que se les ha dado importancia en la tesis.

1.2.7. The analysis of the understanding of the three-dimensional (Euclidian)

space and the two-variable function concept by university students

La investigacion se llevd a cabo en la universidad estatal de Ankara en Turquia con
seis futuros profesores de matematicas en educacion secundaria. Los estudiantes fue-
ron voluntarios que habian cursado satisfactoriamente sus asignaturas que incluian el
calculo en varias variables y la geometria analitica de su plan de estudio. Esta inves-
tigacion es de tipo cualitativo, se desarrollé por medio de entrevistas y se utilizé como

marco tedrico la teoria APOS.

Con este proyecto se busca analizar la comprension conceptual del espacio euclidiano

24 Sefik, O. & Dost, S. (2020). The analysis of the understanding of the three-dimensional (Euclidian)
space and the two-variable function concept by university students. Journal of Mathematical Behavior,

57(100697), 1-22.
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tridimensional y de las funciones en dos variables. Se plantearon dos preguntas, la pri-
mera: “;cual es la comprension de los conceptos de funcion de dos variables y espacio
tridimensional entre los futuros profesores de matematicas de educacion secundaria
que han tomado los cursos de geometria analitica y calculo?"?® (Sefik y Dost, 2020),
y la segunda ”;cuales son las estructuras mentales de los futuros profesores de ma-
tematicas de educacion secundaria que han tomado los cursos de geometria analitica
y calculo sobre los conceptos de funcion de dos variables y espacio tridimensional

dentro del contexto de la teoria APOS 776

Los investigadores usaron actividades de otros trabajos de investigacion en la misma
direccion, incluyeron una pregunta adicional y las adecuaron al turco para realizar su
analisis sobre las estructuras mentales que identifican en sus estudiantes y asi comple-
tar la descomposicidon genética que conforman las preguntas propuestas. Se analiza
cada una de las once preguntas planteadas a los estudiantes, se toma como referen-
cia algunas respuestas dadas para conjeturar sobre lo que esta sucediendo con la

entrevista.

Los investigadores identificaron que no fue facil para los estudiantes asignar una altura
a un conjunto de puntos del plano zy. De manera general se identificaron dificultades
en las siguientes actividades: identificar puntos del plano para un subconjunto de pun-
tos en el espacio, intersecciones de planos con objetos tridimensionales, establecer
una relacion entre el concepto de funcion en dos variables y el espacio tridimensio-

nal, representacion geométrica de expresiones algebraicas y relacionar la definicion

25 Thid,. p. 3.

26 [dem.
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de funcidn en dos variables con contextos de la vida diaria.

Por otro lado, los autores identificaron que la comprension conceptual del espacio tridi-
mensional y el concepto de funcidén en dos variables estaban muy relacionados. O que
los estudiantes asocian casi siempre el manejo algebraico para proceder con la solu-
cién de un problema. Esto les sugiere que es recomendable que se incluya la escritura
de expresiones algebraicas de los objetos en el espacio para mejorar la comprension

de ciertos temas por parte del estudiante.

De los resultados encontrados y conclusiones realizadas puede inferirse que la direc-
cién tomada en la tesis ayudara a comprender mejor el espacio tridimensional y las
funciones en dos variables, entre otros temas del calculo en varias variables. Este tra-
bajo le aporta a la tesis en el enfoque de las actividades propuestas y también en el

analisis de los resultados.

1.3. La necesidad de investigar e innovar en educacion superior

Varios autores consideran que la investigacion en ensefanza y aprendizaje del calculo
y principalmente en calculo en varias variables es escasa. Se ha identificado también
que una necesidad comun en educacion superior es la de innovar sus métodos de
ensenanza y aprendizaje. Algunos autores identificaron en sus investigaciones que los
cursos en educacion superior se desarrollan de manera tradicional y poco atractivo
para los estudiantes. En los articulos de esta seccion se veran reflejadas esas posicio-
nes y se identificara también que la direccidn que sigue la tesis puede ser valiosa para

mejorar los procesos de ensenanza y aprendizaje del calculo en varias variables.
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1.3.1. Changing attitudes to university mathematics through problem solving?’

Se desarrolla un trabajo de investigacion con un grupo de 44 estudiantes destacados
en matematicas de Ingenieria Industrial y de Sistemas (tercer a quinto semestre) de
la Universiti Teknologi Malaysia que consiste en enfocar los cursos hacia la resolucion
de problemas. Se busca identificar los cambios en las actitudes de los estudiantes al
plantear los cursos en esta direccidn. Los cambios de actitudes se identifican por medio

de encuestas sobre la matematica y la resolucion de problemas en la universidad.

Se encuentra que los docentes deben tener una mejor actitud sobre las capacidades
de los estudiantes. “ Lo que se ha demostrado en esta investigacion es que los méto-
dos de ensenanza formal estandar en la educacion superior pueden causar cambios
de actitud que son lo contrario de lo que se considera deseable por los matematicos™®
(Mohammad-Yusof y Tall, 1999). Los autores identificaron que “una mayoria (de estu-
diantes) declard actitudes negativas como la ansiedad, el miedo a nuevos problemas
y la falta de confianza. Durante el curso de resolucion de problemas los cambios fue-
ron casi todos en la direccion deseada. Durante los siguientes seis meses de clases
estandar de matematicas, casi todos los cambios fueron en la direccion opuesta™

(Mohammad-Yusof y Tall, 1999).

De manera general el trabajo plantea que el desarrollo de los cursos de matematicas

de manera diferente a la formal (que es comun en las universidades), como en este

2T Mohammad-Yusof, Y. & Tall, D. (1999). Changing attitudes to university mathematics through
problem solving. Educational Studies in Mathematics, 37(1), 67-82.

28 Ibid,. p. 81.

29 Tbid,. p. 67.
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caso por medio de la resolucién de problemas, genera en los estudiantes actitudes fa-
vorables para su motivacién y comprension de los temas. Estos valiosos hallazgos dan
luces para continuar en la investigacion propuesta en la tesis, pues refuerza la hipéte-
sis de que el trabajo desde una matematica realista o en contexto hara seguramente
que las actitudes de los estudiantes hacia el trabajo en calculo en varias variables y en
matematicas en general, sea mas ameno y permitira hacer aportes a la caracterizacion

del pensamiento matematico llevado a cabo en el proceso.

1.3.2. Using the onto-semiotic approach to identify and analyze mathematical
meaning when transiting between different coordinate systems in a multi-

variate context?’

El trabajo muestra un analisis desde el punto de vista del enfoque ontosemidtico de una
investigacion realizada con seis estudiantes que terminaban de ver el curso de calculo
en varias variables en una universidad de Estados Unidos. La entrevista tomo aproxi-
madamente una hora y media y se realiz6 después de que los estudiantes resolvieron

ciertos ejercicios.

Se pregunté a los estudiantes acerca de su comprension de la variedad de sistemas de
coordenadas y su relacion con las coordenadas rectangulares. Se enfatiza en la com-
prension que tienen los estudiantes de cuando una expresion en coordenadas polares,
representa una funcion de 6. Se busca una comparacion con el criterio grafico usado

en coordenadas rectangulares para saber si una expresion representa una funcion.

30 Montiel, M., Wilhelmi, M., Vidakovic, D. & Elstak, I. (2009). Using the onto-semiotic approach to
identify and analyze mathematical meaning when transiting between different coordinate systems in a

multivariate context. Educational Studies in Mathematics, 72(2), 139-160.
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Los autores consideran que existe poca investigacion en el area al afirmar que “inves-
tigaciones sobre la epistemologia y didactica en general de calculo multivariado son
virtualmente inexistentes y ésta es la razon por la cual no se hace una revision real de
la literatura sobre el tema™* (Montiel y col., 2009). El investigar en calculo en varias

variables lo consideran como un “nuevo territorio™? (Montiel y col., 2009).

Es muy clara la importancia del uso de diferentes sistemas de coordenadas en proble-
mas por ejemplo de integracion o para la parametrizacién de algunas superficies, sin
embargo en este trabajo solo se estudia la comprensién por parte de los estudiantes
de la relacion de esos sistemas de coordenadas con el sistema rectangular. La inves-
tigacion propuesta en esta tesis se plantea una ampliacion a ese trabajo y a los pocos
existentes en calculo en varias variables; ademas de que en la propuesta de esta tesis

no se maneja el enfoque ontosemiético.

1.3.3. The role of intuition in the solving of optimization problems??

La investigacion se desarrolla con 38 estudiantes universitarios que estan cursando
calculo diferencial. El objetivo es analizar la intuicion y el rigor en la solucién de proble-
mas de optimizacion, sin dejar de lado la formalizacién. La investigacion se pregunta
sobre la intuicién para optimizar (en la direccion de otros trabajos en los que se habla

de intuicién geométrica e intuicion analitica entre otras).

El trabajo se enmarca en el enfoque ontosemioético de Godino y Batanero y en la “cien-

31 Ibid,. p. 140.

32 Ibid,. p. 140.

33 Malaspina, U. & Font, V. (2010). The role of intuition in the solving of optimization problems.
Educational Studies in Mathematics, 75(1), 107-130.
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cia cognitiva de las matematicas” de Lakoff y NUnez. Se parte del supuesto de que la
intuicion es un vector en tres componentes, formado por la idealizacion, la generaliza-
cién y la argumentacion. Se usan las experiencias cotidianas, como la busqueda del
mejor camino al trabajo, para introducir la optimizacion en los estudiantes; se excluye
los problemas en los que el enunciado tiene la grafica explicita de la funcién objetivo

con el fin de evitar soluciones visuales Unicamente.

Se analizan varios tipos de resultados en el trabajo de los estudiantes, por ejemplo,
cuando solo mostraron la respuesta, usaron un lenguaje formal o encontraron el re-
sultado que se les pidié. Con ello los autores intentan justificar que los resultados
obtenidos son Optimos y demuestran el contar con una intuicion para optimizar por lo
menos en alguna parte del proceso. El articulo muestra algunos datos numéricos de

los resultados obtenidos y hace comparaciones sobre los tipos de problemas usados.

Los autores notan, entre otras situaciones, que el hecho de que los estudiantes usen
una intuicion para optimizar les lleva a considerar como Optima la respuesta que pre-
sentan sin haber justificado su valor aunque se les pida hacerlo. Se concluye que la
intuicion para optimizar si existe. Que el hecho de trabajar en grupos hace que los
estudiantes no justifiquen sus respuestas y que aunque se tenga algunos argumen-
tos explicitos, en ciertos pasos en la solucion del problema se identifica intuicion para

optimizar.

En el calculo en varias variables, la optimizacién es un tema muy importante y uno
de los mas usados en ingenieria. La relacién que se da entre las curvas y superficies

de nivel de la funcién a optimizar y la restriccion al usar multiplicadores de Lagrange,
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puede quedar mas clara si el manejo de las superficies por parte de los estudiantes es
preciso, haciendo que la comprension del método mejore. Es posible que una intuicion

bien manejada mejore las condiciones de trabajo en el aula.

1.3.4. Research on calculus: what do we know and where do we need to go?3*

El articulo hace un balance del estado de la investigacion en calculo con base a la
literatura consultada. Los autores percibieron en la literatura cuatro tendencias de in-
vestigacion: identificacion de conceptos erroneos, procesos por medio de los cuales
los estudiantes aprenden conceptos particulares, estudios o experiencias de aula e in-
vestigaciones sobre conocimientos, creencias y practicas de los maestros; todas ellas

buscando mejorar la ensenanza y aprendizaje.

La investigacion de la literatura existente permite identificar, por ejemplo, qué nuevas
areas de investigacion en calculo son necesarias; entre ellas la del calculo en varias

variables (Rasmussen y col., p. 512, 2014).

Se presenta una gran cantidad de referencias con investigaciones en temas del calculo
como derivadas, interpretacion de las derivadas, regla de la cadena o integrales para

funciones en una variable.

Los autores cuestionan los avances que se han dado después de muchos anos de
investigacion (por ejemplo de la derivada) en la practica docente. Muchos de los datos
mostrados en los articulos consulados resultan de realizar entrevistas, y en muchos

casos con un numero pequeno de entrevistados (lo cual también se cuestionan los

34 Rasmussen, C., Marrongelle, K. & Borba, M. C. (2014). Research on calculus: what do we know and
where do we need to go? ZDM Mathematics Education, 46, 507-515.
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autores). Se resalta la falta de conexion entre la teoria y la practica en los trabajos

analizados y propuestas de diferentes investigaciones planteadas.

Dada la seriedad del articulo, se afianza la confianza en desarrollar la tesis en el te-
ma propuesto. Tanto por la necesidad de investigar en el area, por tomar un tamano
significativo de muestra de estudio, o por la propuesta de relacionar mas de cerca la
realidad del estudiante con la matematica del curso de calculo en varias variables, la

tesis coincide con la investigacion mostrada en este articulo.

1.3.5. Calculus in European classrooms: curriculum and teaching in different e-

ducational and cultural contexts?

El trabajo es resultado de una investigacion realizada a manera de encuesta con sie-
te profesores universitarios: seis miembros del Comité Europeo de Educacién de la
Sociedad Europea de Matematicas y el tercer autor del articulo. Se indaga sobre el

estado del curriculo y la ensenanza del calculo diferencial en varios contextos.

Aunque el tema inmediato tratado en este trabajo se aleja del propdsito de la investi-
gacion a plantear en esta tesis, se incluy6 en el estado del arte por la insistencia que
hacen los autores en investigar en temas relacionados con el calculo, y de paso la en-
sefanza de la matematica en educacion superior. El analisis de la literatura realizado
por los autores, haciendo referencia a investigaciones en el area, les permite afirmar,
que “lamentablemente, no existe una fuente general sobre los diferentes desarrollos

historicos en los paises europeos que pueda ayudar a fomentar la comprension de las

35 Térner, G., Potari, D. & Zachariades, T. (2014). Calculus in European classrooms: curriculum and

teaching in different educational and cultural contexts. ZDM Mathematics Education, 46, 549-560.
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discusiones didacticas sobre el calculo, y una perspectiva europea sobre el curriculum

es una perspectiva bastante nueva™® (Torner y col., 2014).

Afirman también que seguramente las investigaciones realizadas no se encuentran en
el idioma inglés. Otra posicién encontrada es que “...ni un documento de discusion del

ICMI ni un volumen de estudio del ICMI abordan nuestro tema™™ (Térner y col., 2014).

Esto hace pensar que puede haber una necesidad urgente de investigar la ensenanza
y aprendizaje del calculo en varias variables y en particular la nocion de superficie. Y
la necesidad de ampliar la literatura existente sobre investigaciones en el area, sobre

todo en el idioma espanol.

1.3.6. First-year students’ beliefs about context problems in mathematics in uni-

versity science programmes?®

Con este trabajo puede identificarse con facilidad la gran utilidad en ensenanza y
aprendizaje que puede llegar a tenerse al desarrollar la investigacion planteada en
esta propuesta de tesis. A continuacion se dan algunos puntos de vista de los autores

y en la direccion de la propuesta de investigacion que se presenta.

El trabajo muestra un estudio realizado con 161 estudiantes de primer afo de la Fa-
cultad de Quimica y de Tecnologia Quimica, de la carrera de Ingenieria Quimica de la

Universidad de Ljubljana en Eslovenia. El estudio se enfoca en examinar las creencias

36 Ibid,. p. 549.

37 [dem.

38 Drobnic Vidic, A. (2015). First-year students’ beliefs about context problems in mathematics in
university science programmes. International Journal of Science and Mathematics Education, 13(5),

1161-1187.
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o percepciones de los estudiantes en el aprendizaje de las matematicas y en la solu-
cion de problemas por medio de 5 etapas: creencias sobre el profesor de matematicas,
creencias sobre sus competencias, creencias sobre la matematica misma, creencias

sobre la participacion activa y creencias acerca de problemas de contexto.

En el trabajo se sigue la nocidn de problemas de contexto como aquellas aplicaciones
o problemas no rutinarios con multiples pasos que los estudiantes pueden enfrentar en

su vida cotidiana o en un campo profesional.

Centrando la atencién en la ultima etapa del estudio, por ser de interés en la inves-
tigacion propuesta a desarrollar, puede destacarse como resultados encontrados, por
ejemplo, que los estudiantes con habilidades destacadas en matematicas (en ejercicios
rutinarios) no asumen los problemas de contexto de mejor manera que los estudian-
tes con menores habilidades en matematicas. En parte, porque las personas sienten

mayor placer en las actividades en las que son buenas.

Las creencias de los estudiantes sobre la matematica dependen también de la exi-
gencia en el programa de estudio. “Cuando (los estudiantes) se encuentran con un
problema de contexto con competencias y estrategias desconocidas, es probable que
se sientan incomodos, inseguros o quizas desconfiados. Como no estan acostumbra-
dos a lidiar con tales emociones, sus creencias sobre los problemas de contexto se
vuelven mds negativas en comparacion con las creencias matematicas generales™®

(Drobnic Vidic, 2015).

39Drobnic Vidic, A. (2015). First-year students’ beliefs about context problems in mathematics in
university science programmes. International Journal of Science and Mathematics Education, 13(5),

1161-1187, p. 1182.
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Tampoco puede concluirse que los estudiantes con percepciones negativas sobre los
problemas de contexto no tienen éxito en su solucion ni que los que tienen percep-
ciones positivas si son exitosos, pero queda claro que, “para mejorar la educacion
matematica terciaria en programas de estudio mas exigentes, necesitamos mejorar las
creencias de los estudiantes sobre los problemas de contexto™°. Por otro lado, “una
experiencia positiva de participacion activa en problemas de contexto planteados gra-

dualmente puede cambiar la sensacion de dificultad expresada por los estudiantes™!.

La investigacion permite afirmar que “las caracteristicas de los problemas de contexto
que parecen contribuir a su eficacia en términos de mejorar la comprension y, por tanto
los logros, se encuentran en la educacion matematica realista?. “Si los profesores
preparan problemas atractivos a un nivel adecuado de dificultad, los alumnos estaran

preparados para participar en tales actividades™3.

1.3.7. La docencia universitaria: realidad compleja y en construccion. Miradas

desde el estado del arte**

La investigacion se desarrolla en el marco de 153 referencias bibliograficas y analiza
el abordaje de la docencia universitaria, el trabajo y practicas docentes y la formacién

de los profesores en Iberoamérica.

Desde diferentes perspectivas se logra identificar la necesidad de “alternativas orien-

40Tbid., p. 1183.

bid., p. 1184.

2fdem

43dem.

#Londofio-Orozco, G. (2015). La docencia universitaria: realidad compleja y en construccién. Miradas

desde el estado del arte. Itinerario Educativo, 29(66), 47-85.
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tadas a lograr un trabajo mas pertinente por parte del profesor universitario, por per-
feccionar su ejercicio y por sefnalar practicas y destrezas que fortalezcan sus compe-
tencias docentes. Se destaca el interés por un cambio en la cultura docente universi-
taria’*® (Londono-Orozco, 2015). Se identifica que los docentes deben interesarse en
implementar mejores métodos de ensefanza. Se quiere “dar un papel protagonico al
estudiante y favorecer su desarrollo a nivel cognoscitivo, procedimental y actitudinal, e

incluso promover el desarrollo de su voluntad™®.

Los trabajos revisados dejan ver “claras preocupaciones en relacion con perspecti-
vas que enriquecen la discusion sobre la formacion de profesores universitarios™. El
articulo resenado destaca pues, la necesidad de innovar en el aula de clase en cursos
de educacion superior y la necesidad de llevar al estudiante por caminos atractivos
para él. Los cursos de matematicas, y en particular de calculo en varias variables no
pueden ser la excepcion en el intento de pensar en nuevas metodologias y herramien-

tas de ensenanza-aprendizaje.

1.3.8. Supporting students mathematical thinking in the learning of two-variable

functions through blended learning*®

Es claro para los autores que la nocion de funcidn en varias variables es muy importan-

te en matematicas y ayuda a comprender nociones de otras areas del conocimiento.

4Londofio-Orozco, G. (2015). La docencia universitaria: realidad compleja y en construccién. Miradas
desde el estado del arte. Itinerario Educativo, 29(66), 47-85, p. 54.

46Tbid., p. 53.

47Ibid., p. 62.

48Kashefi, H., Ismail, Z., Yusof, Y. M. & Rahman, R. A. (2012). Supporting students mathemati-
cal thinking in the learning of two-variable functions through blended learning. Procedia - Social and

Behavioral Sciences, 46, 3689-3695.
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Segun ellos la comprension del concepto y de las particularidades de las funciones
en dos variables por parte de los estudiantes, no ha logrado identificarse con claridad

debido a lo escaso de investigaciones en esta direccion.

Con la investigacion se busca dar soporte al pensamiento matematico de los estudian-
tes de calculo en varias variables, por medio de un modelo de ensenanza y apren-
dizaje de funciones en dos variables, apoyado en el aprendizaje combinado (blended
learning). Se mide también el impacto del entorno combinado en la ensefnanza de fun-
ciones en dos variables para la superacion de obstaculos de los estudiantes. El blended

learning combina formatos presenciales y virtuales de aprendizaje.

Se trabajé con un grupo de 59 estudiantes matriculados en calculo en varias variables
en la Universidad Islamica Azad de Kermanshah en Iran, durante tres semanas en
reuniones semanales de tres horas (dos presenciales y una en laboratorio). La inves-
tigacion tiene que ver con el capitulo uno del contenido del curso de calculo en varias
variables (multivariate calculus) ofrecido en esta universidad (un contenido muy similar
al ofrecido en las universidades colombianas). Los temas del curso se presentaban de
manera magistral y luego los estudiantes pasaban al trabajo de laboratorio en linea
para poder preguntar, solucionar actividades y discutir lo visto. Las actividades fueron

en linea pero las evaluaciones se hicieron de manera presencial.

Una actividad mostrada en el articulo y presentada a los estudiantes tiene que ver
con encontrar el dominio y rango de una funcién en dos variables (la actividad es muy
comun a los libros de texto tradicionales). Con esa actividad buscaban luego respon-

der a las preguntas como ¢,qué entienden los estudiantes por dominio y rango? ¢ qué
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hacen para encontrarlos? y ¢ cuales dificultades encuentran? El analisis de los errores
cometidos por el estudiante tuvo en cuenta el enfoque de pensamiento matematico que
involucra los conceptos matematicos, técnicas de manipulacion algebraica, notacion,

entre otros.

Con la investigacion se identifica que las debilidades en el conocimiento matematico
de funciones en una variable y las malas manipulaciones algebraicas son un obstaculo
considerable para aprender las funciones en dos variables. Segun los autores esos
obstaculos en las actividades propuestas fueron superados con el aprendizaje combi-
nado pues los estudiantes tuvieron la posibilidad de interactuar con herramientas y con
otros estudiantes. Se concluye que el uso de las herramientas interactivas ayuda a los

estudiantes a comprender las funciones en dos variables.

Aunque el articulo hace referencia al estudio de las funciones en dos variables, las
actividades mostradas y el analisis realizado tienen en cuenta Unicamente el dominio
y rango de estas funciones. En este trabajo se enfatiza que las dificultades para com-
prender caracteristicas de las funciones en dos variables, radican en gran parte en las
debilidades que traen los estudiantes de las caracteristicas de las funciones en una

variable.

En la direccién de la tesis, puede pensarse entonces que una manera de introducir los
temas de calculo en varias variables podria ser sin dependencia absoluta del conoci-
miento de calculo en una variable (otra podria ser retomar el calculo en una variable,
pero eso puede tomar mas tiempo). Por otro lado es valioso también para la tesis enfati-

zar por ejemplo en que el manejo preciso de las curvas en el plano zy puede hacer que
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se generen o construyan superficies en el espacio de una manera mas comprensible

para el estudiante.

1.4. El paso de dos dimensiones a tres dimensiones

En los cursos de calculo en varias variables parece asumirse que el paso de dos di-
mensiones (2D) a tres dimensiones (3D) es automatico para los estudiantes. Algunas
investigaciones han encontrado que no es asi. Ello sugiere la necesidad de detenerse
en la construccién de un método, o de herramientas que permitan la mejor compren-
sién de los estudiantes en este cambio de dimensiones. En los articulos que se pre-
sentan en esta seccion se identifico la dificultad en el paso de 2D a 3D en diferentes
temas del calculo en varias variables. Las debilidades encontradas en los trabajos son
insumo valioso para la construccion de actividades o herramientas en la ensefanza y

aprendizaje del curso.

1.4.1. Generalising calculus ideas from two dimensions to three: how multivaria-

ble calculus students think about domain and range®’

Con la investigacion se busca estudiar la manera en que los estudiantes de calculo en
varias variables, piensan o le dan significado al dominio y rango de funciones en una
y varias variables y como ellos generalizan esta nocion desde el caso una variable al

caso dos variables.

Este trabajo se desarrolla con 18 estudiantes voluntarios matriculados en calculo en

Dorko, A. & Weber, E. (2014). Generalizing calculus ideas from two dimensions to three: how mul-
tivariable calculus students think about domain and range. Research in Mathematics Education, 16(3),

269-287.
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varias variables en una universidad de Estados Unidos. Cada estudiante participé en
una entrevista semiestructurada que duré aproximadamente una hora. Se direcciona
la investigacidn hacia una generalizacion, relacionada con el dominio y rango de fun-
ciones en una variable a funciones en varias variables como marco teérico, desde una
perspectiva orientada al actor (actor-oriented perspective), es decir, de como los es-
tudiantes ven similitudes en situaciones matematicas, en contraste a una perspectiva
orientada al observador (observed-oriented perspective) en la cual las similitudes en

situaciones matematicas se identifican desde la vision de un experto.

Los autores identifican varios términos, para dominio y rango, usados por los estudian-
tes y parten de ellos para hacer el analisis del significado que le dan en las funciones
tanto de una como de dos variables. Se identificé que este no era un tema que se de-

tallara con atencion en el curso, por lo que los autores sugieren darle mas importancia.

La percepcion de los autores sobre los topicos de calculo en varias variables es que

son extensiones naturales de los topicos de calculo en una variable.

Este trabajo es uno mas entre los ya referenciados que incentiva la investigacion en te-
mas del calculo en varias variables. Segun los autores “mientras existe un gran cuerpo
de conocimientos sobre como los estudiantes entienden varios conceptos en el calcu-
lo de una sola variable, existen muchos menos estudios sobre la comprension de los

estudiantes de los conceptos de calculo en varias variables™ (Dorko y Weber, 2014).

Aunque este trabajo le aporta a la literatura en investigaciones en célculo en varias

*0Dorko, A. & Weber, E. (2014). Generalizing calculus ideas from two dimensions to three: how mul-
tivariable calculus students think about domain and range. Research in Mathematics Education, 16(3),

269-287, p. 269.
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variables, no hace referencia al estudio de las superficies en este curso. También le
aporta a la investigacion de la tesis en el sentido de cuestionar cémo los estudiantes

comprenden los diferentes conceptos de calculo en varias variables.

1.4.2. Students’ images of two-variable functions and their graphs®!

El trabajo indaga sobre las graficas de funciones en dos variables. Presenta un analisis
conceptual sobre las graficas de funciones en una variable que los estudiantes constru-
yen y la manera como extienden a graficas de funciones en dos variables. Por ejemplo
se direcciona la construccién de superficies partiendo de la grafica de una curva y pro-
vocando un barrido de ella de manera paralela a un eje dado por un parametro. Se
utiliza el analisis conceptual basado en el razonamiento cuantitativo covariacional para

construir una posible trayectoria de aprendizaje.

Con la investigacion se busca que los estudiantes vean una grafica de una funcion
como la representacion de variables que han covariado. Se indaga sobre la influencia
gue genera la comprensién de las graficas de funciones en una variable en la genera-
lizacion a graficas de funciones en dos variables, y se pregunta también sobre el papel

del razonamiento covariacional en esa generalizacion.

El trabajo se lleva a cabo con dos estudiantes que no habian tomado cursos de célculo
en varias variables. Se realiza un curso intensivo de tres semanas sobre razonamiento

cuantitativo y covariacional y se apoyé con el uso de un computador.

S'Weber, E. & Lockwood, E. (2014). The duality between ways of thinking and ways of understanding:
Implications for learning trajectories in mathematics education. The Journal of Mathematical Behavior,

35, 44-57.
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La investigacion desarrollada por los autores les permite concluir que “el proceso me-
diante el cual los estudiantes aprenden a representar las funciones de dos variables
no se ha explorado completamente™? (Weber y Lockwood, 2014) y que razonamien-
to covariacional con base cuantitativa permite a los estudiantes generar amplio co-
nocimiento sobre el tema tratado. Manifiestan también que los trabajos existentes no
especifican la manera cémo los estudiantes deben seguir su aprendizaje para com-
prender efectivamente las graficas de funciones en dos variables; o no abordan los
procesos mentales mediante los cuales los estudiantes podrian visualizar la grafica de
una funcion de éstas, limitandose a insinuar los esquemas que pueden ayudar a los

estudiantes.

Segun el estudio, las dificultades cuando se estudia el pensamiento (la comprensién)
de los estudiantes sobre las funciones, esta en pensar en cantidades asociadas a los
valores de las variables y cédmo esas cantidades cambian al tiempo en el caso de

funciones de dos variables.

En el trabajo se presentan algunas formas de como los estudiantes vieron la manera
de construir la grafica de una funcién en dos variables. Por ejemplo, como el barrido
provocado a una curva al variar un parametro dado en la funcién en una variable; o el
manejo de expresiones polindmicas como suma de funciones diferentes (cada término
del polinomio es una funcidn). Las funciones vectoriales o forma parametrizada de ellas

también son tema de discusién en el trabajo.

52Weber, E. & Lockwood, E. (2014). The duality between ways of thinking and ways of understanding:
Implications for learning trajectories in mathematics education. The Journal of Mathematical Behavior,

35, 44-57, p. 68.
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El nimero tan pequeno de participantes es una fuerte debilidad del proceso, pues

limita las afirmaciones que puedan llegar a hacerse.

Este trabajo se acerca mucho al planteado en la tesis y suministra informacion de la
manera como los estudiantes piensan los procesos de construccion de la grafica de

una funcién en dos variables.

1.4.3. Impact of explicit presentation of slopes in three dimensions on students’

understanding of derivatives in multivariable calculus®

La investigacion se hace con un grupo de 68 estudiantes de ingenieria de la Universi-
dad de Puerto Rico-Mayaguiez (UPRM) entre 2012 y 2013 (divididos en grupos de 36
y 32 estudiantes que constituyen en grupo experimental y grupo de control). Se sigue
las ideas de la teoria de registros de representaciones semidtica de Raymond Duval

como marco teorico.

En el trabajo se compara formas de presentar la nocion de pendiente para introducir,
por ejemplo, el concepto de derivada en funciones en una y dos variables. Se analiza
las posibles consecuencias de asumir que el estudiante hace el cambio, casi de manera

automatica, en el paso de 2D a 3D (dos dimensiones a tres dimensiones).

La investigacion realizada muestra que mientras en 2D se presenta un buen nimero
de interpretaciones de pendiente, en 3D es considerablemente menor. Los libros de

texto consultados hacen ver que se espera que el estudiante comprenda la nocion de

53Lee Mcgee, D. & Moore-Russo, D. (2015). Impact of explicit presentation of slopes in three dimensions
on students’ understanding of derivatives in multivariable calculus. International Journal of Science and

Mathematics Education, 13(Suppl 2), 357-384.
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pendiente y sus interpretaciones en 3D sin mostrarsela de manera explicita.

Las clases se desarrollaron de manera tradicional salvo aquellas en las que el gru-
po experimental hizo uso del material experimental. Los resultados de las pruebas
se identificaron por medio de entrevistas a algunos estudiantes clasificados segun su
rendimiento al momento de realizarlas y a lo largo del semestre en las clases y evalua-

ciones del curso.

La investigacion aborda las siguientes preguntas: ¢ Los estudiantes que experimentan
una presentacion explicita de pendientes en 3D pueden realizar tratamientos y conver-
siones consistentes con la comprension de pendientes en 3D en comparacion con los
estudiantes que no tienen tales experiencias? ¢;Los estudiantes que pueden realizar
tratamientos y conversiones con pendientes 3D pueden realizar tratamientos y conver-
siones consistentes con la comprension de derivadas en 3D en comparacion con los
estudiantes que no pueden realizar tratamientos y conversiones con pendientes 3D?
¢, De qué manera la inclusion de materiales de instruccion que abordan explicitamente
diferentes registros utilizados para representaciones relacionadas con pendientes sim-
ples en 3D impacta la capacidad de los estudiantes para tener éxito en el curso de

calculo multivariado?

Los resultados generales muestran diferencias considerables a favor del grupo que re-
cibié informacion explicita sobre pendientes (grupo experimental) versus el grupo que
no la recibid (grupo de control); los resultados de las tareas y evaluaciones fueron con-
siderablemente mejores para el primer grupo. Salvo en actividades que involucraban

manejo algebraico y numérico, el grupo experimental “fue cinco veces mas exitoso que
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el grupo de control™* (Lee Mcgee y Moore-Russo, 2015); principalmente en activida-
des que involucraban derivadas. El material experimental que usaron también mostré

favorecer la comprensién de los temas por parte de los estudiantes.

Algo que llama la atencion del articulo, y que se ha planteado en la tesis, es la nece-
sidad de investigar en calculo en varias variables. Los autores del articulo identificaron
muchos trabajos relacionados con la pendiente en dos dimensiones pero no encon-
traron trabajos en esta direccion para calculo en varias variables. Es valiosa también
la conclusion de que el mostrar varias representaciones de un mismo tema, ayuda a
mejorar la compresion por parte del estudiante del tema. La representacion analitica
de superficies planteada en la tesis se ha enfocado desde diferentes puntos de vista,
es de pensarse entonces que le aporta a la comprension de las superficies por parte

del estudiante.

Conclusiones del Capitulo 1

La preocupacion por investigar en educacion superior, buscando mejorar los procesos
de ensefnanza y aprendizaje, ha sido notable en los ultimos anos. Aun asi, la cantidad
de trabajos existentes en revistas reconocidas es todavia pequeno, por lo menos en
comparacion con otros niveles de formacion. Es claro, con la investigacion realizada en
la construccion del estado del arte, que investigar en educacion superior, y en particular
en calculo en varias variables, aportara significativamente a los procesos de ensefianza

y aprendizaje de la matematica y aportara considerablemente a la literatura existente.

%4Lee Mcgee, D. & Moore-Russo, D. (2015). Impact of explicit presentation of slopes in three dimensions
on students’ understanding of derivatives in multivariable calculus. International Journal of Science and

Mathematics Education, 13(Suppl 2), 357-384, p. 381.
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El tratar de hacer que los estudiantes comprendan los temas estudiados en el calculo
en varias variables, ha llevado a los investigadores a construir herramientas que el
estudiante puede manipular y eso ha dado buenos resultados. Hacer ver al estudiante
que muchas de las superficies dadas por una ecuacion de la forma z = f(z,y) o de la
forma f(x,y, z) = ¢, entre otras, son objetos que puede tener en sus manos o tenerlos
muy cerca, permite asimilar mejor los temas del curso, sobre todo de aquellos que

necesitan de una representacion grafica.

Los contextos reales o cotidianos para el estudiante, motivan, estimulan y mejoran el
aprendizaje por parte de los estudiantes. Algunos autores consideran que trabajar con
objetos reales puede ser mas Uutil para los estudiantes que trabajar incluso con un

computador.

Cuando el estudiante llega al calculo en varias variables, necesariamente se ve obliga-
do a enfrentarse al cambio de 2D a 3D. Las investigaciones muestran que es necesario
detenerse en ese cambio y no asumir que el estudiante lo hace de manera automatica.
El presentarle, por ejemplo, el espacio coordenado en el tablero, es decir, presentar-
le un objeto 3D en un espacio 2D, genera también obstaculos epistemoldgicos en el
estudiante. Trabajar con superficies y objetos que el estudiante puede ver, manipular,
poner en un lugar o en otro, parece que ayuda a disminuir el impacto negativo que en

muchos de ellos genera el paso de 2D a 3D.

Una forma de introducir los temas en varias variables (por ejemplo funciones) es ha-
cerlo apoyandose en el tema correspondiente a una variable. Algunas investigaciones

se han direccionado de esta manera. Es claro en este caso que su buen desarrollo
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depende del conocimiento que el estudiante tenga del tema en una variable, o qué
tanto recuerde de los cursos en una variable. Esto implica un manejo mas cuidadoso
pues puede generar obstaculos dado que no todos los estudiantes demuestran haber

asumido esos temas de la misma manera o con la misma precision.

En muchos temas de calculo en una variable se muestra una amplia gama de interpre-
taciones practicas o aplicadas (por ejemplo la nocién de pendiente). Eso parece haber
cambiado al llegar al calculo en varias variables. Investigaciones muestran que las in-
terpretaciones practicas motivan a los estudiantes en el tema de estudio. El calculo
en varias variables debe entonces presentar una buena cantidad de interpretaciones

practicas para los temas que se desarrollan, con el fin de motivar a los estudiantes.

Situaciones que llaman la atencion en la mayoria de las investigaciones realizadas
sobre calculo en varias variables, son el bajo niumero de individuos de estudio y la
condicién de los entrevistados, es decir, se toman entrevistas a estudiantes después
de haber visto el curso. El bajo nimero de individuos puede quitar precisién a las
recomendaciones que surgen de la investigacion. La condicion de entrevistados puede
hacer subjetivas las respuestas pues estan dadas sujetas a la buena o mala memoria

del estudiante, mas no al conocimiento mismo del tema.

En alguna investigacion se destaca la dificultad del estudiante para pasar de expre-
siones verbales o graficas a expresiones algebraicas. Considerando que el calculo se
desarrolla en su mayor parte por medio de la expresion algebraica de una funcion, es

vital darle importancia al paso de lo verbal y gréafico a lo algebraico.

La investigacion en la tesis centra la atencion, entre otras cosas, en iniciar el trabajo
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del aula con la representacién analitica de algun objeto para luego desarrollar un tema
de la clase. Por ejemplo, para encontrar el volumen de un sdlido, el estudiante debe
hallar inicialmente las expresiones matematicas de las partes que acotan el sélido,
para luego plantear las integrales. En Sefik y Dost (2020) se recomienda trabajar de

manera similar.

Apoyar el aprendizaje de los estudiantes por medio de objetos conocidos por ellos o
por medio de herramientas manipulables es un tépico que se fortalece en la literatura.
Este tdpico va en la direccion de la tesis, en el sentido de partir de objetos reales para
introducir su representacion matematica y el uso que se le da en diferentes temas.
Trabajos como los de Beckmann y Schlicker (1999) o Wangberg y Johnson (2013)
centran la atencion en construcciones manipulables y Farnell y Snipes (2015) o Mcgee
y col. (2012) usan herramientas que los estudiantes manipulan para introducir algun

tema del calculo multivariado.
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CAPITULO 2. MARCO TEORICO

Los fundamentos tedricos que soportan este trabajo surgen de la Educacion Matemati-
ca Realista, y se apoyan de manera explicita o implicita en ideas de otras propuestas
o teorias como la Matematica en Contexto, la resolucion de problemas, la visualizacion
o la propuesta DNR, de cuyas caracteristicas asumidas en el marco tedrico se habla

mas adelante.
2.1. Las superficies en el calculo en varias variables

En el calculo en varias variables, las superficies en R?, aparecen desde varios en-
foques. En estas lineas se busca fundamentar la nocién de superficie, identificando
aquellas diferentes formas de verlas en el espacio coordenado y que llevan a expre-
siones matematicas especificas, desde la vision presentada en los diferentes textos de
calculo en varias variables, por ejemplo, Thomas (2010), Larson y col. (1999), Mars-
deny Tromba (1991), Smith y Minton (2007), entre otros. Como también desde trabajos
mas formales como Katok y Climenhaga (2008), Stillwell (1992), Glaeser (2017), Abate

y Tovena (2012), entre otros.

En la literatura consultada se identifican cinco formas de ver a las superficies en el
nivel académico de un curso de calculo en varias variables del componente basico para
ingenieria. La primera forma que se presenta en este documento es como el conjunto

de puntos (z,y,2) € R3 que satisfacen una igualdad de la forma z = f(z,y) con f

o8



una expresion en x y y. La representacion grafica de una funciéon en dos variables!
esta intimamente asociada a las superficies en esta categoria. Vale destacar que las

funciones en dos variables juegan un papel fundamental en este curso.

Una segunda forma de ver las superficies, y que para ciertos casos incluye la anterior,
es como el conjunto de puntos (z,y, z) que satisfacen f(z,y,z) = ¢, con ¢ una cons-
tante. La diferencia con el caso anterior es que en éste, no necesariamente se tiene la
gréafica de una funcién en dos variables. Por ejemplo, z = 4 — 22 — 3? esta en el primer
caso (y también en el segundo: z + 2% + y* = 4), pero la expresion x> + 3> + 22 = 9
esta en el segundo caso pero no en el primero, pues no representa una funcién en dos

variables.

Siguiendo una direccién similar a las dos anteriores y usando que el estudiante ya ha
manejado expresiones de la forma y = f(x), cuya grafica es una curva en el plano
cartesiano, otra forma de ver a las superficies es como el resultado de girar la curva
alrededor de un eje especifico. Por ejemplo, si la expresion conocida tiene la forma y =
f(z) y se hace girar alrededor del eje x, entonces la superficie en R? asi formada esta
representada por la expresion y? + 22 = [f(g:)]Z. La diferencia con los casos anteriores

es que para éste se parte de una expresion conocida en el plano xy 2.

En Katok y Climenhaga (2008) se toma también como una manera de ver a las super-
ficies al resultado de incluir un mango (o asa) a una superficie dada, de manera similar

a la que un vaso se convertiria en una tasa al incluirle un mango.

Ver por ejemplo Thomas, p. 747 para la definicién de funcién en dos variables.

2En Larson y col. (1999), p. 1029 puede encontrarse méds expresiones de superficies de revolucién en

esta direccién.
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Para el caso que se estudia en esta investigacion, no se tienen en cuenta estas cons-
trucciones, pero si las que se obtienen a la manera de una expresion o funcion a trozos.

Por ejemplo, la funcién

|

,
1575 x2+y? 13 ; 2 2
—\/—52 \/1——25 +7 Sl <z +y §25,

flz,y) = 1 mjjgz —1 si

2at 4y -1 si or <a?+y? <4,

\

es la representacion de la parte superior de un diabolo de dos palos como el de la

S 1.2 +y2 S %’ (21)

AN,

figura:

Figura 1. Diabolo de dos palos.

Por ultimo, una forma adicional de ver una superficie, que se tendra en cuenta de
manera implicita en la investigacion, es por medio de ecuaciones paramétricas. En
Larson y col. (1999, p. 1338) se encuentra la siguiente definicién: si z, y y =z son
funciones en las variables v y v, continuas en un dominio D del plano uv, entonces se
llama superficie parametrizada (o paramétrica) al conjunto de puntos (x,y, z) dados por
r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Las ecuaciones x = x(u,v), y = y(u,v) y z = z(u,v)
se llaman ecuaciones parameétricas de la superficie. Por ejemplo, la esfera de radio 3

es la imagen de la parametrizacion
¢(u,v) = (3cosusenw,3senusenv, 3 cosv)

para D el rectangulo definido por0 <u <27y 0 <wv < .
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2.2. El pensamiento matematico y la resolucion de problemas

Segun Schoenfeld (2016), aprender a pensar matematicamente tiene dos caracteristi-
cas. La primera que se debe desarrollar un gusto, una motivacién por la matematica y
sus procesos, es decir, “valorar los procesos de matematizacion y abstraccion y tener
la predileccion por aplicarlos™ (Schoenfeld, 2016). Y la segunda, que se debe “desa-
rrollar competencia con las herramientas de la matematica y usar esas herramientas
al servicio del objetivo de comprender la estructura: construir sentido matematico™

(Schoenfeld, 2016).

La preocupacion de muchas instituciones en realizar analisis o disefar herramientas
en pro de la mejora de la educacién, suele darse, en gran proporcién, partiendo de
los resultados de mediciones de calidad realizadas en sus paises 0 en otros paises.
En algunos casos esos estudios se alejan de condiciones locales y pueden afectar el

rendimiento de los estudiantes.

El trabajo de Schoenfeld (2016) considera tener en cuenta cuatro puntos para este tipo
de analisis: malos resultados en pruebas, las altas tasas de desercién en matematicas,

los problemas de equidad y los cambios demograficos.

El interés en la investigacion para esta tesis, no es ajeno a las posiciones mostradas
en los parrafos anteriores, y en relacién con el anterior, centra la atencidén en algo que

puede considerarse, sino igual, mas fundamental. Ello es la motivacion del estudiante.

3Schoenfeld, A. (2016). Learning to think mathematically: problem solving, metacognition, and sense

making in mathematics (reprint). Journal of Education, 196(2), 1-38, p. 1.
Thid., p. 2.
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Una buena motivacion ayudaria a cambiar los altos niveles actuales, en muchas insti-
tuciones de educacion superior, en los dos primeros puntos planteados por Schoenfeld

(2016).

Por otro lado, en sus investigaciones, Santos-Trigo (2008), ha identificado que la re-
solucion de problemas puede verse como una actividad central en el desarrollo del
pensamiento matematico; o también que “la relacion de la educacion matematica rea-
lista con la resolucion de problemas se manifiesta en el reconocimiento que el mundo
real es una fuente o punto de partida para el desarrollo de los conceptos matemati-
cos™ (Santos-Trigo, 2008), lo que lleva a que “/a vision o perspectiva de la educacion
matematica realista, que resalta la idea de que los problemas sean vistos por los es-
tudiantes como situaciones auténticas para desarrollar el pensamiento matematico,

aporta las bases o elementos para promover la resolucion de problemas.”

Asi entonces, la vision de la tesis al trabajar con la Educacion Matematica Realista,
augura buenos resultados en la motivacion del estudiante y el desarrollo de su pensa-
miento matematico. Se busca entonces incentivar que el estudiante aprenda a pensar
matematicamente por medio de la motivacion que generen contextos cotidianos y rea-

listas.

Ahora bien, aprender a pensar matematicamente no solo involucra contar con gran

cantidad de conocimiento matematico del tema, sino también, como se cita en Santos-

5Santos-Trigo, M. (2008). La resolucién de problemas mateméticos: avances y perspectivas en la cons-
truccion de una agenda de investigacién y préactica. En: Memorias del seminario de Resolucion de Proble-
mas: 30 anos después del XII Simposio de la Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matemdtica,

1-27, p. 16.
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Trigo (2008), “incluye ser flexible y dominar los recursos dentro de la disciplina, usar
el conocimiento propio eficientemente, y comprender y aceptar las reglas tacitas de
juego™ (Schoenfeld, 1985). Debe entonces entregarse al estudiante, las herramientas

y estrategias de trabajo y cultivarle el afan de involucrarse en el curso.

Por otro lado, es claro que la nocién de problema y de resolucién de problemas pueden
tenerse desde distintos enfoques y no necesariamente con el mismo punto de vista de

profesores, investigadores o desarrolladores de curriculo (Santos-Trigo, 2008).

Desde la vision de investigadores como Falk de Losada (1980), Onuchic (1999), Rizo y
Campistrous (1997), Da Silva y Lima (2013), entre otros, y desde enfoques diferentes,
a un problema lo conforman aquellas situaciones que tienen un planteamiento inicial
y requisitos que llevan a transformarla; es un punto de partida para dar respuesta a
aquello de lo que no se tiene una, pero que debe resolverse. Los problemas deben
ser situaciones que estimulen al lector (resolutor), que sea interesante para €l y sin

respuesta inmediata.

La resolucion de problemas es el medio para la obtencién de nuevos conocimientos,
es el proceso que permite enfrentar situaciones inciertas que implican moverse por
conocimientos o procedimientos para llegar al aprendizaje, para apropiarse de nuevo

conocimiento. Es una forma de pensar.

Como se cita en Santos-Trigo (2008), por parte del estudiante, “/a resolucion de proble-
mas exitosa requiere del conocimiento del contenido matematico, del conocimiento de

estrategias de resolucion de problemas, de un automonitoreo efectivo, y una disposi-

6Schoenfeld, A. (1985). Mathematical Problem Solving. New York: Academic Press, p. xii.
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cion productiva a plantear y resolver problemas,” y por parte del docente, “la ensefianza
de la resolucion de problemas requiere aun mas de los profesores, ya que deben ser
capaces de promover tal conocimiento y actitudes en sus estudiantes... La ensefanza

en si misma es una actividad de resolucion de problemas.””

2.3. Educacion Matematica Realista (EMR)

El trabajo de los ingenieros se destaca, entre otras cosas, por aplicar la teoria en
la busqueda de solucion a los problemas de la sociedad en ambientes variados; la
corriente didactica Educacion Matematica Realista (Freudenthal, 1971, 1991), con la

que se trabaja en la tesis, se encamina en esta direccion.

Con esta corriente en la investigacion se busca, de alguna manera, la reinvencion de
la matematica que se hace en el curso y se enfatiza, por lo menos en algunos temas,

en la importancia de que éste debe surgir del sentido comun.

Enla EMR se plantea que “el aprendizaje de la Matematica, dentro y fuera de la escue-
la, sea una actividad desafiante en la que las aptitudes de los alumnos se aprovechen
de manera dptima, posibilitandoles construir el conocimiento matematico y las capa-
cidades que necesitaran mas tarde, tanto en su vida diaria como en la profesion que

elijan™ (Pochulu y Rodriguez, 2012). Esta es una posicién que deberia tenerse con

"Santos-Trigo, M. (2008). La resolucién de problemas mateméaticos: avances y perspectivas en la cons-
truccion de una agenda de investigacién y préactica. En: Memorias del seminario de Resolucion de Proble-
mas: 30 anios después del XII Simposio de la Sociedad Espanola de Investigacion en Educacion Matemdtica,

1-27, p. 16.
8Pochulu, M. & Rodriguez, M. C. (s.f.). Educacion matemdtica. Aportes a la formacién docente desde

distintos enfoques teoricos, p. 175.
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mayor énfasis en la educacion superior.

La implementacion de esta corriente en esta tesis busca alejar de practicas poco
didacticas a la ensenanza del calculo en varias variables y pretende ensefiar a ma-
tematizar los procesos en los que se ve inmerso el estudiante cuando se trabaja o se
involucran con superficies. Polya (1965) plantea, sobre los problemas que el estudiante
solucionaria, que “una de las primeras y principales obligaciones del maestro es no dar
a sus alumnos la impresion de que los problemas de matematicas no tienen ninguna

relacion entre si, ni con el mundo fisico™.

Autores como Bravo-Bohorques y col. (2016), Gravemeijer (1994), Gravemeijer y Door-
man (1999), Pochulu y Rodriguez (2012), P. Camarena y col. (2013), Sriraman y En-
glish (2010), Treffers (1993) y por supuesto Hans Freudenthal (1971) entre muchos
otros se han preocupado por hacer matematicas en un contexto real para los estudian-

tes.

La formacidn de un ingeniero requiere que la matematica que se ensefna perdure para
que pueda solucionar sus requerimientos. Freudenthal (1971) afirma que “no creo que
las matematicas desligadas a la realidad, puedan tener una influencia duradera en la
mayoria de los individuos... La gente suele olvidar lo que no esta relacionado con el

mundo en el que vive. "1°

La matematizacion es uno de los puntos importantes de la Educacion Matematica Rea-

lista. Las siguientes lineas buscan precisar el término para comprender mejor la forma

9Polya, G. (1965). Cémo plantear y resolver problemas. México: Trillas, p. 35.
0Freudenthal, H. (1971). Geometry between the devil and the deep sea. Educational Studies in Mathe-
matics, 3, 413-435, p. 420.
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en que se implementa en esta investigacion.

En Treffers (1987) se entiende la matematizacién como la “actividad organizadora y
estructuradora en la que se recurre a los conocimientos y habilidades adquiridos para

descubrir regularidades, conexiones y estructuras aun desconocidas.”*.

La matematizacion se hace en dos etapas. Una horizontal y otra vertical. La mate-
matizacion horizontal “conduce del mundo de la vida (la realidad) al mundo de los
simbolos™? (Freudenthal, 1991). La matematizacién vertical se mueve en el mundo
de los simbolos: “los simbolos son moldeados, reformados y manipulados, de manera

mecanica, comprensiva, reflexiva’*?(Freudenthal, 1991).

En Treffers (1987), en la matematizacion horizontal, “el camino hacia las matematicas
se allana mediante la formacion de modelos, esquematizando, simbolizando™*, y en el

caso vertical se ocupa del procesamiento matematico.

Los mundos a los que hace referencia Freudenthal no estan completamente demarca-
dos y no tienen un tamano especifico. Todo depende de la visién y profundidad con
la que se tomen las situaciones. Puede tenerse elementos de un mundo que estan
también en el otro. Para el matematico, los objetos matematicos pueden formar parte
del mundo de la vida (la cotidianidad), en cambio para un estudiante de ingenieria o de

matematicas, por ejemplo, perteneceran al mundo de los simbolos. “La distincion en-

Ureffers, A. (1987). Three Dimensions. A Model of Goal and Theory Description in Mathematics
Instruction. The Wiskobas Project. Dordrech, Holland: Reidel Publishing Company, p. 247.

2Freudenthal, H. (1991). Revisiting Mathematics Education. China Lectures. New York: Kluwer Aca-
demic Publishers. (A. J. Bishop, Ed. Reimpresion 2002), p. 42.

13[dem.

M Treffers, idem.
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tre matematizacion horizontal y vertical depende de la situacion especifica, la persona

involucrada y su entorno™?® (Freudenthal, 1991).

En Bressan y col. (2016) se identifica que en la matematizacion los estudiantes pasan
por distintos niveles de comprension “caracterizados por distintos tipos de actividades
mentales y lingdisticas. Estos niveles son: situacional, referencial, general y formal,
y estan ligados al uso de estrategias, modelos y lenguajes de distinta categoria cogni-

tiva, no constituyendo una jerarquia estrictamente ordenada™®.

La siguiente grafica, tomada de Bressan y col. (2016) sintetiza el proceso de matema-

tizacion:
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Figura 2. Niveles en la matematizacion'”.

Para el caso que nos ocupa, en el nivel situacional (que conforma la matematizacion

15Freudenthal, H. (1991). Revisiting Mathematics Education. China Lectures. New York: Kluwer Aca-
demic Publishers. (A. J. Bishop, Ed. Reimpresién 2002), p. 42.

6Bressan, M., A., Gallego, F., M., Pérez, S. & Zolkower, B. (2016). FEduca-
cion  Matemdtica  Realista, bases tedricas. Recuperado 23 de octubre de 2018 de
http://gpdmatematica.org.ar/publicaciones/. Fundacién Grupo Patagénico de diddctica de la Ma-

tematica, p. 6.

17fbid., p. 7.
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horizontal), el estudiante debera leer, comprender, interpretar, asumir como propio el

contexto, actividad o situacion realista'® presentada.

Ahora bien, los contextos pueden enfocarse en el conocimiento del tema especifico
(en la parte tedrica) o en su parte practica. Para el caso que nos ocupa, los contextos
centran su atencién en la parte practica, en la parte donde el estudiante tiene que

repetir procesos para afianzar el conocimiento.

Los contextos propuestos piden solucién a una situacién especifica con el fin de gene-
rar nuevo conocimiento, o de complementar, ampliar, perfeccionar el conocimiento que
ya tiene el estudiante, es decir, buscan ser una necesidad intelectual*® del estudiante

al estilo de Harel (2008b).

Ahora bien, para hacer que el estudiante llegue al nivel situacional, el docente debe
pasar antes por lo que Treffers (1987) llama, una exploracion fenomenoldgica®, es
decir, por una busqueda de contextos familiares, cotidianos, interesantes, fenédmenos
ricos para el curso, significativos y no pre-estructurados con vias a desarrollar nociones

intuitivas que lleven a la formacién de objetos matematicos.

La exploracion realizada para este trabajo, permite tener diversos contextos segun
el tema de estudio en el curso. Por ejemplo, sabiendo que el calculo se desarrolla

bajo la premisa de que las funciones en dos variables se grafican, derivan, integran,

BVid., p. 3.

9Harel, G. (2008b). DNR perspective on mathematics curriculum and instruction. Part II: with refe-

rence to teacher’s knowledge base. ZDM Mathematics FEducation, 40, 893-907, p. 897.
0Tveffers, A. (1987). Three Dimensions. A Model of Goal and Theory Description in Mathematics

Instruction. The Wiskobas Project. Dordrech, Holland: Reidel Publishing Company, p. 248.
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entre otras, la representacion matematica de objetos reales en los que el estudiante
debe conseguir o investigar sobre sus dimensiones o caracteristicas especificas, es un
contexto en el que se insiste en este trabajo. Se apunta con ello a que los estudiantes

“interioricen, retengan y organicen el conocimiento™ (Harel, 2008b).

La experiencia o practica repetida da como resultado “una fluidez o un procesamiento
sin esfuerzo, lo que impone una menor demanda de atencion consciente”* (Harel,

2008b).

Por otro lado, después de interpretar el contexto y asimilar la matematica (los temas)
con la que se va a trabajar, el estudiante pasa al nivel referencial (con el que se inicia
la matematizacion vertical). En este nivel el estudiante plantea representaciones, mo-
delos graficos, descripciones, procedimientos propios, entre otros, que esquematizan

el problema. Empieza a alejarse del contexto intuitivo e informal del anterior nivel.

Ahora bien, “una influencia decisiva proviene de las propias construcciones y produc-
ciones del estudiante en el proceso de aprendizaje™? (Treffers, 1987), por tanto, hacer
uso de sus construcciones y producciones que se dan en este nivel es esencial para

que aprenda a matematizar.

A este nivel, el estudiante plantea, al estilo de Bressan y col. (2016), un “modelo de"**.

2'Harel, G. (2008b). DNR perspective on mathematics curriculum and instruction. Part II: with refe-

rence to teacher’s knowledge base. ZDM Mathematics Education, 40, 893-907, p. 900.
22{dem.

BTreffers, A. (1987). Three Dimensions. A Model of Goal and Theory Description in Mathematics

Instruction. The Wiskobas Project. Dordrech, Holland: Reidel Publishing Company, p. 249.
2Bressan, M., A., Gallego, F., M., Pérez, S. & Zolkower, B. (2016). Educa-

)

citon  Matemadtica  Realista, bases tedricas. Recuperado 23 de octubre de 2018 de
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Es decir, una representacion de la situacion en las condiciones especificas suministra-

das.

Siguiendo con los niveles de comprension, en el nivel general se generaliza el nivel
referencial. Se enfoca la matematica hacia superar la referencia al contexto, es decir,
se busca que el estudiante identifique que la matematica presente puede usarse en
otros contextos similares al estudiado. Por ejemplo que la seleccién de un punto como
el origen del espacio coordenado no depende de las dimensiones del lugar donde
trabajo, pero que si puede ser importante su forma (por ejemplo cuando se tiene el

caso de coordenadas rectangulares).

De esta manera el estudiante identifica un modelo para segun Bressan y col. (2016).
Es decir, el estudiante identifica que después de analizar el modelo de del nivel refe-
rencial “surgen aspectos generalizables (de esos modelos) y puede concluir que son
utilizables en conjuntos de problemas homdlogos a los estudiados™®(Bressan y col.,

2016).

Cuando el estudiante llega al ultimo nivel, el nivel formal, trabaja de manera directa
con los conceptos, procedimientos, notaciones, etc, del tema del curso que se tenga
en cuenta. Por ejemplo, denota con R? al espacio tridimensional, usa el sistema de
mano derecha para el sistema coordenado, maneja la notacién [[ f(x,y) dA para una
R
integral doble sobre una regién R del plano =y, o [[[ dv para el volumen del sélido
Q

Q, entre otras. En cursos mas avanzados se esperaria que el estudiante realice una

http://gpdmatematica.org.ar/publicaciones/. Fundacién Grupo Patagénico de diddctica de la Ma-

tematica, p. 7.
251hid., p. 8.
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demostracion matematica. En esta investigacion, dado el nivel basico del curso no se

profundiza en este nivel.

De manera general con la matematizacién se busca despertar el andlisis matematico

en los estudiantes y desarrollar su capacidad de pensar matematicamente.

En el contexto de la labor realizada por los ingenieros, la matematizacion direcciona
a acciones de vital importancia como relacionar la informacion, descubrir caminos,
ejemplificar situaciones, usar un lenguaje adecuado, saber diferenciar en qué momento
se tiene urgencia de usar la matematica o no, reflexionar sobre cada situacién, abstraer,
esquematizar, formalizar, entre otras. Es decir, lleva a lo que Freudenthal (1991) llama

una “reinvencion guiada®.

En las lineas anteriores se hace referencia a que la matematizacion, desde el punto de
vista del estudiante, es clave en el proceso de la educacion matematica realista. Por
parte del docente, su actividad primordial seguin Freudenthal es la de “didactizar™’,
es decir, la actividad de organizar los procesos de ensenanza y aprendizaje a nivel
horizontal como a nivel vertical. “Horizontalmente, los docentes trabajan en torno a
fenomenos de ensenanza-aprendizaje que emergen en sus aulas y en las de otros;

verticalmente, reflexionan y generalizan a partir de estas situaciones hasta reinventar

Z6Freudenthal, H. (1991). Revisiting Mathematics Education. China Lectures. New York: Kluwer Aca-

demic Publishers. (A. J. Bishop, Ed. Reimpresién 2002), p. 47.
2"Bressan, M., A., Gallego, F., M., Pérez, S. & Zolkower, B. (2016). Educa-

cion  Matemdtica  Realista, bases tedricas. Recuperado 23 de octubre de 2018 de
http://gpdmatematica.org.ar/publicaciones/. Fundacién Grupo Patagénico de diddctica de la Ma-

tematica, p. 8.
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su propia caja de herramientas didacticas para facilitar la matematizacion™® (Bressan

y col. 2016).

En el marco de esta investigacion y sabiendo que en las carreras de ingenieria de la
mayoria de las universidades del pais, un curso de calculo en varias variables pertene-
ce al grupo de cursos de ciencias basicas, o de formacion basica para ingenieria, no se
espera que la matematizacion vertical realizada lleve a generar modelos matematicos
sofisticados; pero si que la manipulacion de los simbolos debe llevar, como minimo, a

que el estudiante comprenda la matematica involucrada en cada tema.

A manera de ejemplo, para el caso en el que se ocupa este trabajo, plantearle al es-
tudiante el identificar una expresién matematica (piense en (2.1)) que tiene asociada
un objeto especifico, forma parte de la matematizacion horizontal. Obtener la expre-
sién (2.1) y usarla, por ejemplo, para medir el volumen del objeto, forma parte de la

matematizacién vertical.

2.4. Aportes al marco tedrico de algunas teorias

En esta seccion se presenta la visién de algunas teorias o puntos de vista teoricos que

se toman como aporte al marco teérico de la investigacion.

2.4.1. La visualizacion

El trabajo en célculo en varias variables se facilita mucho si los estudiantes pueden
ver las superficies que por ejemplo, genera una funcion en dos variables z = f(x,y).

Pero ese trabajo no es simplemente el de ver o contemplar un objeto, sino también

281dem.
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el hecho de representar, modificar, relacionar con expresiones matematicas, transmitir
informacién de él, medir sus caracteristicas, entre otras acciones. Estas caracteristicas

hacen parte de la actividad de visualizacién en el proceso de aprendizaje del curso.

La visualizacion en esta propuesta hace referencia a la utilizaciéon de nociones ma-
tematicas del calculo multivariado en ambitos graficos, numéricos, algebraicos y de
calculo. En los contextos realistas que se proponen en este trabajo, la visualizacién
inicia desde el momento en el que se le entrega, ya sea fisica, graficamente o se des-
cribe, un objeto al estudiante. Contindia en el ambito numérico cuando el estudiante
debe encontrar las medidas que identifiquen el objeto para luego representar algebrai-
camente y proceder por ejemplo a identificar los puntos del plano zy que lo describen
por medio de esa expresion algebraica para encontrar su area superficial, su volumen

etc.

El estudiante tiene que asimilar que la visualizacion que él aplica se vera reflejada en
la interpretacion de lo que recibe y en la correcta transmision de los resultados que

deben partir de la informacion recibida.

En definitiva, ademas de ver el objeto solo como un objeto, el verdadero escenario de
la visualizacion para este estudio se tiene cuando se logra identificar caracteristicas

analiticas (aparte de fisicas) de ese objeto.

2.4.2. La matematica en el contexto de las ciencias (MCC)

La propuesta educativa de la Matematica en el Contexto de las Ciencias nace en 1982

en el Instituto Politécnico Nacional (IPN, México) con Patricia Camarena Gallardo como
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su principal exponente (G. P. Camarena (2012, 2015)). Ha sido trabajada por autores
como G. P. Camarena (2012, 2015), Muro (2004), Olazabal (2005), De Pavia (2006),
Neira (2012), P. Camarena y col. (2013), entre otros, y segun su creadora con “resulta-

dos satisfactorios sobre la ensenanza de la matematica™® (P. Camarena y col. (2013)).

Aunque la Educacién Matematica Realista es la teoria tomada como base en el marco
tedrico de este trabajo, se quiso vincular en esta investigacion a la MCC, dada su
similitud con la EMR y también debido a la poblacion de donde se ha conseguido
algunos resultados. Es de esperar que si la MCC surge de una poblacion que vive
en ambientes sociales y econdmicos similares a la poblacion muestra de la tesis, se

obtengan resultados confiables y valiosos.

La vision de la Matematica en Contexto de las Ciencias es “proveer a los estudiantes
de las herramientas necesarias que le permiten enfrentar exitosamente problemas que
requieren de capacidad analitica e innovacion” y también “acercarlo a la resolucion de
problemas reales garantizando una sdlida formacion en matematicas contribuyendo
en la comprension y resolucion de fenémenos relacionados con la ingenieria™® (P.

Camarenay col. (2013)).

La MCC busca trabajar con contextos que partan de areas del conocimiento distintas
a la matematica. Ahora bien, es claro que la ingenieria involucra varias areas del co-

nocimiento con las que la matematica deberia ir de la mano. Pero debe tenerse en

P Camarena, P., Trejo, E. & Trejo, N. (2013). Las matematicas en la formacién de un ingeniero: la
matematica en contexto como propuesta metodolégica. Revista de Docencia Universitaria, 11 (especial),

397-424, p. 398.
30 Thid., p. 399
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cuenta también que esta relacion se refleja en mayor proporcion cuando el estudiante
ha pasado por cursos del area profesional. En tercer semestre el estudiante aun no

cuenta con muchas herramientas que le permitan identificar con claridad esta relacion.

En la direccion de la MCC, los contextos del calculo mutivariado con los que se tra-
baja en la tesis no necesariamente involucran areas especificas de la ingenieria, sino
que se parte de situaciones reales pero cotidianas para el estudiante (pagina 3). Aun-
que los contextos trabajados no involucran directamente otras areas del conocimiento,
aseguran una transferencia del conocimiento matematico de forma general, buscando
suministrar bases que lleven a una formacion integral necesaria para los ingenieros y

un desarrollo de analisis y busqueda de instrumentos para dar solucion a un problema.

La MCC plantea que el proceso de ensenanza y aprendizaje cubre cinco fases in-
fluenciadas por factores de tipo emocional, social, econémico, politico y cultural. En la

grafica se muestra la relacion entre esas fases:

Factores culturales Factores politicos
FASE
DIDACTICA

Factores sociales

EPISTEMOLOGICA

Figura 3. Fases de la Matematica en el Contexto de las Ciencias 31

31Camarena, P., Trejo, E. & Trejo, N. (2013). Las matematicas en la formacién de un ingeniero: la
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Para lo que ocupa a esta investigacion y pensando complementar el marco tedrico
que proporciona la EMR, se centra la atencion entonces en la fase didactica o también
conocida como Matematica en Contexto. Esta fase es la mas desarrollada en las
investigaciones existentes y se ha aplicado en problemas parecidos al que se estudia
en esta tesis, por esta razén no se tienen en cuenta las otras fases de la propuesta en

este marco tedrico.

En la Matematica en contexto se pide al estudiante trabajar con una matematica con-
textualizada. Para efectos de la tesis, y en la direccion de la seccidn 2.3, los contextos

son realistas como se tomaron en la pagina 3.

La Matematica en Contexto (o fase didactica), ademas de fungir como estrategia didacti-
ca, permite seguir un proceso metodoldgico para contextualizar la matematica a en-
sefnar. Este enfoque plantea nueve etapas para desarrollar la fase. A continuacion se

transcriben tal como estan en P. Camarena y col. (2013, p. 403):

|. Determinacién de los eventos o problemas matematicos contextualizados.
Il. Planteamiento del evento o fendmeno contextualizado.

[ll. Determinacion de las variables (dependientes, independientes y controladas) y

las constantes del problema.

IV. Inclusién de los temas y conceptos matematicos para abordar el desarrollo del
modelaje y su solucion, asi como los temas indispensables de las disciplinas del

contexto.

V. Determinacion del modelo matematico.

matemdtica en contexto como propuesta metodoldgica. Revista de Docencia Universitaria, 11 (especial),

397-424, p. 402.
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VI. Solucién matematica del problema.

VIl. Determinacion de la solucién requerida por el problema en el ambito de las disci-

plinas del contexto.

VIII. Interpretacion de la solucion en términos del problema y areas de las disciplinas

del contexto.

IX. Descontextualizacion de los conceptos y temas a tratarse en el curso.

En el marco de la Educacién Matematica Realista, las Gltimas ocho etapas se agrupan
en los niveles de comprensién que se describieron en la seccion 2.3. En la siguiente
grafica se presenta la forma como la Matematica en Contexto se inmersa en la EMR

desde esta tesis:

Etapas Nivel
Formal
VIII, IX
Nivel
General

Etapas Nivel
IV, V. VI, VII Referencial

Etapas Mivel
II,III Situacional

Matematica en Contexto Matematizacion

Figura 4. la Matematica en Contexto y la EMR.

Es claro que la matematica en contexto no centra la atencion de manera explicita en
la formalizacion de los temas estudiados, en el sentido del formalismo matematico o
de la manera que lo busca el nivel formal de la matematizacién. Por ese motivo las
etapas ocho y nueve llevarian a los niveles general y formal, en el sentido de que
la descontextualizacién ayuda a construir los modelos para y si el tema de estudio lo
permite amplia la interpretacion que puede darse a la solucion encontrada al problema.
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Desde este punto de vista, la matematica en contexto por medio de sus etapas direc-
ciona el trabajo propuesto a los estudiantes para incentivar el alcance de los niveles
de comprensidn presentes en la matematizacion. Es claro también que desde la ma-
tematica en contexto se enfatiza en el nivel referencial, en la construccion del modelo
de. Esto es justificable desde el punto de vista de la busqueda de una comprension
firme, duradera y organizada de las herramientas que llevaron al planteamiento de sus

primeros modelos en cada tema seleccionado del curso.

La matematica en contexto ademas de fungir como estrategia didactica, permite seguir
un proceso metodoldgico para contextualizar los temas seleccionados del curso. Desde
la vision de la tesis, el éxito del contexto seleccionado para que pueda desarrollar las
competencias en los estudiantes y les motive a mantenerse en éste y futuros cursos,
tiene que ver con su eleccion adecuada y con la guia del profesor al momento de que

los estudiantes resuelvan el evento.

El hecho de tomar contextos realistas como se plantean aca, no obliga al estudiante
a depender de lo que haya estudiado pasado un tiempo o de temas nuevos que pue-
den generar obstaculos innecesarios para comprender y analizar lo involucrado en los

temas de este curso.

Segun Gravemeijer y Doorman (1999), los problemas en contexto son la base para
la progresiva matematizacion, la caracteristica principal de la Educacion Matematica

Realista, de la que se hablé en la seccion 2.3.
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2.4.3. Del modelo didactico DNR: necesidad y repeticion

La instruccion basada en DNR (duality, necessity, and repeated reasoning) fue desa-
rrollada por Guershon Harel de la Universidad de California, San Diego, en trabajos
de investigacion realizados desde aproximadamente 1990 hasta 2001. En 2008 con
los trabajos Harel (2008a) y Harel (2008b) se consolida la propuesta de dicho modelo
didactico. Desde entonces, autores como Stylianides y Stylianides (2009), Davis y col.
(2009), Sriraman y English (2010), Zawojewski y col. (2013), Thompson (2013), Weber
y Lockwood (2014), Bakar y col. (2018), Harel (2021), entre otros, han usado o hecho

referencia a los trabajos de Harel en esta direccion.

El modelo DNR no es un marco central para el trabajo de investigacion que se de-
sarrolla en esta tesis. Se tiene en cuenta aca unicamente el enfoque centrado en la
necesidad intelectual y el razonamiento repetido que la propuesta plantea debe in-
dagarse y proponerse en el estudiante. En adelante se presenta entonces una vision

general de estas caracteristicas en el modelo de Harel.

El marco teérico DNR en matematicas se acerca mucho al manejo de la ensefanza
de la matematica en educacion superior pues esta “basado en la investigacion, inten-
ta entender los problemas fundamentales en el aprendizaje y la ensenanza de ma-
tematicas, y utiliza esta comprension para desarrollar nuevos productos curriculares
potencialmente eficaces™? (Sriraman y English, 2010) y se ha aplicado por lo menos

en cursos de algebra y célculo multivariado en educacion superior. Su aplicaciéon en

32Griraman, B. & English, L. (2010). Theories of mathematics education. Berlin Heidelberg: Springer-
Verlag, p. 344.
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contextos del aula le da fortaleza y facilita el empeno buscado en la investigacion para

la tesis que en este documento se presenta.

El modelo de Harel busca, en lugar de ver las matematicas en términos de asuntos??,

verlas como herramientas conceptuales?*.

El hecho de suponer que los estudiantes llegan a fortalecer y ampliar las bases que
traen (en lugar de suponer que llegan sin conocimiento), es un tema valioso en la
posicion DNR. La necesidad intelectual de complementar y ampliar sus conocimientos,
puede ayudar a repensar actividades y propuestas de trabajo en un curso de calculo

en varias variables y en particular en el manejo de las superficies.

El trabajo tampoco debe limitarse a un Unico ejemplo o Unico ejercicio. Practicar el
razonamiento repetido propuesto por Harel con el fin de interiorizar las maneras de ver
las superficies para el caso que aca interesa y por medio de los contextos realistas y
no rutinarios, seguramente llevara al estudiante a matematizar de manera duradera su

manejo y desarrollar mas efectivamente su pensamiento matematico.

A continuacion, se pretenden dar claridad a los términos necesidad intelectual y razo-
namiento repetido con relacién a la posicion asumida en esta investigacién. La infor-
macidn que se presenta en las secciones surge de la posicion del autor del modelo y

se tomaron de Harel (2008a) y Harel (2008Db).
Necesidad intelectual

El hecho de que un individuo o una comunidad llegue a tener un conocimiento es-

33Solamente en términos de definiciones, propiedades, teoremas entre otras.

34 as construcciones o pasos que llevan a los objetos mateméticos.
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pecifico de algo, se da por la existencia de una situacion problémica® inmersa que
pedia solucién. Si el conocimiento actual no permite responder a la situacion problémi-
ca presentada entonces se debe generar nuevo conocimiento para responderla. La
situacion problémica en el estado anterior a la generacién de ese conocimiento es una

necesidad intelectual para el individuo (0 comunidad).

Ahora bien, si por algun motivo, por ejemplo incapacidad, falta de interés, etc., el es-
tudiante no alcanza el conocimiento necesario, entonces la situacion problémica no es
aun, una necesidad intelectual para él. Pero si el estudiante es consciente de que el co-
nocimiento es justificacion para responder a la situacion problémica, entonces alcanza

una justificacion epistemoldgica®® para la creacion del conocimiento.

Por otro lado, la motivacidén es un tema que esta presente y de manera paralela a la
necesidad intelectual, pero los dos son temas diferentes. La primera tiene que ver “con
el deseo, la voluntad, el interés, la autodeterminacion, y demas de las personas™’ (Ha-
rel, 2008b) para solucionar un problema. La segunda tiene que ver con la generacion

de conocimiento a partir del conocimiento que el individuo tenga.

En su pagina 905, Harel (2008b), clasifica las necesidades intelectuales en cinco ca-
tegorias: la necesidad de certeza, necesidad de causalidad, necesidad de calculos,

necesidad de comunicacién y la necesidad de conexidn y estructura. Desde el pun-

35En la tarea que nos ocupa, la situacién problémica (o problema) hace referencia a una pregunta o
contexto que interrogan sobre un tema especifico de la matemética pero en un ambiente de la realidad.
36« Las justificaciones epistemoldgicas se refieren a la génesis del conocimiento, a las razones percibidas

de su nacimiento a los ojos del aprendiz”Harel (2008b) p. 897.

3THarel, G. (2008b). DNR perspective on mathematics curriculum and instruction. Part II: with refe-

rence to teacher’s knowledge base. ZDM Mathematics Education, 40, 893-907, p. 898.
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to de vista de la motivacion, en este trabajo se considera valioso enfatizar, en primer

lugar, en contextos que lleven a necesidades de causalidad.

Los cursos de calculo, en particular el de varias variables, centran la atencién en el
trabajo con funciones. Por ejemplo, una funcién f(z,y) > 0 esta presente en la integral
[[ f(x,y)dA cuando se mide el volumen de un sélido especifico. La precisién de la
R
medida obtenida depende, entre otras cosas, de la correcta restriccion del dominio
de la funcién para identificar los limites de integracion; de la correcta identificacion de
ese subconjunto del dominio que genera el sélido o sus caracteristicas especificas.
Los contextos planteados deben llevar a necesidades de causalidad con las que el
estudiante identifique la causa de los cambios en la funcion, y a la vez del sélido, al

modificar la region de integracion o no identificarla con precision.

Por otro lado, parte de la comprension de los procedimientos, analisis realizado, in-
terpretaciones identificadas, deducciones logradas, por parte del estudiante, se ven
reflejados en los resultados que ellos entregan. O si son capaces, por ejemplo, de
identificar sus cambios al modificar las hipotesis iniciales del contexto. Asi entonces,
en segundo lugar, las necesidades de calculos son en las que también se enfatiza en

este trabajo.

No hay que dejar de lado de todas formas, que el estudiante esté convencido de la
certeza de alguna afirmacion o resultado encontrado. Por ejemplo, debe ser cierto
para el estudiante que la restriccion del dominio de una funciéon es necesaria para
caraterizar una superficie especifica, por ejemplo, para unir dos superficies diferentes.

O que los limites de integracién, segun las funciones a integrar, le dan la forma lateral
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al sélido al que se medira su volumen. Los dos anteriores son algunos de los temas en
los que los estudiantes no tienen certeza plena y es importante identificar necesidades

de certeza para fortalecer la formacion del futuro ingeniero.

Razonamiento repetido Este principio busca que el docente se “asegure de que sus
estudiantes interioricen, retengan y organicen el conocimiento™® (Harel, 2008b). La
experiencia o practica repetida da como resultado “una fluidez o un procesamiento sin

esfuerzo, lo que impone una menor demanda de atencion consciente™® (Harel 2008b).

El razonamiento repetido no hace referencia a la mera accion de solucionar ejercicios
no rutinarios muchas veces. Las actividades planteadas deben incitar al estudiante a
pensar todo el tiempo en la situacion y su solucion. Debe responder a las necesidades
intelectuales del estudiante y a la construccion autbnoma y espontanea del conoci-

miento.

El curso de calculo multivariado, en lo relacionado con las superficies, tiene temas en
los que debe enfatizarse y a la vez practicar repetidamente con el fin de que el estudian-
te interiorice el concepto y manejo. Por ejemplo, las expresiones de la forma z = f(z, y)
que estan presentes desde inicios del curso hasta las integrales de superficie, es decir,

en practicamente todo el curso.

En la investigacion se enfatiza en la representacion analitica de superficies por medio

38Harel, G. (2008b). DNR perspective on mathematics curriculum and instruction. Part II: with refe-
rence to teacher’s knowledge base. ZDM Mathematics Education, 40, 893-907, p. 900.

39Tdem.
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de expresiones de la forma z = f(z,y), 0 de manera mas general

(

fl(x7y> si (x7y)ER1

fi(xy)  si(z,y) € R,

\

para algun j € N (en la seccion 3.5.2 se justifica este énfasis). Siendo consciente de
las debilidades con el manejo de estas expresiones por parte de los estudiantes, el
razonamiento repetido es clave para identificar cdmo el estudiante esta desarrollando

su pensamiento matematico .

Conclusiones del Capitulo 2

Desde la vision de ensenanza y aprendizaje del calculo multivariado, esta investigacion
no se enfoca en la totalidad del conocimiento sobre las superficies, sino que lo hace
Unicamente hacia la parte practica, hacia el uso de las superficies y sus formas de
verse en el desarrollo de los temas del curso. Se quiere complementar el desarrollo del

programa por medio de la motivacion.

Partiendo de la cotidianidad, de la vida diaria, del mundo en el que se mueve el estu-
diante de calculo en varias variables, se hace presente el planteamiento de problemas
y su resolucién en busca de motivar, retener, estimular a los estudiantes en el curso y
de tal manera que se logre identificar un avance en el desarrollo de su pensamiento

matematico.

Con la identificacion del alcance obtenido en los niveles de matematizacion, por parte

de los estudiantes, se busca caracterizar los avances en el desarrollo del pensamiento
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matematico involucrando contextos realistas. Las etapas planteadas por la matemati-
ca en contexto complementan el proceso seguido en los niveles de matematizacion

propuestos por la educacion matematica realista.

La motivacion del estudiante, importante para Schoenfeld o Harel, por ejemplo, es la
base para justificar esta investigacion. Actualmente los estudios de desercion y pérdida
de cursos en educacidn superior muestran, entre otras situaciones, que la falta de moti-
vacion en las clases es un factor importante que aumenta los indicadores de desercion

y pérdida de los cursos (ver, por ejemplo, Rodriguez, 2019).

Incentivar la motivacién en los estudiantes es entonces una tarea primordial para poder
continuar con el analisis del desarrollo del pensamiento matematico y es el camino para
gue una situacion problémica se convierta en una necesidad intelectual, logrando que

los estudiantes no se queden con la justificacion epistemoldgica Unicamente.

Es de anotar que con una participacion desmotivada del estudiante, es poco probable
gue se tenga resultados de analsis valiosos en pro de identificar el desarrollo del pen-
samiento matematico, o de generar nuevos conocimientos en el estudiante. En la tesis
se defiende la idea de que la Educacién Matematica Realista sera punto de inicio para

la motivacion y de paso para la generacion de necesidades intelectuales.

Con el marco tedrico asumido se busca llevar al estudiante hacia un ambiente de ma-
tematizacion de su conocimiento; se busca acercar la matematica a la realidad en la
gue se mueve el estudiante y futuro ingeniero. Se quiere responder a las necesida-
des del estudiante, ensenar para reflexionar sobre la matematica; identificar y construir

estructuras matematicas; usar un lenguaje apropiado en matematicas, interactuar con
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diferentes grupos de trabajo, entre otras. Los analisis de desercion muestran que el
hecho de que el estudiante ingrese a una carrera de ingenieria, no es razén suficiente
para que vea a las ciencias basicas (en particular matematicas) como la base de la in-
genieria: ve la ingenieria como manipulacion de maquinas, equipos sofisticados, visita

a empresas entre otras.

Aunque la Educacion Matematica Realista y la Matematica en Contexto estan muy
relacionadas, en esta investigacion se busca complementar una con otra articulando
los diferentes pasos, niveles, fases o principios con miras a la reinvencidén guiada de
la nocién de superficie y al desarrollo del pensamiento matematico del estudiante de

calculo en varias variables.
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CAPITULO 3. METODOLOGIA

El conseguir respuesta a la pregunta planteada en la investigacién se enmarca en
la Ingenieria Didactica como metodologia de investigacion (Artigue y col., 1995) y la
Educacién Matematica Realista como fundamento tedrico. Se muestran a continuacion

los detalles que complementan esta herramienta.

3.1. Tipo y enfoque de la investigacion

Pensando en que este trabajo busca estudiar una situacién especifica en el ambito
educativo (social) con miras a mejorar las condiciones de ensenanza y aprendizaje del
calculo en varias variables, puede enmarcarse en una investigacion cualitativa y aplica-
da. Ademas, se quiere mejorar, en condiciones reales de estudio del curso de calculo
multivariado sus procesos de ensenanza y aprendizaje en estudiantes de ingenieria.
La dependencia se da en gran proporcion de la participacion de los estudiantes, por lo

que se tiene entonces una investigacion del tipo Investigacion Accion.

3.2. Alcance del estudio

El andlisis del estado del arte, da cuentas de que la proporcién de investigaciones en
el tema planteado en esta investigacion es baja. La necesidad manifiesta de responder
al problema planteado permite ubicar un alcance exploratorio en este trabajo y dado
que se busca también identificar el desarrollo del pensamiento matematico en los es-
tudiantes por medio de contextos realistas, se identifca ademas un alcance explicativo

en la investigacion.
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3.3. Poblacion y muestra

La investigacion se desarrolla en la Universidad Distrital Francisco José de Caldas,
sede Ciudad Bolivar en Bogota, D.C. La muestra de la poblaciéon objeto de estudio
la conforman los estudiantes de Tecnologia en Mecanica Industrial que pertenecen al
primer ciclo de Ingenieria Mecanica desarrollada por ciclos propedéuticos. Los estu-
diantes estan cursando calculo en varias variables y en general ya han tomado los
cursos de calculo diferencial, calculo integral y algebra lineal. El tamafno promedio de
un curso de calculo multivariado es de 30 estudiantes y semestralmente se abren dos
o tres grupos en este Proyecto Curricular. La investigacion se desarrolla con uno de

€S0S grupos.

Con datos de 2018, en Colombia existen 129 instituciones con caracter académico de
Universidad. De esas instituciones, 106 tienen por lo menos una carrera de ingenieria
en la que se incluye el curso de calculo en varias variables y el total de programas
que lo incluyen es 439. Si cada programa tuviese un solo grupo de calculo en varias
variables con 30 estudiantes, entonces la cantidad semestral de estudiantes que ven el
curso en el pais es de alrededor de 13 000. La investigacién se enmarca en el célculo
en varias variables ofrecido en la mayoria de las carreras de ingenieria. De alli que el
universo de individuos beneficiados por la investigacion es muy amplio, en general lo
conforman todos los estudiantes de cualquier ingenieria que cursen calculo en varias

variables.
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3.4. Métodos, técnicas e instrumentos utilizados

La Ingenieria Didactica, como metodologia de la investigacion (Artigue y col., 1995, De
Faria Campos, 2006) es el fundamento de la metodologia de este trabajo. El analisis del
desarrollo del pensamiento matematico en los estudiantes se apoya en la construccion
de un conjunto de actividades cercanas a ingenierias didacticas (micro-ingenierias) en
los temas seleccionados para el curso. La investigacion en si es también una ingenieria
didactica (macro-ingenieria) que abarca la nocion de superficie y su uso en el curso
y que se construye basada en ingenierias didacticas para los temas del contenido
del curso que se tienen en cuenta en este proceso. La concepcion y analisis a-priori
presentado mas adelante, hace referencia entonces a la macro-ingenieria, pero las
fases de experimentacion y analsiis a posteriori lo hacen para las micro-ingenierias en

particular.

La idea de la investigacion se fortalece en el método empirico, por medio de la ob-
servacion de debilidades de los estudiantes en el curso de calculo en varias variables.
Esta observacion se afianza por la experiencia de cerca de 10 afos impartiendo ese

curso en la Universidad Distrital Francisco José de Caldas.

El trabajo desarrollado en los cursos de calculo parte de la presencia de una funcién
(en una o varias variables). De alli uno de los intereses de esta investigacion en con-
tar con la expresién (funcidon) matematica con la cual trabajar. Un sondeo preliminar
permitié identificar algunas debilidades que necesitan ser tenidas en cuenta en esta
direccion. Por ejemplo, para alrededor de 90 estudiantes encuestados en 2016, solo el

30 % considero ser capaz de modelar de manera matematica un objeto real (cotidiano)

89



suministrado en el contexto del curso.

Por otro lado, muchos de los temas de calculo en varias variables generan dificultad en
su comprension, debido a la relacidn grafica en 3D que lleva el proceso, segun el 67 %
de cerca de 20 docentes encuestados. Al aplicar algunas actividades que involucran
identificar expresiones matematicas relacionadas con algunos objetos, solo el 11 % de
los estudiantes obtuvo un resultado acorde a lo esperado. Alrededor del 83 % de los
docentes encuestados, considera que los estudiantes tienen dificultad para representar
la region de integracion para calcular una integral multiple. Estos datos, entre otros,

justifican los temas que se han tenido en cuenta en esta investigacion.

Ahora bien, dado que el estudio se realiza en condiciones normales de desarrollo del
curso, con las cuales los evaluados, entrevistados o encuestados pueden presentar
distintas condiciones de adaptacion a las actividades, entonces los resultados de la
investigacion se obtendran por medio de evaluaciones-actividades o de discusiones

grupales.

3.5. Fases de la investigacion

Las fases de la investigacion se enmarcan desde la Ingenieria Didactica: analisis preli-
minares, concepcion y analisis a priori, experimentacion, analisis a posteriori y evalua-

cion (Artigue, Douady, Moreno, & Gomez (1995), De Faria (2016)).

3.5.1. Fase l. Analisis preliminar

La investigacion se lleva a cabo en condiciones normales de desarrollo del curso, es

decir, con un grupo de estudiantes que estan tomando el curso de célculo en varias
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variables en su semestre de estudio; ello implica que se trabaja con estudiantes que
ven el curso por primera vez o0 no, que se hayan destacado o no en matematicas, que

tienen condiciones sociales o econdmicas diferentes, entre otras situaciones.

En ese contexto, el analisis preliminar se centra, por un lado, en la forma cémo se
estudian las superficies en los cursos de calculo en ingenieria y hasta dénde la edu-
cacion matematica realista, ya sea implicita o explicitamente, se hace presente. Y por
otro lado, el analisis preliminar centra la atencién en las condiciones especificas de
cada tema de estudio. Esta segunda parte se hace explicita en los resultados de las

actividades aplicadas.

A continuacidén se muestran los analisis preliminares globales de la investigacion, de-

jando los particulares para el capitulo de resultados de la investigacion.

Analisis epistemoldgico: en esta seccion se presenta, con un enfoque histérico, el
trabajo realizado en el calculo que enmarca la necesidad de la investigacion desarrolla-
da. Los datos historicos, aunque pueden conseguirse por muchas fuentes, se tomaron

en gran parte de Flores y col. (2008) y Kline (1992).

El calculo diferencial e integral que se inician con Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried
Wilhelm Leibniz (1646-1716), es el punto de partida para el gran avance en la ciencia
gue se conoce como el calculo. Se da inicio al buscar estudiar el cambio, el movimiento

y la medicién de areas y volumenes en el siglo XVII.

Aunque el calculo se desarrollé a partir de las técnicas infinitesimales utilizadas para
resolver dos tipos de problemas: el célculo de areas y volimenes y el calculo de tan-

gentes a curvas, no puede dejarse de lado los trabajos de Arquimedes de Siracusa
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(287 a.C.-212 a.C.), quien habia realizado los avances mas significativos sobre esos
problemas, aplicando el método exhaustivo o de agotamiento para la determinacion de
areas y volumenes, obteniendo importantes resultados sobre el calculo de tangentes

para ciertas curvas particulares.

En la primera mitad del siglo XVII, se renovo el interés por esos problemas clasicos
y varios matematicos como Bonaventura Cavalieri (1598-1647), John Wallis (1616-
1703), Pierre de Fermat (1601-1665), Gilles de Roberval (1602-1675) e Isaac Barrow
(1630-1677) entre otros, lograron avances que prepararon el camino para la obra de

Leibniz y Newton.

Los trabajos de Leibniz y Newton, aunque con enfoques distintos, el de Leibniz con
sumas de sucesiones para aproximar la curvatura de una curva, que lleva a la apro-
ximacion de la tangente, y el de Newton geométrico y analitico a las derivadas, fun-
damentaron los métodos y algoritmos que hacen del calculo la herramienta que se

conoce hoy en dia.

El calculo en varias variables (el calculo vectorial sobre todo) se inicia con el calculo
de variaciones que surge junto con la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias y
parciales, la teoria de series y la geometria diferencial entre los afnos 1700 a 1800, esto
de la mano principalmente de Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph-Louis Lagrange

(1736-1813).

Las derivadas parciales e integrales multiples se dan a inicios y primera mitad del siglo

XVIII gracias a Fontaine, Euler, Clairut y D’Alembert.

Ahora bien, el conocimiento descubierto en el célculo buscd desde sus inicios dar a
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conocerse, ensenarse. La ensenanza del calculo terminé enmarcandose en modelos
tradicionales que generan muchos obstaculos en los estudiantes. En Holton (2002),
los autores Aline Robert y Natasha Speer, dejan ver que las investigaciones en en-
sefnanza y aprendizaje del calculo identifican obstaculos, por ejemplo, en las diferentes
formas de expresar una funcidén (grafica, un subconjunto del plano Cartesiano, con
su formula explicita), o en los temas de limites y tangentes. Se identifican osbtaculos

epistemoldgicos, cognitivos o didacticos.

Reformas en la ensenanza del calculo han buscado alejarla de un modelo tradicional de
ensenanza. Tratando de modificar lo que se ensefia y cdmo se ensena. Roberty Speer
en Holton (2002), describen las diferentes situaciones presentadas en Estados Unidos
en el marco de reformas e investigacion en educacion matematica preuniversitaria. Por
su parte Artigue y col. (1995), identifica carateristicas de lo sucedido en la educacién

matematica francesa en lo relacionado con el céalculo.

Un ejemplo particular identificado, tiene que ver con la ensenanza de las integrales.
Henry Poincaré (1854-1912), citado por Artigue y col. (1995, p. 101), considera que
no importa qué definicion se tenga de una integral, el estudiante nunca sabra qué es,
si no se le ha mostrado con anterioridad lo que en realidad es. Todas las sutilezas
(continuidad, derivabilidad) van a ser indiferentes para el estudiante. Se deduce que el

estudiante debe recibir el “objeto” antes que la matematica que lleva dentro.

En la década de 1960 se hizo muy notable la separacién de la matematica ensefada
en secundaria, y aquella matematica que se mueve en el mundo de la comunidad de

matematicos. “Desde el comienzo de los anos sesenta... en lo concerniente al calcu-
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lo (se introdujo), un apartado sobre las generalidades de las funciones con variables
reales...: limites, continuidad, derivadas, primitivas, los teoremas generales hasta el
teorema de Rolle, el teorema del crecimiento finito y la definicion formal de la nocion

de limite™* (Artigue y col., 1995).

A finales de la década de 1960, la reforma a las matematicas modernas, hizo que
la ensefanza del célculo se viera influenciada considerablemente por el formalismo y
conjuntismo con gran predileccion a las definiciones (en particular) de gran auge en el

momento. Esta reforma no prosperé.

Hacia 1980, se dio la contra-reforma. El calculo fue importante en esta reforma. Algu-
nas conclusiones a las que se llego, para fundamentarla, son que despues de los anos

1960 se tenia (Artigue y col., 1995, p. 104-105):

1. Introduccidn de las nociones basicas sin el planteamiento de un problema, o a

partir de problemas muy lejanos al estudiante,

2. Construccidn lineal de los conceptos, sin ninguna conexion con la resolucion de

problemas,
3. Empleo muy precoz de un lenguaje formalizado, a veces hermético,

4. Ensenanza muy centrada en el discurso del profesor.

Asi entonces, con la contra-reforma, se busca que las matematicas se perciban “como

una actividad humana, historica, cuya finalidad es la resolucion de problemas que han

L Artigue, M., Douady, R., Moreno, L. & Gémez, P. (1995). Ingenieria diddctica en educacion ma-
temdatica. Bogotd: Una empresa docente, Universidad de los Andes. Iberoamericana, grupo editorial, p.

103.
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surgido en el desarrollo interno o externo de la disciplina.” Se busca dar a conocer las
matematicas no solo porque estan ahi, “sino mas bien unas matematicas que el ma-
tematico construye en funcion de sus necesidades™ (Artigue y col., 1995). Se planted

gue la ensenanza de la matematica, entre otras, debe

1. Modificar las relaciones entre la teoria y las aplicaciones, organizando la en-

sefanza alrededor de algunos problemas importantes,
2. Apoyarse en objetos tipicos sencillos que mas adelante serviran de referencia,

3. Teorizar Unicamente lo necesario, con base en niveles de formalizacién accesi-

bles a los estudiantes,

4. Promover un enfoque constructivista del aprendizaje.

De manera general, se ha identificado que “la ensenanza tradicional y en particular
la ensenanza universitaria, aun si tiene otras ambiciones, tiende a centrarse en una
practica algoritmica y algebraica del calculo y a evaluar en esencia las competencias
adquiridas en este dominio™ (Artigue y col., 1995). La debilidad en los proyectos de
reforma del calculo (en Estados Unidos sobre todo), se da en la separacion de ellos

con los trabajos investigativos al respecto.

Nuevos contenidos y temas como el constructivismo, el aprendizaje cooperativo, tec-
nologias o problemas del mundo real, entre otros, han surgido en las diferentes pro-

puestas de reforma. Las preocupaciones pragmaticas dieron pie a las reformas y a

2Artigue, M., Douady, R., Moreno, L. & Gémez, P. (1995). Ingenieria diddctica en educacion ma-
temdtica. Bogotd: Una empresa docente, Universidad de los Andes. Iberoamericana, grupo editorial, p.

105.
31bid., p. 97.
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sus propuestas de solucion, pero desafortunadamente no se ha tenido resultados cla-
ros sobre la ensefianza del célculo “y los estudios comparativos realizados en relacion
con la reforma del calculo no han mejorado significativamente nuestra comprension de
como los estudiantes aprenden calculo y como las diferentes circunstancias de instruc-

cion influyen en ese aprendizaje™ (Holton, 2002).

“En dltima instancia, el campo (investigacion sobre céalculo) avanzara en la ensefnanza
y el aprendizaje efectivos solo si trata de manera significativa los problemas teoricos y

pragmaticos simultaneamente”® (Holton, 2002).

Analisis de la ensenanza tradicional: para este analisis, se investig6 los contenidos
de los cursos de calculo en varias variables ofrecidos en diferentes universidades; se
consult6 los libros de texto mas comunes seguidos en estos cursos y se encuestod a

estudiantes y docentes.

Entre las universidades que se tuvo en cuenta para la consulta estan las universidades
del Valle, del Cauca, del Atlantico, Autobnoma de Bucaramanga, Industrial de Santander,
Distrital Francisco José de Caldas, Libre y EAFIT en Colombia; la Universidad Andrés
Bello en Chile; la Universidad Privada del Norte en Argentina; la Universidad de las
Fuerzas Armadas en Ecuador; la Universidad de Puerto Rico; el Instituto Tecnoldgico

Nacional en México y la Universidad Auténoma de México.

Los contenidos del curso de célculo en varias variables o su equivalente en estas

universidades incluyen como texto guia o de referencia los libros de Thomas (2010),

4Holton, D. ( (2002). The teaching and learning of mathematics at university level: an ICMI study.

New York: Kluwer Academic Publishers, p. 295.
5ibid., p. 297.
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Larson y otros (1999), Marsden y Tromba (1991) o Smith (2007). Y también de traba-
jos mas formales, como Katok & Climenhaga (2008), Stillwell (1992), Glaeser (2017),

Abate & Tovena (2012), entre otros.

La diferencia entre los silabos de las distintas instituciones radica en el orden en el
gue se presentan los capitulos. Ademas, la parte de analisis vectorial no se hace en
todas las universidades, por ejemplo, en la Universidad Autonoma de Bucaramanga en
lugar de analisis vectorial se hace un capitulo de sucesiones y series; en el Tecnolégico

Nacional de México no se hacen los teoremas de Green y Stokes, entre otros.

De manera general, puede decirse que son contenidos muy similares pero en ninguno
de ellos se hace explicito un manejo especifico de las superficies. Unicamente en la
Universidad del Valle se nombra algunas formas de ver las superficies (de revolucion,
cuadraticas, cilindros); en los demas, a lo sumo, se incluye algun item del contenido

qgue hace referencia a la grafica de una funcién en dos variables.

Entre las referencias bibliograficas, los textos mas frecuentes son los de Larson (por
ejemplo, Larson, 1999) y Stewart (por ejemplo, Stewart, 2002) que estan en nueve y
ocho de los trece contenidos respectivamente. En estos textos se inicia el trabajo de las
superficies como el conjunto de puntos (z, y, z) del espacio coordenado que satisfacen
una ecuacioén de la forma f(z,y, z) = ¢, partiendo con la esfera y los planos, respecti-

vamente. Posteriormente, se trabaja los cilindros y cuadraticas en los dos casos.

Al consultar Stewart (2002) puede verse que se relaciona los hiperboloides de una
hoja con torres de enfriamiento de reactores nucleares y paraboloides con antenas

de comunicacién (radio, televisién, entre otras). En cambio en Larson (1999) no se
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identifica una asociacion de las superficies con un contexto real. En los dos textos se
encuentran algunos ejercicios que buscan relacionar contextos reales con el manejo de
superficies pero ninguno dedica una parte del texto al trabajo de la nocion de superficie

y mucho menos en ambientes realistas.

Lo encontrado en esta consulta confirma la necesidad manifiesta de mejorar los proce-
sos de ensenanza del calculo, en particular del calculo en varias variables (Beckmann
y Schlicker (1999), Koss (2011), Malaspina y Font (2010), Mohammad-Yusof y Tall
(1999), Montiel y col. (2009), Rasmussen y col., p. 512 (2014), Trigueros y Martinez-
Planell (2010), Térner y col. (2014), Wangberg y Johnson (2013), Zuniga (2007), entre
otros). De manera general, siendo entonces los textos mas comunes, podria inferirse la
falta de contextualizacion en ambientes realistas del calculo en varias variables (aparte

de las aplicaciones tipicas) ofrecido en las carreras de ingenieria en la actualidad.

Analisis de concepciones de estudiantes y docentes: desde el punto de vista de
estudiantes y docentes, los cursos de calculo en varias variables tienden a ser muy
tradicionales y no incluyen un enfoque realista en el sentido de trabajar con contextos

realistas o cotidianos para los estudiantes.

De las respuestas de 40 estudiantes encuestados en 2018, que estaban tomando el
curso de calculo en varias variables, se identifico, por ejemplo, que el 68 % considera
interesante o muy interesante relacionar objetos reales con expresiones matematicas
que los representen. Solamente el 30 % se siente capaz de asociar una expresion ma-
tematica a un objeto real. El 47 % no siente seguridad al enfrentarse a problemas de

optimizacidn, en particular cuando debe haber una representacion grafica asociada. El
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40 % tiene dificultad con las integrales mdltiples, sobre todo en la identificacion de los
limites de integracion. Y de manera general, en el caso de asociar expresiones ma-
tematicas a objetos reales, solamente el 11 % de los estudiantes obtuvo un resultado

satisfactorio.

De cinco docentes encuestados y que estaban ofreciendo el curso de calculo en varias
variables, el 67 % y 83 % consideran que los estudiantes tienen dificultades con optimi-
zacion e identificar limites de integracion respectivamente. El 67 % consideran que las
mayores dificultades en los estudiantes se tienen en temas asociados con gréficas o
representaciones graficas en R3. El 83 % se apoya en herramientas computacionales
como geogebra para mejorar el proceso de ensefianza y aprendizaje del curso. Con
una calificacion de 4,1 entre 0 y 5, los docentes consideran que manejar las superficies
en el curso, por medio de objetos reales, es de gran utilidad para la comprension de

los temas del curso por parte de los estudiantes.

Analisis del campo de restricciones: siguiendo con el analisis global de la investi-
gacion, el trabajarla en condiciones normales del curso, provoca cambios repentinos y
posiblemente inesperados en el desarrollo de las actividades fruto de las ingenierias

didacticas construidas, o que se convierte en restricciones del tipo didactico.

Al tener condiciones o habilidades distintas en todo el grupo de trabajo (estudiantes
con mayores 0 menores habilidades), se hacen notables restricciones asociadas a las
caracteristicas cognitivas de los estudiantes. Ahora bien, dada la tradicionalidad con
la que se ofrece el curso, el hecho de introducir actividades contextualizadas generara

también obstaculos cognitivos.
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Por otro lado, la cantidad de estudiantes en el curso obliga a tener en cuenta mas de-
talles en el desarrollo de la investigacion. El cumplimiento del contenido programatico
minimo propuesto para el semestre le aporta también significativamente a las restric-

ciones.

Estas restricciones, aunque le dan mayor peso a la investigacion, deben tenerse en
cuenta constantemente y pueden hacerse mas notables de un tema a otro de estudio

en el curso.

3.5.2. Fase Il. Concepcion y analisis a priori

Al llegar al calculo en varias variables, el estudiante se enfrenta al espacio en tres
dimensiones: al paso de 2D a 3D. Debe afrontar el espacio R? por si mismo y en con-
textos matematicos, es decir, relacionar expresiones matematicas con el espacio coor-
denado. Ademas, el trabajo que se realiza en el calculo, por ejemplo los temas como
graficas, derivadas, integrales, optimizacion, etc, se hacen partiendo de una funcion (o

de una expresion matematica):
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Figura 5. Presencia de las expresiones matematicas.

Partiendo de ello, en esta fase se determinan como variables globales (macro-didacti-

ca) a:
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VG1. Manejo del espacio coordenado,

VG2. Representacion de objetos por medio de expresiones matematicas,

y las que las complementan, es decir, variables locales (micro-didactica) las siguientes:

VL1. Representacion de regiones en el plano (VG1-VG2),
VL2. Dado un objeto (superficie), ubicacion de los ejes coordenados (VG1),

VL3. Relacién de tipos de superficies con planos y superficies cuadraticas basicas

(VG2),

VL4. Identificacion de funciones a optimizar y restricciones en contextos de optimi-

zacion (VG2),

VL5. Identificacion de limites de integracion en integrales dobles o triples en el calcu-

lo de areas y volumenes (VG1-VG2).

Se quiere asi, identificar cual es el comportamiento de los estudiantes frente a cada
una de estas variables, en el marco de contextos realistas y el desarrollo de su pen-
samiento matematico. Después de la fase IV, entonces, se busca validar las siguientes
hipétesis:

HI1. Los objetos cotidianos (realistas) incentivan el trabajo de los estudiantes.

HI2. El estudiante relaciona de mejor manera el espacio coordenado con las super-

ficies si éstas vienen de objetos cotidianos para él.

HI3. Los contextos realistas despiertan el interés del estudiante en identificar expre-

siones matematicas de los objetos o regiones involucrados.

HI4. El relacionar los objetos (superficies) seleccionados con la matematica estu-
diada en el curso, estimula el desarrollo del pensamiento matematico en los es-

tudiantes.
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3.5.3. Fase lll. Experimentacion

Como se menciona mas arriba, la investigacion se desarrolla en las condiciones nor-
males de estudio de un semestre académico en la universidad. Los estudiantes involu-
crados estan tomando el curso de calculo en varias variables de su plan de estudio. No

se hizo una seleccion especifica ni se aplicaron las micro-ingenierias en condiciones

externas a la clase.

La experimentacion inicia con una contextualizacion de la situacion didactica propues-
ta. Una lectura previa grupal que permita precisar los términos usados en la redaccion,
algunas graficas presentes o precisar sobre la cotidianidad efectiva de los objetos teni-
dos en cuenta. Algunas actividades se desarrollan en grupos de dos o tres estudiantes

y otras de manera individual. A continuacién se muestra informacién general de las

actividades:

Acl. Ubiguémonos en nuestra vivienda: el espacio coordenado.

Curso Calculo multivariado

Carrera Tecnologia en mecanica industrial

Docente PAAS

Tema El espacio coordenado

Tiempo Dos horas

Resultados de || Identifica y representa puntos del espacio por medio de
aprendizaje ternas de la forma (z, y, 2)

Identifica la regla de la mano derecha para ubicarse en el
espacio coordenado

Asimila puntos en el espacio como una expresion general
enz, yyz.

Prerequisitos
tematicos

numeros reales
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Ac2. Florero de caras planas: planos en el espacio.

Curso Calculo multivariado

Carrera Tecnologia en mecanica industrial

Docente PAAS

Tema planos en R?

Tiempo Dos horas

Resultados de || Representa un objeto real como parte de R3
Aprendizaje Identifica puntos del espacio segun las dimensiones

del objeto
Construye la ecuacion de un plano usando tres puntos del
espacio coordenado

Prerequisitos
tematicos

nameros reales, el espacio coordenado

Ac3. Cafeteria de la Facultad: introducir la interpretacion de las graficas de funciones

en varias variables como superficies, superficies cuadraticas.

Curso Calculo multivariado

Carrera Tecnologia en mecanica industrial

Docente PAAS

Tema Introduccidn a las superficies cuadraticas basicas
Tiempo Tres horas

Resultados de
Aprendizaje

Asocia un objeto real con una superficie en el espacio
Relaciona una region del plano xy con puntos de

la superficie

Identifica la superficie como un conjunto de puntos de R?
que satisfacen una expresion en las variables x, y y z.

Prerequisitos
tematicos

Representa las partes del objeto por medio de
expresiones matematicas

el espacio coordenado, férmula de la distancia entre
dos puntos, semejanza de triangulos
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Ac4. Promocién de dulces: optimizacion.

Curso Calculo multivariado

Carrera Tecnologia en mecanica industrial
Docente PAAS

Tema Optimizacion

Tiempo Tres horas

Resultados de
Aprendizaje

|dentifica la magnitud a optimizar en el contexto presentado
Representa cantidades involucradas en el contexto por
medio de expresiones en términos de las incognitas
Plantea modelos que involucran el criterio de las

segundas derivadas parciales y los multiplicadores

de Lagrange

Soluciona los modelos de optimizacion

Prerequisitos
tematicos

derivadas parciales

Ac5h. Florero de partes cuadraticas: integracion multiple, area superficial de una super-

ficie y volumen de un sélido.

Curso Calculo multivariado

Carrera Tecnologia en mecanica industrial

Docente PAAS

Tema Integrales mdltiples: volimenes y area superficial
Tiempo Cuatro horas

Resultados de || Asocia las superficies cuadraticas basicas con partes
Aprendizaje del objeto

Identifica el grosor del objeto como el espacio entre dos
superficies

Representa las partes del objeto por medio de
expresiones matematicas

Identifica las regiones del plano zy que definen las partes
del objeto

Plantea integrales multiples que representan volumen o
area superficial

Calcula integrales multiples

Prerequisitos
tematicos

Métodos de integracion
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Ac6. Diabolo de dos palos: volimenes y area superficial, superficies cuadraticas.

Curso Calculo multivariado

Carrera Tecnologia en mecanica industrial

Docente PAAS

Tema Integrales multiples

Tiempo Cuatro horas

Resultados de || Identifica las regiones del plano xy que definen las partes
Aprendizaje del objeto

Identifica superficies cuadraticas como partes del objeto
Representa las partes del objeto por medio de
expresiones matematicas

Plantea y calcula integrales multiples que representan
areas y volumenes

Prerequisitos
tematicos

Métodos de integracion

Ac7. Reloj de arena: optimizacion, integrales multiples, superficies cuadraticas.

Curso Calculo multivariado

Carrera Tecnologia en mecanica industrial

Docente PAAS

Tema optimizacion, integrales multiples, superficies cuadraticas
Tiempo Cuatro horas

Resultados de
Aprendizaje

Identifica la magnitud a optimizar en el contexto presentado
Representa cantidades involucradas en el contexto por

medio de expresiones en términos de las incognitas

Plantea modelos que involucran el método de los
multiplicadores de Lagrange

Relaciona la interpretacion de las integrales con las magnitudes
involucradas en el contexto

Prerequisitos
tematicos

integracion, multiplicadores de Lagrange

Los resultados segun cada micro-ingenieria se muestran en el Capitulo 4.
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3.5.4. Fase IV. Analisis a posteriori y evaluacion

En esta seccion se presenta el analisis a posteriori y evaluacion de la macro-ingenieria
resultado de la investigacion. Se extrae aca conclusiones generales que permiten iden-
tificarse gracias a los resultados obtenidos en la fase de experimentacion y que se
muestran en el Capitulo 4. En ese capitulo se presentan conclusiones por actividad
y del capitulo mismo, mostrando de manera mas detallada los resultados. Por ello en

esta seccion no se detalla la informacién mostrada.

La macro-ingenieria esta formada por siete actividades, fue aplicada a lo largo del
semestre 2021-Il en un grupo de estudiantes de calculo multivariado que estaban to-
mando el curso estandar de su carrera; el nUmero de participantes cambi6é de una
actividad a otra (por ejemplo, porque el estudiante falté a clase esos dias o porque no
pudo llegar a la clase) y cinco de las siete actividades se aplicaron de forma virtual por

la imposibilidad de retornar al salén de clase por pandemia.

La investigacion realizada parte del supuesto de que la motivacion del estudiante per-
mitira adelantar un analisis mas real, mas valido, de los alcances logrados por el es-
tudiante en una propuesta de aprendizaje cualquiera. Las actividades desarrolladas
muestran que el estudiante sintié6 motivacion en trabajarlas y no las solucion6 Unica-

mente por tener una nota del curso.

La forma como el estudiante muestra sus respuestas deja ver la poca practica que tiene
para solucionar problemas con un contexto real. Aunque comprendio los contextos, no

le fue muy facil avanzar. Si la actividad necesitaba plantear una expresion en términos
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de las variables sin darle una guia de su forma, el estudiante no la plante6 de manera

correcta.

Aunque el estudiante mostro identificar puntos fijos en el espacio, tuvo dificultad para
generalizar alguna caracteristica de esos puntos, por ejemplo, escribir los puntos que

estan a una distancia a del origen en la forma /2% + 2 + 22 = a.

El estudiante relaciond de manera satisfactoria partes de objetos presentados con su-
perficies usadas en el calculo multivariado como planos o superficies cuadraticas. En
este caso se identificd falta de precision por parte del estudiante en la restriccion de

las variables para truncar la superficie y verla acotada como en el objeto presentado.

Si el objeto que se estudia en la actividad es uno que el estudiante puede ver, quizas lo
tiene cerca o esta familiarizado con él, entonces los resultados son mejores. El hecho
de partir de una forma candnica de la ecuacién de una superficie le ayudd mucho para

avanzar en el desarrollo de la actividad.

El manejo del espacio coordenado mejord con el paso del tiempo y el desarrollo de

mas actividades. La repeticion en la ubicacion de objetos en R? mejord los resultados.

En la mayor parte de los procesos, el estudiante se limita a escribir ecuaciones, ex-
presiones matematicas, pero no hace una descripcion mas o menos detallada de los

procesos. Eso dificultd el analisis y compresion de las dificultades presentadas.

Aunque el estudiante expresa la variable z en términos de z y vy, identifica débilmente
las restricciones que debe darle a = y y para acotar la superficie cuando se le pide

representar el objeto. Aun asi, al plantear las integrales, identifica los limites de inte-
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gracién para medir el volumen o area superficial.

De manera general, si se toma los porcentajes alrededor de los cuales los estudian-
tes alcanzaron o no los niveles de la matematizacion propuestos por la EMR, puede
estimarse que alrededor del 83 % de los estudiantes alcanzaron el nivel situacional,
entonces, el estudiante lee, comprende, interpreta y asume como propio el contexto,
actividad o situacion realista. El alcance del nivel referencial esta alrededor del 66 %,
por tanto, el estudiante plantea representaciones, modelos graficos, descripciones, pro-
cedimientos propios, entre otros, que esquematizan el problema; empieza a alejarse
del contexto intuitivo e informal del nivel situacional. Y por ultimo, el nivel general es
alcanzado por alrededor del 60 % de los estudiantes, con lo que se concluye que el
estudiante se acerca a enfocar la matematica hacia superar la referencia al contexto y
busca identificar que la matematica presente puede usarse en otros contextos similares
al estudiado. La siguiente grafica resume la informacion anterior.
-

60%

50%

40% 83,0%
30% R0 S 59,9%
20%
10%
0%
Nivel Nivel Nivel
Situacional Referencial General

Promedio alcance del nivel M Promedio de no alcance del nivel

Figura 6. Promedio de alcance de los niveles de matematizacion.
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CAPITULO 4. RESULTADOS DE LAS ACTIVIDADES

En este capitulo se muestran los resultados de la aplicacion de las actividades cerca-
nas a micro-ingenierias que conforman el aporte practico de la investigacion, con miras
a la caracterizacion del desarrollo del pensamiento matematico de los estudiantes del

curso de célculo multivariado.

Como se ha planteado antes en este documento, es clara la necesidad de las expresio-
nes matematicas para proceder en el calculo (por ejemplo, las funciones para derivar
o integrar). Es por ello que las actividades centran la atencion en obtener expresiones
matematicas que representen objetos reales con caracteristicas diferentes. Por ejem-
plo, asociar expresiones conocidas de superficies cuadraticas basicas a objetos reales

o cotidianos para los estudiantes.

La forma de las actividades finales es resultado de la aplicacion preliminar de, por lo
menos, en dos oportunidades de actividades en semestres y poblaciones diferentes.
Con esas aplicaciones preliminares se mejor6 la redaccion, los simbolos usados, se
descartaron items o modificaron los contextos en general, teniendo en cuenta, en algu-
nos casos, las sugerencias de los estudiantes y en otros las dificultades metodoldgicas
identificadas junto con los resultados obtenidos. Siguiendo los niveles de matematiza-
cion propuestos por la EMR, inicialmente se describen los indicadores de cumplimien-
to, segun actividad, que permiten identificar si el estudiante alcanzaria o no el nivel

propuesto y posteriormente se presenta el desempeno alcanzado por los estudiantes.
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4.1. Actividad: ubiquémonos en nuestra vivienda

La siguiente tabla muestra los requisitos para alcanzar cada uno de los niveles de la
matematizacion. Se identifica cada nivel de la siguiente manera: nivel situacional: NS,
nivel referencial: NR, nivel general: NG y nivel formal: NF. Es de recordar que dada la

tematica de estudio, no se enfatizara, en todas las actividades, en el nivel formal.

Tabla 1. Indicadores de cumplimiento. Actividad: ubiquémonos en nuestra vivienda

] Nivel \ Indicadores de cumplimiento \ Numeral ‘
NS | NS1. Plantea las dimensiones de la habitacién que tomé 1
NS2. Identifica las distancias para la ubicacion del bombi- o0
llo
NR NR1. Ordena las distancias encontradas segun las condi- 9%

ciones propuestas

NR2. Modifica el punto de destino del bombillo e identifica
distancias recorridas manteniendo caminos paralelos alas | 2¢, 2d
paredes

NR3. Construye representaciones propias del espacio

3a, 3b
donde va a trabajar @
NG1. ldentifica posiciones por medio de signos en las dis-
NG , ) 3a, 3b
tancias recorridas
NG2. Identifica posiciones en la forma (z,y, z) segun el 4

punto de referencia

Una de las premisas de esta investigacion, apoyada en la literatura, es que para los
estudiantes el paso de 2D a 3D no es automatico. El hecho de recibir a los estudiantes,
en el curso de calculo multivariado, con un sistema de coordenadas en tres dimensio-
nes suponiendo claridad en su comprension, genera obstaculos epistemoldgicos en

los estudiantes que en muchos casos se mantienen durante todo el curso.

El objetivo de la actividad es representar e interpretar puntos del espacio en coorde-
nadas rectangulares por medio de ternas de numeros reales de la forma (z,y, z). El

contexto, de manera general, desde el que se parte es ubicarse en una habitacion
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rectangular y poner un bombillo en algun lugar de ella.

La actividad la respondieron 27 estudiantes de tecnologia mecanica y un estudiante

de tecnologia electronica, que pertenecian a la misma clase.

La siguiente grafica resume el comportamiento en el nimero de respuestas segun
se alcanzé o no los indicadores propuestos para la actividad. Las lineas siguientes

describen, segun nivel, los resultados encontrados:

100%

0
N I I
20%
70%

60%
50% i
0% 22 22

— 17 17 17
20%

10%

NSL NS2 NR1 NR2 NR3 NG NG2

Alcance  WNoakance

Figura 7. NUmero de respuestas en las que se alcanza los indicadores de la
actividad ubiquémonos en nuestra vivienda.

4.1.1. Resultados para el nivel situacional

La necesidad cotidiana a resolver (ubicar un bombillo en su habitacion) se presenta
usando un lenguaje comun y corriente. Ese lenguaje puede ser confuso en ciertos mo-
mentos. Eso es intencional. Se hace con el fin de que el estudiante busque la manera
de simplificar el lenguaje, pero a la vez fije informacién de referencia (un punto, una

pared de referencia).

Dado que los estudiantes no estan acostumbrados, por lo menos en matematicas, a
escribir frases o textos descriptivos (se acostumbran a manejar ecuaciones sin expli-
carlas), se esperaba que los términos y frases usados en la actividad (pared lateral,
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pared posterior, pared frontal, esquina posterior inferior izquierda) generaran dificultad,
lo cual ocurrié. Eso logré superarse y dar continuidad a la actividad con las figuras
de diferentes ambientes que se incluyeron en el texto de la actividad. Algo que los

estudiantes destacaron posteriormente.

Ningun estudiante tuvo inconveniente en dar dimensiones a su habitacion. La mayoria
de ellos siguié la descripcidn en palabras de la posicion del objeto. En la grafica algunas

respuestas de los estudiantes

2

a)

Distancia respecto a la pared posterior: 1.75m
Distancia respecto pared lateral izquierda: 1.5m
Distancia respecto piso: 2.5m

b)

Distancia desde V4

(1.75,1.5,2.5)

a) (A qué distancias de la pared posterior, lateral izquierda y del piso respectivamente estara el
orificio3 por donde se tendran los cables eléctricos para el bombillo#?
Distancia pared posterior: 3 metros
Distancia lateral izquierda: 2,5 metros v
Distancia piso: 3 metros
A R

Figura 8. Respuestas en términos propuestos.

Solo cinco estudiantes no dieron respuestas claras en identificar las distancias para
ubicar el bombillo en las condiciones definidas. La falta de claridad se dio porque los

estudiantes confundieron el orden correcto de las dimensiones.

2.

va. ]|
3) "TT 1T TT -

Bl AmES RN -
C, / \ B % Pared posterior:2m M 2.5

¢
\ _Zj”::/ k Lﬁn,’ Lateral|zqmerda:2,5rr>< 2
e Piso: 3m

Figura 9. Falta de claridad en la descripcién de las distancias (punto 2a).
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4.1.2. Resultados para el nivel referencial

Después de que el estudiante asume el contexto como suyo, la actividad busca di-
reccionar su razonamiento hacia la determinacion de la forma de las coordenadas
rectangulares en el espacio. Inicialmente, debe ordenar la informacién encontrada, es
decir, las distancias desde la pared posterior, lateral izquierda y desde el piso. 22 de
los 26 estudiantes ordenaron correctamente la informacién, es decir, el 81 % lo hizo

correctamente.

El error cometido se dio al intercambiar, en la terna de ordenacién sugerida, las posi-

ciones primera y segunda.

Por otro lado, en este nivel se busca también que el estudiante modifique el punto de
destino del bombillo. Se da al estudiante ubicaciones alternas y se le pide ordenar las
distancias de referencia que encuentra en el proceso. La decision por parte del estu-
diante de fijar la mejor opcion entre las entregadas, la toma al recorrer una distancia
total minima.

2ey [ fecna poro In nveve posiciondel bomb.ill (320, 1.60, 1.80 )

1d) = en e/ centro del Hecho
Terna (185,760, 2.10)m
Toldol  de  coble 7.85 +1.60 +2.10 = 5,56m

— enh pared !jﬂlﬂfﬁ, "'z./;uffroJc/ a 30cm dﬂ/ ‘151(}‘9 ¥ Sr‘rﬂﬁiﬁ'ra 2 Ja
porpf,’ ,L‘C‘!}erigf Y /m"‘}!’i
Terna \( 785, .02 1.80)m
Totsl coble: 1.85 4+ 180 = 3,65 %
—an /4. pored /a}r.'m} :‘/emcﬁao 30cn a’fi-‘ techo v J;‘Mr.}f‘f’m
o /s pcﬁv’f’dﬂf poszedior v frond :
Fernas (7.65 , 3.20,1.80) m
Talal coble . 1785 4 3204180 =4.85 wn

Figura 10. Trabajo en NR2.

En este caso 17 de los 26 estudiantes hicieron el proceso completo. Los restantes 9
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ya sea: solo mostraron la mejor opcion sin hacer referencia a las otras, confundieron
restar 30cm a la altura del techo o no hicieron explicitas las ternas de las distancias

para llegar a la ubicacién solicitada.

En la forma de redactar también se identifica que igualan la terna con la distancia total

recorrida, es decir, no diferencian la forma vectorial con la escalar.

Para completar este nivel, se busca que el estudiante construya sus propias represen-

taciones:

2

B i 1 4
42/1 (L
A 2] B lbdacioned | (st
iz

N

1 segundo piso, al frente y a la derecha

Figura 11. Representacion propia del estudiante de su espacio de trabajo.

En este caso, 17 estudiantes construyen sus representaciones propias. Los otros, por
ejemplo, enumeran las habitaciones del uno al ocho pero no hacen explicito cual or-
den usaron, por tanto, no es claro donde se estan ubicando para un requerimiento
especifico. O también, no hacen su representacion sino que usan la informacién de la

guia.
4.1.3. Resultados para el nivel general
Inicialmente, las ternas de numeros se introducen como una manera de organizar o de

ordenar la informacién de las distancias que se estan tomando como referencia:
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Distancia desde

pared posterior pared lateral piso

\ izquierda /

———)

Figura 12. Distancias de referencia.

Ahora, para completar el nivel general se busca que el estudiante convierta la forma
de identificar la posicién de manera descriptiva en una forma analitica que depende de
los signos de cada eje.

4 IWckdeh | bR T B 1,1, =)
o . O R a1 O . O O 0 6 I 0 O O ] A R !
Fn le | pared ladedol derechg ol 30 cm del behe |

Ll |y ‘59.W\.E:‘\'V\:Lﬁl | a s | o ed | levior 1
' I e |

.Fv:on%n-_l- | 5\: tlhf..ujeh.*fd de]mcuo, a {Q li.gderdqi

8 1 o I R O s
E=ERER G AR GIRANT T L |-y dohmas  de | la | habs boeren
Gl ol o A L T Frrespeli
Figura 13. Descripcién antes y después del item 4.
Con el cuarto item de la actividad se introducen los ejes coordenados como se conocen
en matematicas. Se presentan los ejes como la manera de simplificar la descripcién

usada hasta el momento en relacion con las paredes de las habitaciones y se precisa

su posicion (regla mano derecha).

Figura 14. Los signos y el sistema mano derecha.

El 63 % de los participantes identificaron posiciones usando los signos en las distancias

recorridas, pero solo el 52 % describieron en palabras una ubicacion dada por medio de

115



una terna, pero con las figuras suministradas, el estudiante identifico que lo importante
en este proceso es el punto de referencia (el origen), mas no la posicién del observador,

posicidon que resulta claramente subjetiva en este contexto.
Conclusiones de la actividad ubiquemonos en nuestra vivienda

De manera general, la actividad fue interesante para los estudiantes. Los resultados
encontrados muestran que esta actividad los motivé. Por ejemplo, el 63 % de los estu-
diantes considera interesante introducir las ternas (z, y, z) por medio del contexto de la
habitacion. Solamente el 9 % habria preferido que se presente solo una definicion del
espacio en lugar del contexto. El 77 % considera que la forma en que se presento la
actividad (redaccion, graficas) es clara. Al 90 % de los estudiantes le quedd claro como

representar puntos de la forma (z, y, z).

Se identificaron comentarios, entre otros, como “La forma en la que se explic6 me da
una vista a la realidad donde puedo aplicar este concepto de manera cotidiana si es
el caso”, “La representacion de puntos del espacio de la forma (z,y,z) me parecio
clara gracias a la explicacién con graficas que se presentaba en el pdf”, “si claro, la
informacion fue clara ademas de introducir algunas estrategias para hacerlo mas en-

tendible” y “Debido a la repeticion del ejercicio en diversos puntos se pudo hacer una

retroalimentacion”.

Estas respuestas y comentarios dejan ver que el camino seguido en esta investigacion
es importante, productiva y estimulante por Io menos para los estudiantes. Con la solu-
cidn de la actividad, por parte de los estudiantes, pudo identificarse que se superaron

las dificultades, dudas o inquietudes enmarcadas en las siguientes posiciones:
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» |Los estudiantes no tenian suficientemente claro que el punto de referencia para
tomar las ternas puede ser un punto cualquiera del espacio donde estan ubica-

dos. Eso les impedia proceder con las representaciones.

= Quedbd clara la importancia de ordenar los valores en las ternas para no cambiar

la interpretacion real o apropiada de la situacion.

» La caracteristica de las coordenadas rectangulares (de formar rectangulos) se

precisd con la ubicacion del cable que llevaria la electricidad al bombillo.

= Laterna de numeros en la forma (z,y, z) dejé de ser simplemente unos nimeros
ordenados en esa forma y pas6 a ser un objeto, una posicion en el espacio, pasé

a ser el cédigo con el que se identifica algo real en el espacio.

Inicialmente, los estudiantes ven la necesidad de enumerar todos los octantes para
ubicarse en ellos (los octantes son las habitaciones en este caso). Consideran proba-
blemente que la Unica forma de identificar la posicién es enumerando los espacios.
No asociaban el signo en las componentes de la terna para ubicarse en el espacio en

lugar de numeraciones de octantes.

Para transmitir la informacion, por ejemplo de una ubicacion, los estudiantes no tenian
en cuenta puntos u objetos de referencia (por ejemplo la puerta de la habitacion). Se
les dificultaba fijar informacién que podian usar los demas para hacer entender lo que

buscaban transmitir.

Se dio mayor precision en la ubicacién, en lo relacionado con, por ejemplo, estar a la
izquierda del objeto o a la izquierda del observador. Los estudiantes precisaron eso

con el objetivo de mejorar su comunicacion.
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Es importante enfatizar en la diferencia entre la terna y un valor que puede conseguirse

de ella, por ejemplo, al sumar las coordenadas. Los estudiantes escriben (1,2, 3) = 6.

Con relacién a los resultados de aprendizaje planteados para la actividad (pagina 102),
puede concluirse que, salvo el manejo completo de la regla de la mano derecha, lo
estudiantes los cumplieron a satisfaccion. Los puntos del espacio los identifica por

medio de una terna y los asimila también como una expresion general en z, y y z.

4.2. Actividad: florero de caras planas

En esta actividad no se direcciona el trabajo del estudiante, sino que se quiere identifi-

car coOmo procede a una instruccién corta y sin mayores detalles.
Siguiendo la notacion de los niveles de matematizacion se tiene ahora:

Tabla 2. Indicadores de cumplimiento. Actividad: florero de caras planas

’ Nivel \ Indicadores de cumplimiento \ Numeral
NS | NS1. Ubica el florero en el espacio coordenado 1
NS2. Identifica las dimensiones del florero en el espacio )
coordenado
NR NR1. Identifica cada parte del florero como parte de un )
plano

NR2. Identifica que debe tomar tres puntos para encontrar
la ecuacion del plano

NR83. Plantea sus propias representaciones del contexto 1
NG1. Desarrolla el procedimiento para encontrar la ecua-
cién del plano usando tres puntos

NG2. Relaciona la ecuacién del plano encontrado con al-
guna parte del florero

NG

La siguiente grafica resume el comportamiento en el nUmero de respuestas segun
se alcanzé o no los indicadores propuestos para la actividad. Las lineas siguientes

describen, segun nivel, los resultados encontrados:
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Figura 15. NUumero de respuestas en las que se alcanza los indicadores de la
actividad florero de caras planas.

4.2.1. Resultados para el nivel situacional

Para avanzar en el conocimiento del espacio coordenado de una manera comprensible
para los estudiantes, se estudia ahora la superficie mas sencilla: un plano en el espacio.
El problema matematico contextualizado parte de un objeto de la cotidianidad pero con
una forma especifica para encontrar una expresion matematica que lo identifique o
identifique las partes que lo componen. Se busca hacer ver al estudiante, que aunque

su objeto no sea infinito, es posible asociarle un plano, como superficie, que lo contiene.

Entonces, la actividad consiste en identificar las ecuaciones de los planos que contie-
nen las caras que conforman el florero de la siguiente imagen, usando esencialmente

tres puntos de cada cara para conseguir la ecuacion del plano.

Figura 16. Florero usado en el contexto.
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Una debilidad identificada en el proceso de aprendizaje del estudiante tiene que ver
en que en ocasiones tiende a no ver objetos planos como una superficie. Por ejemplo,
si se usa en algun contexto un cilindro circular recto y se le pone tapa, el estudiante
identifica esa tapa como un circulo en lugar de una superficie (parte de plano) a la que
se le dio esa forma. Por tanto, tiende a relacionarla con la expresién z2 + y*> = a? en
lugar de, por ejemplo, z = b (si el plano es paralelo al plano zy). En esta actividad,
en aplicaciones preliminares, asocio las caras con triangulos, mas no con superficies

(parte de un plano) de forma triangular.

Se hizo entonces, entre otras cosas, que el estudiante corrija esta debilidad por medio

de esta actividad, al enfatizar en la parte grande que contiene la pequena cara.

Aunque para identificar las ternas que le permiten construir el plano, necesita la posi-
cidn de los ejes, solo 12 de los 22 estudiantes ubicaron el florero en el espacio coor-
denado de manera explicita. Sin embargo 17 de los 22 relacionaron las dimensiones
en términos de los ejes coordenados, por ejemplo, identificaban la base en el plano
xy 0 la altura para el eje z aunque no hayan ubicado el florero completo en el espacio

coordenado.

4.2.2. Resultados para el nivel referencial

Para este nivel se busca identificar si el estudiante relaciona la matematica con el
objeto en cuestidn. Inicialmente el estudiante debe ubicar el objeto en el espacio coor-
denado. Comienza asi su modelo precisando la ubicacion segun la posicion de los ejes
gue haya seleccionado. Esa ubicacion le facilitara o no tomar tres puntos no colineales

que usara para encontrar la ecuacion del plano que contiene esa cara del florero.
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Las variables involucradas son z, y y z con las que se representan los ejes coordena-
dos y, a la vez, las que usa para las ecuaciones de los planos. Las dimensiones del

florero son constantes.

Previo al desarrollo de la actividad, el estudiante trabajé en clase la nocion de plano en
el espacio y recordd algunas propiedades que permiten manejar vectores necesarias
para plantear la ecuacién del plano que aca se necesita. Asi entonces, los temas que
se involucran en la actividad son los relacionados con la ubicacion de puntos en el

espacio y representacion de regiones en el plano.

El modelo matematico del contexto esta formado por la ubicaciéon del florero en el es-
pacio, que es desde donde parte el estudiante para encontrar la informacion necesaria

y asi hallar las ecuaciones de los planos:

i,CnmJ_
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\ \ [

Figura 17. Ubicacion del florero de algunos estudiantes.

Para este caso particular, la actividad centra la atencion en la repeticion de identifica-
cién de la ecuacion de un plano usando tres puntos del espacio. La solucion matemati-
ca al problema es la ecuacién del plano que contiene cada una de las caras del florero.

En la figura puede verse el proceso seguido por un estudiante
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Figura 18. Seleccién de puntos y construccién de ecuacién del plano.

Los resultados muestran que entre el 60 % y el 90 % de los participantes cumplieron a

satisfaccion los indicadores de cumplimiento de la actividad para el nivel referencial.
4.2.3. Resultados para el nivel general

Para el nivel referencial, el estudiante hace referencia a los puntos seleccionados para
encontrar la ecuacion del plano como vértices de los triangulos que forman la cara.
Cuando el estudiante procede a identificar vectores, calcular un producto cruz y pre-
sentar la expresion para el plano, pasa al nivel general, en el sentido de construir una
ecuacion matematica en términos de las variables iniciales. Su procedimiento no hace
explicito el contexto. La repeticion del proceso hace que pueda concluir que la ma-
tematica que esta usando la puede usar en otros contextos acercandose a un modelo

para en lugar de un modelo de.

Aunque el 91 % de los estudiantes desarroll6 el método que lleva a encontrar la ecua-
cién del plano, infortunadamente algunos estudiantes no transmiten la informacién de
forma clara. Por ejemplo, solo el 64 % hizo explicito qué parte del florero esta en el

plano al que le esta encontrando su ecuacion.
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Figura 19. Identificacién del plano con cara del florero.

4.2.4. Resultados para el nivel formal

La notacion usada por los estudiantes para identificar sus puntos, sus vectores, el pro-
ducto cruz, hacen que se identifique la formalidad que le dan a su trabajo. En la figura
puede verse que los estudiantes usan la notacion correcta en su escritura reflejando el

nivel formal alcanzado:

éeéué\r{!ﬂ ! odal || B B ' | L 1 a=000; E=0150025): 1= (00.5025).
[P{o,0/0) | [0 (0 30.9) 15,260 ) - #E- 0150029 - 000
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Figura 20. Notacién usada en la solucién de la actividad.

Asi entonces, el nivel formal se ve reflejado en la forma cdmo el estudiante relaciona
las expresiones involucradas en términos de x, y y z, en la notacién y operaciones que

no tienen que ver ya con el contexto.
Conclusiones de la actividad florero de caras planas

Inicialmente, los estudiantes no ven una relacion matematica con el objeto, salvo su
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volumen. Después de senalarles las caras que componen el florero, empiezan a rela-
cionarlas con los planos que se han introducido en el curso. De este modo, el florero
les permite direccionar una vision matematica, a este nivel, de la realidad propuesta

con la teoria introducida en el curso.

En buena proporcion del nimero de estudiantes es débil la transmision de la informa-
cién. Se mantiene la debilidad en la claridad para exponer el trabajo que esta desa-
rrollando el estudiante, es decir, no es completamente clara la informacion que busca
transmitir. Por ejemplo, en cerca del 45 % de las respuestas, no es clara (o por lo me-
nos explicita) la ubicacion del florero con respecto a los ejes coordenados, y en el 35 %

tampoco es claro a cual parte del florero le esta encontrando el plano que la contiene.

La metodologia propuesta para encontrar las ecuaciones de los planos (tomar tres
puntos, formar dos vectores para encontrar el vector normal y plantear la ecuacién) es
clara en el 91 % de los participantes, es decir, la actividad logra el objetivo de identificar
la expresion matematica para el plano que contiene cada triangulo que conforma la
cara del florero. Sin embargo, se identific6 que los planos paralelos al eje z tienden
a hacerse a un lado. Varios estudiantes encontraron Unicamente la ecuacion de los
planos no paralelos al eje z. La razon de ello se debe a que tienden a no asociar un

plano a expresiones de la formaxz =a 0y = a.

La repeticion del proceso de encontrar la ecuacion del plano, hace que el estudian-
te identifigue con mas facilidad las coordenadas de los puntos a usar y fortalezca la

comprensién de la ubicacion del objeto en el espacio coordenado.

El 91 % de los estudiantes usa de manera correcta la notacidén de los puntos, vectores
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o producto cruz, reflejando asi un alcance del nivel formal de la actividad.

Los resultados muestran que se logro alcanzar los resultados de aprendizaje plantea-

dos para esta actividad (seccion 3.5.3, pagina 103).

4.3. Actividad: Cafeteria de la Facultad

Esta actividad es el inicio del trabajo enfocado a introducir la interpretacion de las
graficas de funciones en varias variables como superficies. Las actividades posteriores
hacen comprender que el objeto de estudio y una expresién matematica tipo funcion
en dos variables no pueden separarse para el trabajo realizado en este curso. Asi, con
esta actividad, se inicia la repeticion de asociar un objeto en tres dimensiones con una

expresion matematica.

Cuando en este item se habla de /la Facultad, se hace referencia a la Facultad Tec-
nolégica de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, sede Ciudad Bolivar,
ubicada en la Localidad de Ciudad Bolivar en Bogota D.C. Esta facultad cuenta con un
edificio que concentra muchos estudiantes a lo largo de cada dia, pues parte de éste

funciona como cafeteria.

Figura 21. Cafeteria Facultad Tecnolégica.

El edificio esta formado por un cilindro, un tronco de cono (que no se alcanza a ver

desde afuera) y un hemisferio. Ello hace que sea una buena oportunidad, por medio
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de un objeto cotidiano para los estudiantes, para introducir las superficies cuadraticas
basicas del curso. Para esta actividad se le pidi6 los estudiantes trabajar de mane-
ra autébnoma en la parte superior del edificio. Las partes restantes se trabajaron de

manera colaborativa en clase.

En esta oportunidad, dado que, en teoria, lo estudiantes se mueven en el edificio, no
se enfatiza en el nivel situacional, y mas bien se hace en los otros niveles. Siguiendo
la notacion de lineas anteriores para los requisitos de los niveles de matematizacion

se tiene entonces:

Tabla 3. Indicadores de cumplimiento. Actividad: cafeteria de la Facultad

| Nivel | Indicadores de cumplimiento | Numeral |

NS | NS1. Conoce el edificio de la cafeteria contexto
NS2. Identifica el radio del hemisferio en el techo la)
NR1. Identifica puntos del espacio que le permiten diferen-

NR | . : 1b),c),e)
ciar el estar abajo del techo o en el techo
NR2. Identifica puntos del espacio que le permiten estar 1d), )
en el borde del techo '
NRS3. Plantea sus propias representaciones del contexto 1

NG NG1. Representa cualquier punto del techo por medio de 1)

una expresion en términos de z, y y z
NG2. Identifica la region del plano con la cual se tiene la

le),d
forma del techo c),d)

El objetivo de la actividad es tomar partes del edificio y asociarle una expresiéon ma-
tematica cuadratica con el fin de que el estudiante asocie una expresion diferente a
la de los planos con un objeto real. Se busca extender a expresiones no lineales los
objetos cotidianos que él tome. Para este caso, se trabaja con una esfera y un cono

(mas exactamente un hemisferio y un cono truncado) que forman el techo del edificio:
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Figura 22. Techo de la Cafeteria.

La siguiente grafica resume el comportamiento en el nimero de respuestas segun se

alcanz6 o no los indicadores propuestos para la actividad:
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Figura 23. Numero de respuestas en las que se alcanza los indicadores de la
actividad cafeteria de la Facultad.

4.3.1. Resultados para el nivel situacional

Los estudiantes reciben la actividad por medio de un contexto que deja ver una ne-
cesidad propia o cercana al trabajo que ellos desarrollaran en su vida profesional. El
resultado que obtiene el estudiante es una de las expresiones cuadraticas basicas

usadas en el curso.

Con esta actividad, la situacion planteada lleva al estudiante a relacionarse con las
expresiones matematicas comunes en el curso en una direccion opuesta a la usada
en los libros de texto. Es decir, se presenta el objeto al estudiante y luego se consigue
la expresién matematica. Eso es opuesto a los textos comunes del curso pues alli se
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muestra la expresion matematica (por ejemplo funciones) y luego se grafican.

Por experiencia ofreciendo este curso en varias oportunidades, se ha identificado que
los estudiantes tienen dificultad para asociar la regiéon del plano zy con la cual se
representa una superficie o parte de ella. Pensando en ello, con esta actividad se
introduce algunos items que llevan a relacionar el trabajo del estudiante en el manejo

de dichas regiones.
Entre el 100 % de las respuestas dejan ver que se alcanzaron los indicadores de cum-
plimiento del nivel situacional.

4.3.2. Resultados para el nivel referencial

Con el fin de que el estudiante llegue hasta el final de la actividad y afiance la com-
prension del contexto, inicialmente se precisa la terminologia que se usara adelante.

Por ejemplo la relacionada con la ubicacion:

En el plano xy: abajo del 2 En el techo

techo

En el plano xy:

enelborde | .- S .
del techo -

T

Figura 24. Terminologia segun ubicacion.

El estudiante asume que al buscar una expresion matematica de cada parte del techo,
necesita tomar como variables a x, y y z y que el tema matematico que se abordara
en el desarrollo es Unicamente la formula de la distancia en el espacio (para la parte

esférica) y algo de semejanza de triangulos (para la parte cénica).
Con las respuesta al item uno, el estudiante va construyendo el modelo matematico
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del contexto. Asume con claridad el hecho de que un punto esté en el techo, abajo
del techo o en el borde del techo. La solucién en el marco del contexto se da con la
seleccion correcta de ternas en cada una de las partes senaladas del hemisferio, lo

que le lleva a definir, en el siguiente nivel, la solucién general al contexto.

Una debilidad identificada tiene que ver con la representacion del borde del techo, es
decir, dado que el borde esta en el plano xy, algunos estudiantes, en lugar de tomar
z = 0, asumen que “no existe”, o0 aunque el punto esta en R? al tener » = 0 lo quitan y

toman solo la pareja (z,y).

Entre el 73 y 77 % de los estudiantes identificaron correctamente los puntos que les
permiten estar abajo, en el techo o en su borde. Solo el 12 % planteo sus propias repre-
sentaciones, aunque esto no es malo, pues ello se debidé a que la actividad mostraba
toda la informacion necesaria, es decir, la mayoria de los estudiantes se quedaron con

la informacion que se le entregd para hacer sus calculos y demas.

4.3.3. Resultados para el nivel general

La identificacion de algunos puntos del techo es superada con la introduccion de un
punto cualquiera por medio de la terna (z,y, z), que lleva a la ecuacién de una esfera
usando la férmula de la distancia en el espacio. Inicialmente el estudiante relaciona los
puntos encontrados en los items anteriores al 1.h) con la terna (z,y, z) y luego procede

a calcular la distancia hasta el centro del hemisferio.

La formula a la que llega en términos de z, y y 2 le hace ver que, sin importar el

contexto, los puntos que la satisfacen forman un hemisferio » = /4,592 — 22 — 32 0
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una esfera 4,592 = 22 4 y? + 22. Eso hace que descontextualice la situacion y se quede

con la expresién analitica general del objeto.

Infortunadamente, aunque la gran mayoria identificd puntos en el techo, en el borde
o abajo del techo, solo el 46 % los relaciond de manera general por medio de una
ecuacion en las variables. Algo similar pas6 con la region que define el techo: es claro
para el 88 % que dicha regidon es necesaria para construir el techo, pero no traduce esa
informacion en términos de z, y y z. Sigue reflejandose una debilidad en el caso de

generalizar a la variables x, y y z.

4.3.4. Resultados para el nivel formal

Cuando el estudiante consigue las expresiones z = /4,592 — 22 — 2 0 4,59% = 22 +
y* + 22, esta formalizando la descripcién de un punto en el espacio que pertenece a un
objeto con una forma especifica. A este nivel trabajo directamente con el concepto de

distancia y con la representacion (z, y, z) de un punto en el espacio.

La conclusién de que un hemisferio esta dado por z = /4,592 — 22 — y2 0 por 4,592 =
22 +y* + 22 para 0 < 2 < 4,59 hace ver que el estudiante formaliz6 el contexto y

relaciona un objeto de su cotidianidad con una expresion matematica.
Conclusiones de la actividad Cafeteria de la Facultad

La meta de la actividad es conseguir una expresion en las variables =, y y z que
representa las partes del edificio. Aunque se identifica la solucion correcta de varios

estudiantes,
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Figura 25. Ecuacion esfera de algunos estudlantes

es necesario reforzar el trabajo con la mayoria de ellos. Solo el 46 % encontraron la ex-

presion correcta. La dificultad para el restante se dio en el proceso de matematizacion.

Aunque encontraron puntos especificos en la superficie, usando la distancia, les causé

dificultad identificar un punto cualquiera en términos de =, v y z. No fue claro para ellos

el asumir que (z, v, z), sujeto a una expresion matematica, es un punto de la superficie.

Por tanto la mayoria de los estudiantes no

lograron escribir la expresion correcta.

Este resultado obligd a proceder con la segunda parte (cono truncado) con un traba-

jo colaborativo, con el fin de profundizar en la matematizacion y lograr expresiones

matematicas en términos de z, y y z que representen el objeto en estudio.

Figura 26. Trabajo colaborativo para cono truncado.

Con la informacién suministrada en la actividad, el 88 % de las respuestas permiten

identificar que se asoci6 correctamente la region del plano xy para la parte hemisférica
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del techo y el 85 % de las respuestas identifican puntos del plano de manera explicita
con los que puede conseguirse un punto de la superficie. Aun asi, es débil el proceso
de formalizacion, pues solo el 46 % asocié por medio de una expresion en términos de

x 'y y dicha regién del plano.

La debilidad en asociar regiones del plano o la superficie en el espacio en términos de
las variables se super6 con el trabajo colaborativo en la construccion de la expresion

para la parte restante del techo, es decir, el cono truncado.

El trabajo individual de los estudiantes en la construccion de la expresion cuadratica
para los objetos planteados en esta actividad, deja ver que es necesario reforzar y
repetir el proceso en diferentes contextos, pues fue notable la falta de introduccién de

las variables en una expresion matematica general.

Aunque la generalizacion por parte de los estudiantes no fue 6ptima, puede concluir-
se que al tomar algunos puntos especificos, el estudiante alcanza los resultados de
aprendizaje propuestos, es decir, identifica la region del plano que define la superficie

y a la superficie como puntos en tres dimensiones.

4.4. Actividad: promocion de dulces

Cuando el estudiante recibe esta actividad ya se ha relacionado, por lo menos, con
las formas de las graficas de las superficies cuadraticas basicas y de expresiones de
funciones en dos o tres variables. Ahora entonces se quiere que se apropie de los
beneficios que le entrega la optimizacién por medio de una situacion cercana a la

condicion social o econdmica de muchos de los estudiantes de la Universidad.
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Infortunadamente esta actividad fue la que mas dificultades genero a los estudiantes.
Aunqgue se solucion6 en grupos de trabajo, los resultados fueron muy bajos. La mayor
dificultad se dio con la necesidad de describir una funcién o una restriccion en términos
de las variables o incognitas. El hecho de no tener, por ejemplo, un objeto de manera

explicita que debe representar matematicamente aumenté el nivel de dificultad.

Siguiendo la notacién de lineas anteriores para los requisitos de los niveles de mate-

matizacion se tiene entonces:

Tabla 4. Indicadores de cumplimiento. Actividad promocién de dulces

] Nivel \ Indicadores de cumplimiento Numeral

NS NS1. Nombra correctamente las variables involucradas en )
el contexto

NS2. Diferencia los contextos segun la informacioén sumi-
nistrada (funcién a optimizar o restriccion)

NR NR1. Usa las variables para identificar las funciones a op- 1347
timizar o restricciones T

NR2. Aplica el criterio de las segundas derivadas parciales

1,3,7

para optimizar 2

NR3. Aplica el método de multiplicadores de Lagrange pa- g 9

ra optimizar ’

NR4. Presenta sus respuestas en el marco del contexto 10 11. 19

presentado Y
NG NG1. Plantea funciones a optimizar o restricciones en 1.3.4.7

términos de las variables identificadas

NG2. Las funciones a optimizar o restricciones planteadas
en términos de las variables identificadas son las que des- | 1, 3,4, 7
criben correctamente el contexto

La siguiente grafica resume el comportamiento en el nimero de respuestas segln se

alcanzo o no los indicadores propuestos para la actividad:
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Figura 27. NUmero de respuestas en las que se alcanza los indicadores de la
actividad promocién de dulces.

4.4.1. Resultados para el nivel situacional

La situacion real presentada en esta actividad surge como idea de un problema plan-
teado por un estudiante hace algunos semestres. El estudiante vendia minutos para
llamadas a celular en la Facultad y quiso saber cual era la mejor manera para €l de pro-
mocionar su pequefo negocio; en ese entonces se hicieron algunos calculos y pudo
él plantear los precios para su conveniencia y adecuados para su clientes. Probable-
mente, por el auge de los planes de datos moviles y las conexiones wifi, hoy en dia
ninguno de los estudiantes vende minutos, pero si ha aumentado la venta de mecato.

Asi es que surge la idea de esta actividad.

Pensando en que la mayoria de los estudiantes de la Facultad Tecnoldgica conocen la
necesidad econdémica que implica el transportarse desde su casa a la Universidad para
recibir sus clases, ya sea porque compran su pasaje o llegan en bicicleta o0 motocicleta,
se tuvo en cuenta esta actividad y las formas que ellos pueden usar para conseguir

dinero y no depender directamente de sus padres.

Para conseguir ese dinero algunos estudiantes venden mecato, sobre todo dulces, en
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algunos pasillos de la Facultad. El contexto presentado en esta actividad se relaciona
directamente con esta situacion. Se quiere, en el marco de la optimizacién estudiada
en el curso, conocer la mejor manera de promocionar ciertos tipos de dulces en un

ambiente cercano a la sana competencia comercial.

Los estudiantes comprendieron muy bien el enunciado y lo asumieron como propio.
Una diferencia con los contextos de las otras actividades es que en ésta, el estudiante
no puede ver el objeto al que le asocia las expresiones matematicas, sino que debe
plantearla manteniendo las condiciones e informacion suministrada. Esta situacion hizo

qgue en el nivel referencial se identifiquen debilidades en los procedimientos.

4.4.2. Resultados para el nivel referencial

Mientras el estudiante identifica las variables y funciéon a optimizar del contexto, todo
va bien. La mayoria plantea el esquema inicial (identificar variables y funcion informal a
optimizar: inicios del modelo de) del proceso a aplicar. Infortunadamente en la segunda
parte de la solucién del problema, es decir, cuando el estudiante debe plantear el
modelo donde debe incluir ademas una restriccion en la cantidad de chocolatinas y

mentas que entran en la promocidn, el estudiante no se desenvolvio satisfactoriamente.

Aunque el estudiante hace sus propias representaciones y aplica procedimientos de
manera correcta, las funciones que usa para ello no son correctas. Ello hace concluir
que tiene clara la parte procedimental, pero no es igual la parte analitica del proceso.

No logra relacionar el contexto con las expresiones matematicas correctas.

Cuando el estudiante debe aplicar el criterio de las segundas derivadas, dado que
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solo debe plantear una funciéon a optimizar, se ven buenos resultados (57 %). Pero
cuando va a usar multiplicadores de Lagrange, debido a que debe incluir también una

restriccion, no se tuvieron buenos resultados (29 %).

Aunque el planteamiento del modelo de optimizacion no fue el mejor, el estudiante re-

laciond correctamente los valores encontrados con las respuestas de contexto (71 %).

4.4.3. Resultados para el nivel general

Después del planteamiento de los dos modelos que involucra el contexto, el estudiante
tiene que centrar la atencion en el manejo de las variables y funciones surgidas y proce-
der a encontrar una respuesta al contexto pero fuera del contexto mismo. Las derivadas
y ecuaciones que surgen debe manejarlas superando la referencia al contexto dado.
Aun asi, las respuestas que encuentra no solo debe aceptarlas como optimizacién de
la funcién planteada sino que debe transmitirlas como respuesta a las necesidades de

Julian y Pedro. Es decir, complementa el nivel referencial y llega al nivel general.

Es claro, después de la solucidon, que el modelo planteado es para el estudiante un
modelo para optimizar una funcion en dos variables 0 una funcion en dos variables
sujeta a una restriccién. Aunque el 86 % vio la necesidad de plantear una funcién a

optimizar y una restriccion, solo el 14 % lo hizo correctamente.
Conclusiones de la actividad Venta de dulces

Con la actividad se reitera la necesidad de manejar contextos practicos en el desarrollo
de los temas del curso. Para este contexto en particular se nota la debilidad, por parte

de los estudiantes, en el planteamiento de modelos matematicos que describen la
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situacion. Solo el 29 % de los estudiantes logré representar la cantidad de dinero en
funcion de la cantidad de chocolatinas y mentas vendidas. La dificultad encontrada
en esta actividad se dio debido a que la funcién en dos variables a plantear no se
obtiene de un objeto grafico o de una situacion explicita que le permita reconocer las
operaciones que involucraran a las variables, sino que debe el estudiante incluir las

operaciones y expresiones necesarias del texto presentado.

Aunque se dieron dificultades en el planteamiento de los modelos, la mayoria de los
estudiantes (el 57 %) demuestra manejar los métodos de optimizacion (criterio segun-
das derivadas y multiplicadores de Lagrange). Se concluye entonces, para este tema
especifico, que la necesidad mayor se da en la interpretacion del texto para llegar a

una correcta identificacién de variables y funciones a optimizar.

Los resultados encontrados, sobre todo por la dificultad en el planteamiento de la fun-
cidén a optimizar, debilitaron las posibles conclusiones en el marco de la optimizacion
de contextos reales o cotidianos para el estudiante. Teniendo en cuenta que las repre-
sentaciones matematicas de objetos que el estudiante puede ver fueron mas precisas,
esta actividad sugiere iniciar la optimizacidon usando objetos que él pueda palpar o co-
nozca directamente. Seguro en ese caso el modelo 0 modelos planteados seran mas

precisos y permitiran extraer conclusiones mas certeras.

Con relacion a los resultados de aprendizaje planteados en la pagina 104, puede con-
cluirse que no se alcanzaron en su totalidad. El estudiante identifica la funcidn a opti-
mizar y su restriccidn, pero no las representa en términos de las variables. Si plantea

modelos en la direccidn de las segundas derivadas parciales y los multiplicadores de
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Lagrange y conoce el procedimiento de solucion, pero infortunadamente dado que las

funciones planteadas no son correctas, los resultados obtenidos tampoco lo son.

4.5. Actividad: Florero de partes cuadraticas

El tema central en esta actividad es el de integracion multiple asociado a la interpre-
tacién de volumen de un sélido y de area superficial. Ese tema se complementa con
la repeticidn de identificacion de expresiones matematicas de objetos, para este caso,

relacionadas con las expresiones cuadraticas basicas.

Tabla 5. Indicadores de cumplimiento. Actividad florero de partes cuadraticas

| Nivel | Indicadores de cumplimiento Numeral
NS1. Ubica el florero de manera clara en el espacio coor- L
NS parte inicial
denado
NS2. Relaciona de manera correcta cada parte del florero
con partes de alguna de las superficies basicas estudia- | parte inicial y final
das
NR1. Identifica la expresidon matematica que representa I
NR P g P parte inicial
las partes del florero
NR2. Identifica cual es el volumen que debe encontrar pa- L
, parte inicial
ra medir el grosor del florero
NR3. Identifica cudl es el area que debe encontrar para
medir la cantidad de metros cuadrados a recubrir con pin- parte final
tura
NG1. Plantea correctamente las integrales que miden la .
NG . . parte inicial
cantidad de material
NG2. Plantea correctamente las integrales que miden la arte final
cantidad de metros cuadrados a recubrir con pintura P

La siguiente grafica resume el comportamiento en el nimero de respuestas segun
se alcanzé o no los indicadores propuestos para la actividad. Las lineas siguientes

describen, segun nivel, los resultados encontrados:
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Figura 28. NUmero de respuestas en las que se alcanza los indicadores de la
actividad florero de partes cuadraticas.

4.5.1. Resultados para el nivel situacional

Los temas centrales para el uso de las integrales multiples en el curso de calculo mul-
tivariado son los de volumen y area superficial. Los contextos que se le entregan al
estudiante, en la gran mayoria de los textos usados son del tipo encuentre el volumen
del sdlido acotado por arriba por .. ., por los costados por ... y por abajo por ...; cla-
ramente esos contextos parece no estimular o motivar al estudiante a solucionar esas

situaciones con el debido interés.

Pensando en darle un espacio de motivacion al estudiante en este tema en particular,
esta actividad le presenta un objeto de la realidad para que modele y encuentre, con
el uso de integrales, la cantidad de material usado para tener el objeto y el area que
debe cubrir si se quiere, por ejemplo, pintarlo. Se reitera en la construcciéon de las ex-
presiones matematicas necesarias que usara como integrandos o limites de la integral
dependiendo si usara integrales dobles o triples. Este tema de las expresiones ma-
tematicas para las funciones esta presente en todas las actividades propuestas debido
a, como se ha dicho antes, la forma en que se trabaja en el célculo.
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Es conocido que las formas de las superficies cuadraticas basicas (esfera, paraboloi-
de, cono, elipsoide, hiperboloides) estan presentes en muchos objetos cotidianos que
probablemente pasan desapercibidos. Este contexto, entonces, busca seguir familia-
rizando a los estudiantes con la matematica desde la vision de su quehacer o de su

cotidianidad.

La actividad involucra al estudiante en el contexto, por medio de la solucion a una
necesidad fisica (encontrar una cantidad de material y un area para pintar) para el
objeto de referencia, para luego convertir esa necesidad fisica, por medio de procesos,

en una necesidad intelectual, es decir, pasar del mundo de la vida al de los simbolos.

La actividad se desarroll6 en grupos y la totalidad de grupos asimilaron el contexto y la

informacion involucrada, de forma satisfactoria, como lo muestra la grafica anterior.

4.5.2. Resultados para el nivel referencial

Las actividades han insistido en la identificacién del espacio coordenado con relacion
a los objetos realistas trabajados. La repeticion involucrada ha dado buenos resultados
y para esta actividad la totalidad de los trabajos mostraron una ubicacion correcta del

florero en R3.

El inicio de la matematizacion vertical, al esquematizar la posicion del objeto con el
fin de incluir las variables que estaran presentes en las expresiones matematicas que
usara para integrar, fue un éxito por parte del estudiante. El estudiante incluye su propia

representacion del objeto y sus dimensiones.
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Figura 29. Ubicacién en R? del florero por parte del estudiantes.

En la identificacion de las partes del florero, como superficies cuadraticas y de las
regiones sdlidas a calcular su volumen, también se tuvieron buenos resultados, pues

el 80 % de las entregas mostraron comprender el requerimiento.

Figura 30. Identificacién partes del florero como superficies cuadraticas.

Aunque se esperaba que la identificacion del area a medir fuese comprensible, infor-
tunadamente los resultados mostraron que el estudiante no logré hacerlo. Solo el 20 %

mostro un resultado satisfactorio.
4.5.3. Resultados para el nivel general

Los resultados obtenidos en este nivel no fueron los esperados. Los estudiantes no
lograron describir por medio de integrales los volumenes y areas a medir. Aunque
identificd las variables y espacios a medir, la matematica que debia involucrar y que

depende de la forma del objeto y el dominio de la variables en R?, no estuvo presente
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de manera correcta. Los problemas se dieron en identificar la region del plano zy que

lleva a una forma especifica de las superficies cuadraticas basicas involucradas.

Con los resultados encontrados no se logra identificar que el estudiante generaliza
el hecho de que la region de integracion en el plano xy da la forma lateral al objeto
cuando el techo y la base no se juntan. La actividad muestra debilidad en alcanzar el
nivel general. Los indicadores de cumplimiento en este nivel se alcanzaron solo en el

20 % de los casos.
Conclusiones de la actividad Florero de partes cuadraticas

En esta actividad los estudiantes, en su totalidad, ubicaron de manera correcta el flo-
rero en el espacio coordenado y relacionaron cada parte del florero con una superficie

cuadratica basica.

El 80 % de las respuestas permite ver que los estudiantes relacionan de manera co-
rrecta una parte del florero con una superficie cuadratica basica y con su respectiva

expresion matematica.

Los resultados muestran que es claro para el estudiante qué parte le suministra el vo-
lumen buscado. Sin embargo, el planteamiento de las integrales, es decir, la identifica-
cion de los limites de integracion no es clara. Solo el 20 % de las respuestas muestran

una integral correctamente planteada.

Entonces, puede concluirse que se alcanzdé los resultados de aprendizaje planteados
(ver pagina 104) para la actividad, salvo el de identifica las regiones del plano xy que

define las partes del florero y Plantea integrales multiples que representan volumen o
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area superficial.

4.6. Actividad: Diabolo de dos palos

En esta actividad se toma como referencia un objeto que involucra mas componentes,
es decir, se involucran mas superficies para conformarlo. Sigue insistiéndose en la
expresion matematica que lo representa pero se pide también calcular el volumen y

area superficial. La actividad la respondieron 12 estudiantes en cinco grupos de trabajo.

Tabla 6. Indicadores de cumplimiento. Actividad diabolo de dos palos

’ Nivel \ Indicadores de cumplimiento \ Numeral ‘

NS | NS1. Comprende el contexto planteado 1
NS2. Relaciona de manera correcta, segin la ecuacion,
cada parte del didbolo con partes de alguna de las super- 1
ficies cuadraticas béasicas estudiadas

NR NR1. Identifica la expresion matematica que representa )
las partes del diabolo
NR2. Identifica correctamente la region del plano zy que L9
define cada parte del diabolo ’
NR3. Hace explicita la restriccion de las variables para de- )
finir cada parte del diabolo
NR4. Relaciona correctamente el valor de la integral con )
un volumen
NR5. Relaciona correctamente el valor de la integral con 5
un area

NG NG1. Plantea correctamente las integrales que miden un 1
volumen
NG2. Plantea correctamente las integrales que miden un 5
area superficial

La siguiente grafica resume el comportamiento en el nimero de respuestas segln se

alcanzo o no los indicadores propuestos para la actividad.
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Figura 31. NUmero de respuestas en las que se alcanza los indicadores de la
actividad didbolo de dos palos.

4.6.1. Resultados para el nivel situacional
Se parte con un objeto, el didbolo de dos palos, que el estudiante seguramente ha

visto en la Facultad o en algun parque. La guia deja ver también donde y por qué

encontrarlo.

Figura 32. Diabolo de dos palos*

Sin alejarse de las superficies cuadraticas basicas se describe el objeto unificando

para el grupo la forma y dimensiones de las partes que lo conforman.

W
A&

Figura 33. Partes del diabolo.

La  primera imagen es tomada de https://es.dreamstime.com y la segunda de

http://spanish.visitbeijing.com.cn.
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En este nivel, el estudiante comprende con claridad las formas involucradas en el ob-
jeto y comprende también que lo que se busca es medir su volumen y area superficial.

El 100 % de los grupos asimilé correctamente el contexto.

4.6.2. Resultados para el nivel referencial

La union de una parte a otra hace que la region de integracion esté sujeta a las di-
mensiones de una y otra. Por tanto, el modelo a plantear por medio de las integrales
multiples depende del contexto propuesto. Las dimensiones y caracteristicas deben
verse reflejadas con la ubicacion de los ejes coordenados definida para todos los es-

tudiantes.

Los estudiantes plantearon su modelo de tomando, como debia ser, las variables =, y
y z para obtener las representaciones de las partes del diabolo o de las regiones del
plano xy para plantear las integrales. Se nota que el estudiante tiene claras las for-
mas canonicas de las superficies cuadraticas involucradas al igual que las integrales

multiples que llevan al volumen o area superficial.

El modelo matematico planteado esta formado por la regién que describe cada parte
del didbolo y la integral que calcula el volumen o area superficial. Aunque al plantear
las expresiones matematicas de cada parte del objeto, el estudiante no restringe las
variables para acotar la parte involucrada, en el planteamiento de la integral si es claro
que esta acotando la parte y procede a medir el volumen o area superficial. Por tanto
puede concluirse que un resultado obtenido en la actividad es la identificacién de la

region del plano que describe la parte del objeto.
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El estudiante relaciona también la integral o el valor encontrado con el significado de

volumen o area que esta midiendo.

4.6.3. Resultados para el nivel general

El estudiante ve el diabolo en el espacio coordenado como un objeto acotado forma-
do por algunas superficies, es decir, se aleja del contexto y entra en el nivel general
sin dificultad. Planted las integrales y su solucion de manera clara en términos de la
necesidad propuesta. Puede identificarse que la solicitud realizada en la actividad de

calcular una cantidad de material, el estudiante la convirtié en una integral a solucionar.

Los resultados muestran que con la actividad el estudiante llega al nivel general dando
solucién a la necesidad realista planteada inicialmente. El 100 % de los participantes

muestran correctamente las integrales involucradas para dar respuesta al contexto.
Conclusiones de la actividad Diabolo de dos palos

Para iniciar los calculos necesarios el estudiante debe representar de manera analitica
cada parte del diabolo. El 100 % de los estudiantes representaron la parte elipsoide y la
parte conica, pero solo el 40 % la parte hiperboloide. Esto se debid a que el hiperboloide
estaba truncado por encima de su parte media, eso el estudiante no identificd con

claridad.

Para plantear las integrales es importante identificar la correcta regién de integracion.
Los resultados muestran que el estudiante se enfrenta a dificultades si el sélido no
inicia en el plano zy; asi entonces, identifica correctamente la regién de integracion

cuando la base del sélido a medir esta en el plano zy. El 100 % de las respuestas
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identificaron la region de integracion para el cono truncado y el 80 % para las otras

partes del diabolo.

El estudiante identifica correctamente que el valor que encuentra al calcular la integral
respectiva lo puede asociar con el volumen o area superficial del objeto, interpretando

asi la solucion del problema en el contexto planteado.

Con esos resultados, puede concluirse que el estudiante alcanza los resultados de

aprendizaje planteados para la actividad (ver pagina 105).

4.7. Actividad: Reloj de arena

Esta actividad fue la dltima aplicada en el proceso. Con ella se busco trabajar tres
temas importantes del curso y que se desarrollan en tiempos diferentes del semestre:
la representacion analitica de superficies, optimizacion por medio de Multiplicadores

de Lagrange y las integrales multiples (para volumen y area superficial).

Tabla 7. Indicadores de cumplimiento. Actividad reloj de arena

] Nivel \ Indicadores de cumplimiento \ Numeral ‘
NS NS1. Ubica el reloj o las partes del reloj de manera correc- 4a)
ta en el espacio coordenado
NS2. Comprende la necesidad de optimizar al tener varias Ja)
ampollas que satisfacen la restriccién
NS3. Identifica la funciéon a optimizar y restriccién en el 1)

método de multiplicadores de Lagrange
NR | NR1. Identifica y nombra las incégnitas del contexto 4a, b)
NR2. Construye la expresion matematica que representa

la ampolla del reloj 4a)
NRS3. Plantea la funcién a optimizar y restriccion en térmi- ah)
nos de las incognitas

NG NG1. Plantea correctamente las integrales con las que Ja, b)
identifica la funcién a optimizar y la restriccién ’
NG2. Plantea el modelo de optimizacién por multiplicado- i)

res de Lagrange

La siguiente grafica resume el comportamiento en el nUmero de respuestas segun
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se alcanzé o no los indicadores propuestos para la actividad. Las lineas siguientes

describen, segun nivel, los resultados encontrados:

100% I 0
90%
0% I I I I I
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30% & 3 2 3

0% 2

NS1 NS2 NS3 NR1 NR2 NR3 NG1 NG2

Alcance MNoakance

Figura 34. Numero de respuestas en las que se alcanza los indicadores de la
actividad reloj de arena.

4.7.1. Resultados para el nivel situacional

Los items del uno al tres de la actividad, buscan contextualizar al estudiante con el
objeto tomado en esta oportunidad. El estudiante fija el tiempo que desea medir con
su reloj como informacién propia y fija también la densidad de la arena que va a usar.
La cantidad de arena necesaria para hacer los calculos que llevan a las respuestas de
la actividad fue claramente manejada por los 11 estudiantes que trabajaron en cinco

grupos.

Aunque no todos identificaron (solo el 60 % lo hizo) la ampolla del reloj en el espacio
coordenado, si le dieron un manejo adecuado a las variables. El 60 % de los trabajos
revisados muestran que el estudiante comprende que puede tener ampollas de dife-
rente tamano pero con el mismo volumen. Se identifica entonces la necesidad de hacer
un proceso de optimizacion. También el 60 % de los grupos conoce qué debe optimizar
y bajo qué restriccion.
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A medida que va avanzando en la solucion de la actividad debe afrontar temas distin-
tos del curso, desde encontrar la ecuacion de los paraboloides para las ampollas en
términos de sus dimensiones, pasando por plantear integrales dobles o triples, hasta

modelar un problema de optimizacion.

4.7.2. Resultados para el nivel referencial

El 80% de las respuestas dejan ver que el estudiante tiene claro que debe incluir
variables y lo hace correctamente. Ademas, dado que la funcidén a optimizar depende
de la forma de la ampolla, es claro para el 100 % de los trabajos entregados que debe

encontrarse (y lo hace correctamente) una expresion para la ampolla del reloj.

Por otro lado, solo el 60 % de las respuestas muestra de manera explicita la funcion
a optimizar y la restriccion. Quienes no mostraron estas dos expresiones, por un lado
ignoraron la restriccion y por otro lado calcularon el volumen de la ampolla completa

en lugar de una ampolla truncada.

4.7.3. Resultados para el nivel general

El estudiante identific que necesitaba una funcion a optimizar y que ella debia conse-
guirse por medio de una integral. Infortunadamente el planteamiento de la integral no
fue del todo preciso y solo tres de cinco grupos lograron plantear bien los limites de

integracion que les llevaron a las expresiones correctas.

Aunque el estudiante identificd que las integrales son la herramienta necesaria para
responder requerimientos asociados con volimenes o areas superficiales, solo el 40 %

de los trabajos plantearon correctamente el modelo de optimizacion solicitado. Los
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errores cometidos tuvieron que ver con el planteamiento incorrecto de las integrales

multiples, en lo relacionado con los limites de integracion.
Conclusiones de la actividad Reloj de Arena

Inicialmente el estudiante tiene que definir la cantidad de arena, segun su densidad, en
la ampolla y teniendo en cuenta el tiempo a medir. También debe precisar el volumen
total de la ampolla. El 100 % de las respuestas encontrd la relacion correcta entre

volumen y tiempo a medir.

Para plantear el modelo de optimizacidon propuesto es necesario contar con el volumen

y el area superficial de la ampolla y para ellas, se necesita su representacion analitica.

Infortunadamente plantear la expresion analitica en términos de la profundidad y radio
desconocidos produjo dificultades para los estudiantes, pues solo el 40 % de las res-
puestas fueron correctas. Sin embargo, en las integrales mejoraron los resultados y el

60 % lo hizo correctamente.

Esta actividad, dada la dificultad en la solucion del sistema de ecuaciones generado
al aplicar multiplicadores de Lagrange, se le pide a los estudiantes que solo planteen
el modelo, mas no que lo resuelvan. Los estudiantes manifestaron que el haber estu-
diado multiplicadores de Lagrange hacia ya varios dias del momento de esta actividad
genero algunas dificultades; aun asi, el 40 % de las respuestas mostraron un correcto

planteamiento del modelo propuesto.

Con relacion a los resultados de aprendizaje planteados en esta actividad, puede con-

cluirse que se cumplieron tres de cuatro, a saber, se cumplié que el estudiante identifica
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la magnitud a optimizar, representa cantidades involucradas en el contexto en términos
de las incognitas y relaciona la interpretacion de las integrales con las magnitudes invo-
lucradas. Puede decirse que fue dificil para el estudiante plantear el modelo completo

de multipliadores de Lagrange para optimizar.

4.8. Conclusiones del Capitulo 4

A lo largo del desarrollo de las actividades buscoé identificarse el alcance de los nive-
les situacional, referencial y general de la matematizacién en la Educacion Matematica
Realista, pero todo ello en el marco de una motivacion a que el estudiante asuma las
actividades de forma responsable y con interés. Una conclusion que vale la pena desta-
car entonces tiene que ver con la motivacion. Los estudiantes se mostraron motivados
al enfrentarse a situaciones que pueden acercarse a su quehacer diario, futuro queha-
cer profesional o su cotidianidad en general. Los estudiantes se sintieron atraidos por
el tipo de actividades y para la gran mayoria fue novedoso, en el sentido de no trabajar

con contextos realistas en otros cursos.

Con relacion a los niveles de la matematizacion puede concluirse:

4.8.1. Nivel situacional

En este nivel, los estudiantes mostraron asumir como propio cada uno de los contextos
presentados. Los indicadores de cumplimiento NS propuestos se satisficieron por enci-
ma del 80 % en la mayoria de las actividades. En las primeras actividades se identifico
que aunque los estudiantes comprendieron la situacion presentada, no llevaron la infor-

macion involucrada al espacio coordenado. Eso dificult6 el alcance de los indicadores
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en el nivel referencial. Después de la tercera actividad eso se supero.

Se identificé que si el contexto realista involucra un objeto que el estudiante puede
ver, imaginarse facilmente, o tenerlo a la mano, se obtienen mejores resultados y se
alcanza el nivel situacional de mejor manera que cuando no se cuenta con un objeto
explicito. Con ello, en el marco de la matematica en contexto puede concluirse que se

cumplieron las etapas I y I1 que se tomaron para el nivel situacional.

4.8.2. Nivel referencial

Con este nivel se inicia la matematizacion vertical. Se busca identificar si el estudiante
logra esquematizar el problema propuesto. Los resultados de las actividades muestran
que:
1. Entre el 59 y 100 % de los participantes relacionan el objeto con puntos del es-
pacio coordenado por medio de expresiones matematicas, llevando al modelo
deseado. El hecho de que no se tenga un objeto cotidiano hizo que sus resulta-

dos no fuesen los deseados; eso ocurri6 en la actividad de optimizacion.

2. El estudiante siguio los procedimientos esperados para llegar a las respuestas de
los items planteados. El método de multiplicadores de Lagrange para optimizar

fue el unico que no fue seguido por la gran mayoria.

3. En las actividades se esperaba una solucidn matematica del contexto realista
propuesto. En la mayoria de las actividades se plantea la necesidad de represen-
tar matematicamente un objeto para luego, por ejemplo, calcular su volumen, o
su area superficial, o usarla para construir una restriccion o funcion a optimizar.

En las dos primeras actividades fue necesario direccionar esa representacion
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matematica, pero en las siguientes se busco que el estudiante lo hiciera por su
cuenta. Con base en las actividades posteriores a la segunda, puede concluirse

que el estudiante se acerc6 significativamente a la solucién matematica.
4.8.3. Nivel general

En este nivel se busca que el estudiante identifique un modelo para, es decir, que iden-
tifique que existen aspectos que puede generalizar y usar en contextos o problemas

homologos. Asi entonces, los resultados de las actividades muestran que:

1. Con relacién a las ubicaciones en el espacio coordenado, el estudiante identi-
ficd que puede ubicarse no solo en el primer octante sino en cualquiera usando
signos en las distancias recorridas (el 63 % lo hizo). Ademas, en el 52 % de las

respuestas el estudiante generalizd posiciones viéndolas en las forma (z, vy, 2).

2. El estudiante identificd la necesidad de representar matematicamente el objeto de
estudio, pues es la base para describir 0 encontrar sus caracteristicas. A lo largo
de las actividades, ubico satisfactoriamente el objeto en el espacio coordenado y

usé las variables para representarlo (por encima del 80 %).

3. Los objetos usados en las actividades son acotados (un hiperboloide truncado,
cono truncado, hemisferio, etc). Su representacion esta completa si se restrin-
gen las variables. Unicamente, alrededor del 20 % hizo una restriccion correcta o

explicita de las variables.

4. En el caso de las integrales multiples, aunque identificé dénde deberia usarlas,
no las plante6 correctamente en la primer actividad (florero de partes cuadraticas,
20 %), pero si lo hizo en las dos siguientes (diabolo y reloj de arena), lograndose

un porcentaje de respuestas correctas entre el 60 y 100 %.
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CAPITULO 5. CONFRONTACION ANALISIS A PRIORI Y A POSTERIORI

Después de tener tanto el analisis a priori y a posteriori, en este capitulo se muestra el
cotejo entre los dos para la respectiva validacion de las hipotesis tanto de la ingenieria

didactica como de la investigacion.

5.1. Hipotesis de la ingenieria

5.1.1. Hipotesis HI1: Los objetos cotidianos (realistas) incentivan el trabajo de

los estudiantes.

Los comentarios de los estudiantes sobre las actividades (ver pagina 116), las repre-
sentaciones propias (ver paginas 114, 121 o 140) y el interés mostrado en las retro-
alimentaciones de las actividades dejan concluir que los estudiantes trabajaron con

entusiasmo y se vieron motivados por los temas y situaciones propuestas.

5.1.2. Hipotesis HI2: El estudiante relaciona de mejor manera el espacio coorde-

nado con las superficies si éstas vienen de objetos cotidianos para él.

Los resultados de todas las actividades, salvo los de la numero cuatro, permiten con-
cluir que el desarrollo de los temas del curso, como medir un volumen o un area su-
perficial, se completa de mejor manera cuando el estudiante parte de un objeto real
o conocido para él. Si por ejemplo se le pide encontrar el volumen del sdlido acotado
porz =5 — a2 —y? y por z = 4% + 44%, el primer obstaculo con el que se enfrenta el

estudiante es identificar o darse una idea de la forma del sélido y eso hace que no sien-
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ta seguridad en avanzar. Cuando se le entrega la figura en lugar de las expresiones,

avanza mas facil, la relaciona con superficies basicas, encontrando las expresiones

matematicas y procediendo a encontrar solucién al
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Figura 35. El espacio coordenado y procesos de estudiantes.

La actividad cuatro genero dificultades considerables en los estudiantes. Desde el ini-

cio, la actividad obliga a contar con una funcién a optimizar y luego con una restriccion.

El estudiante debe plantearlas de acuerdo a la info

rmacion suministrada pero esa in-

formacion no depende de algun objeto o superficie basica o conocida. Las expresiones

que el estudiante plante6 no fueron las correctas y aunque sigui6 el método para solu-

cionar el problema sus respuestas no fueron las adecuadas.

En definitiva, el no contar con un objeto visible para él, impidi6 el correcto manejo de las

variables que llevan a las expresiones en varias variables, en relacion con el espacio

coordenado.
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5.1.3. Hipotesis HI3: Los contextos realistas despiertan el interés del estudiante
en identificar expresiones matematicas de los objetos o regiones involu-

crados

Las hipotesis con las cuales se inicia el analisis a priori (ver pagina 100) sobre la pre-
sencia de las funciones en dos variables o expresiones en tres variables, es la razén
para plantear las necesidades de las expresiones matematicas. Para el estudiante es
claro que debe contar con una funcidon (o una expresién matematica) para avanzar en
la actividad. La motivacion que se desperto6 en el estudiante, al recibir el contexto, au-
menta la probabilidad de que se mantenga trabajando y el siguiente paso es conseguir
las expresiones que necesita. Los resultados muestran que esto asi sucedid, dando

via libre a la hipétesis HI3.

5.1.4. Hipotesis HI4: El relacionar los objetos (superficies) seleccionados con la
matematica estudiada en el curso, estimula el desarrollo del pensamiento

matematico en los estudiantes

Como lo muestran los resultados (capitulo 4), de manera general puede identificarse

que el estudiante:

1. Asimilé satisfactoriamente los contextos realistas,

Construy6 sus propias representaciones de la situacion propuesta,
Relacion6 el espacio coordenado con el objeto o sus caracteristicas,
Identificé qué procesos debia seguir para obtener una respuesta,

o &~ 0N

Aunque en menor proporcidn, generalizé (en el sentido de alcanzar el nivel general

de la matematizacion) la situacion planteada.

Con ello, puede afirmarse que el desarrollo del pensamiento matematico en los estu-
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diantes parte de la relacion de los objetos cotidianos y la matematica involucrada en

sus caracteristicas, o en las necesidades identificadas que tienen que ver con éste.

5.2. Hipotesis de la Investigacion

Aunque el estudiante esté cursando una asignatura de tercer semestre (0 mas, en mu-
chos casos), todavia se pregunta para qué le sirve lo que le ensefian en matematicas
en su carrera de ingenieria. La forma como el estudiante de ingenieria afronta los cur-
sos de matematicas, no es la misma como lo hace un estudiante de matematicas o
fisica. El de ingenieria llega a su carrera con la vision de estar en laboratorios, hacer
visitas técnicas a empresas, manipular motores, maquinaria, entre otras. La visién no

siempre es la de llegar a fundamentar sus conocimientos en ciencias basicas.

En esta investigacion se plante6 que la EMR ayudara, sino a responder, a acercarse a
una respuesta a esa inquietud. Los resultados (capitulo 4) y analisis a posteriori (sec-
cion 3.5.4) de la aplicacion de la propuesta de actividades muestran que la hipétesis
de la investigacion (pagina 9) es valida desde el punto de vista de la motivacion, del
interés en participar en clase, de la obtencion de buenos resultados y del desarrollo de
habilidades. Aunque la disminucién de la desercion puede estar implicita conociendo la
obtencion de buenos resultados, la precision en su conclusion puede tomar un tiempo
y necesita de conocer informacion de los resultados generales de los participantes (por

ejemplo, estado prueba académica, ver pagina 6).

157



CONCLUSIONES

Esta investigacion permitio ampliar la literatura existe en lo relacionado con trabajos
propuestos en educacion superior y en particular en educacion en calculo en varias

variables.

Los resultados encontrados en esta investigacion van en la direccion de los resultados
encontrados en investigaciones existentes en educacion superior y en calculo multi-
variado. Se apoya y fortalece las recomendaciones de trabajos internacionales en el
sentido de no asumir que el cambio de 2D a 3D es automatico y de que es convenien-
te, para el aprendizaje del estudiante, contar con objetos reales en el desarrollo de los

temas del curso.

La propuesta de actividades realistas de esta investigacion se aleja de la ensefianza
tradicional del calculo en varias variables, en particular, y del calculo en general. Las
actividades realistas, propuestas desde la vision de realidad de esta investigacion, no
necesitan docentes con estudios superiores para ampliarlas, complementarlas o po-

nerlas en practica en el aula de clase.

La fase cuatro, seccion 3.5.4 y el capitulo 4 describen los procesos seguidos por los
estudiantes, las debilidades y caracteristicas de esos procesos y la forma como ellos
afrontan las situaciones matematicas planteadas, identificando el desarrollo de su pen-
samiento matematico. Los resultados de aprendizaje e indicadores de cumplimiento de

las actividades se satisficieron en una buena proporcion en la mayoria de los casos.
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La investigacion deja ver que los estudiantes asumen con claridad los contextos rea-
listas al pertenecer a su cotidianidad. Representan correctamente esos contextos a su
manera e identifican los procesos matematicos a seguir para responder los interrogan-
tes presentados. Sin embargo es necesario fortalecer la parte tedrica de los diferentes
temas, desde la vision realista, pues es débil por momentos la generalizacion de las

situaciones expuestas.

Aunque la macro-ingenieria propuesta termina siendo demasiado amplia, al abarcar
varios temas del curso, y su andlisis a posteriori se torna débil en algunos aspectos
por su misma amplitud, es posible concluir, de manera general, que la EMR es raz6n
justificada para motivar a los estudiantes y poder investigar en la ensefanza y apren-

dizaje del calculo en varias variables.

La repeticion (razonamiento repetido), desde la vision de la propuesta DNR, hizo que
los estudiantes se familiarizaran de manera firme con las expresiones matematicas que
representan algun objeto. Logré que el espacio coordenado se convierta en una he-
rramienta Gtil y necesaria para conseguir expresiones con las cuales se pueda aplicar

procesos como los de integracién multiple.

El trabajar con situaciones que involucran superficies cotidianas para el estudiante hi-
zo que la visualizacion no sea simplemente el hecho de ver o contemplar el objeto,
sino también el de representarlo, relacionarlo con expresiones matematicas, transmitir
informacion de él, medir sus caracteristicas, entre otras acciones. Se logro la utiliza-
cion de nociones matematicas del calculo multivariado en ambitos graficos, numéricos,

algebraicos y de calculos.
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RECOMENDACIONES

En el marco de la propuesta de esta investigacion, y teniendo en cuenta los resultados

encontrados y analisis realizados es valido lo siguiente:

1. Recomendar que se profundice en ingenierias didacticas desde el punto de vis-
ta de los temas, lo que en esta investigacion se llamo6 micro-ingenierias. Desarrollar

investigaciones en EMR por temas de estudio del curso.

2. La macro-ingenieria construida en este trabajo, se veria fortalecida con micro-
ingenierias mas robustas. Se recomienda hacer investigaciones en donde se amplien

las micro-ingenierias.

3. Esta propuesta centra la atencion en la EMR desde el conocimiento aplicado, des-
de el planteamiento de contextos aplicados y no necesariamente en la parte tedrica
(ver pagina 68). Los estudiantes asimilaron correctamente los contextos, pero tuvie-
ron dificultades, en algunos casos, en desarrollar la parte tedrica y la generalizacion.
Se recomienda, por ello, desviar la atencion con el uso de contextos realistas, por lo

menos en parte, hacia la teoria involucrada en los temas.

4. Las altas tasas de desercion y mortalidad en los cursos de matematicas, fueron,
entre otras, justificaciones de esta investigacion. Los resultados encontrados no per-
miten hacer conclusiones del todo precisas en estas direcciones. Se recomienda pro-
fundizar en el nivel de disminucién de estas variables con investigaciones como la

realizada en esta tesis.
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5. Se recomienda seguir profundizando en el desarrollo del pensamiento matematico
de los estudiantes de calculo en varias variables, en especial con enfoques diferentes

a los niveles de matematizacion de la EMR.

6. Teniendo en cuenta los resultados no solo de esta investigacion sino de algunas
incluidas en el estado del arte, con relacion a la parte didactica, se recomienda tra-
bajar objetos reales para los estudiantes, sobre todo en la parte inicial del curso, y no

suponer que el paso de 2D a 3D es automatico.
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Anexo 1: Actividades

UNIVERSIDAD DISTRITAL
FRANCISCO JOSE DE CALDAS
CALCULO MULTIVARIADO 2021 — I[
Actividad 1: Ubiquémonos en nuestra vivienda

Con esta actividad queremos, entre otras cosas, apropiarnos
del lenguaje que usaremos mdads adelante en muchos temas del
curso. Un lenguaje que nos ayuda a comprender, visualizar, po-
ner en practica y complementar el trabajo en el aula y el trabajo
como futuros profesionales.

Inicialmente entonces seleccione una habitacion' rectangular
como en la figura.

Pared lateral izquierda

' Pared posterior

Pared frontal

Pared lateral derecha

Gréfica 1. Habitacién
Ahora sigamos los items a continuacion, que nos permitirdn
cumplir nuestro objetivo:

1. Tome las medidas de la habitacion: ancho, alto y largo y
sendlelas en la grafica.

=
a

Ancho= Largo=

Alto=

Gréfica 2. Dimensiones de la habitacién

2. Algo que no puede faltar en una habitacion es la ilumina-
cién artificial. Partiremos de esa necesidad para introducir
nuestro nuevo lenguaje. Supongamos que se va a poner un
bombillo en el centro del techo de la habitacién?.

a) ;A qué distancias de la pared posterior, lateral iz-
quierda y del piso respectivamente estars el orificio®
por donde se tendran los cables eléctricos para el bom-
billo*?

Gréfica 3. Ubicacién del bombillo

b) Notemos que en el punto 2a las distancias se tienen al
movernos perpendicularmente a una pared (o piso),
o paralelamente a las otras dos paredes (o piso). Por
ejemplo, la distancia desde la pared posterior se mide

de manera perpendicular a esa pared y a la vez de
manera paralela al piso y a la pared lateral izquierda,
como puede verse en los segmentos en la grafica 3.
Ahora bien, notemos que esas paredes y el piso, las
tres, tienen un punto en comun como se senala en la
siguiente grafica.

Punto comin

Gréfica 4. Punto comtn de paredes y piso

ese punto esta a una distancia de

= 0 metros de la pared posterior,
= 0 metros de la pared lateral izquierda

= vy a 0 metros del piso,

es decir, si ordenamos esos valores podemos denotar
aquél punto con la terna (0,0, 0):

Distancia desde

pared posterior  pared lateral piso
izquierda

(0,0,0)

Gréfica 5. Distancias de referencia

;Cudl es la terna que ordena, de la manera anterior,
las distancias encontradas en el numeral 2a?

Distancia desde

pared posterior  pared lateral piso

\izquicrda /

~——)
Grafica 6. Distancias para el techo

¢) Si el bombillo se ubica en la pared frontal a 30 cm del
techo y simétrico a las paredes laterales, jcudl es la
terna de distancias a tener en cuenta para su ubica-
cién?

d) Si la conexién eléctrica para la habitacién estuviese
en la ubicacién (0,0, 0) y el cable para el bombillo de-
be tenderse sobre las paredes y paralelo a ellas (como
en la figura siguiente), jdénde recomendarfa ubicar
el bombillo si solo se quiere tener en cuenta la menor
cantidad de cable, entre las siguientes ubicaciones?
(haga explicito el total de cable usado en cada ubica-
cién y las ternas de distancias en cada caso)

= en el centro del techo,

= en la pared lateral izquierda a 30cm del techo y
simétrico a las paredes posterior y frontal,

= en la pared lateral derecha a 30cm del techo y
simétrico a las paredes posterior y frontal,

= en la pared posterior a 30cm del techo y simétrico
a las paredes laterales.

1o por ejemplo, un laboratorio, la tienda de la esquina, la sala de su casa, el salén de clase, si ellas tienen forma rectangular.

2M4s adelante lo ubicaremos en otros puntos de la habitacién.
3Suponemos que el cable eléctrico sale del techo.

4Recuerde que las distancias estdn dadas por el segmento perpendicular a cada pared y el piso.



Cable eléctrico
Conexion eléctrica

Grafica 7. Ubicacién cable eléctrico

3. Supongamos ahora que su habitacion esta en un piso supe-

rior (segundo, tercer piso) y contigua a otras de las mismas
dimensiones®. En total se tiene ocho habitaciones, cuatro
por piso:

Habitacién inicial

Grafica 8. Varias habitaciones

Recordemos que en el numeral 2b se tomé un punto comtin
y correspondié al punto eléctrico para la habitacién. Su-
pondremos que esa ubicacion es la conexion eléctrica para
todas las habitaciones:

Conexion eléctrica para
todas las habitaciones

Graéfica 9. Conexién eléctrica para las habitaciones

que como se dijo en la grafica 5 corresponde a la terna
(0,0,0).

Ahora bien, esa terna nos permitié identificar ubicaciones
al interior de la “habitacién inicial”. Si queremos ubicar
un bombillo en otra habitacién, tendremos que salir de la
“habitacion inicial”.

Recordemos que para esas distancias se toma como referen-
cia las paredes posterior, lateral izquierda y el piso. Pero
eso es equivalente a movernos hacia adelante, a la izquier-

da y arriba de la esquina posterior inferior izquierda, es
decir, de la ubicacién (0,0, 0):

Gréfica 10. Al frente, izquierda y arriba de (0,0, 0).

Por tanto, ahora para llegar a las otras habitaciones debe-
mos movernos, ademads, a la derecha, atrds y abajo de la
ubicacién (0,0, 0).

Para diferenciar esos movimientos usaremos signos en las
distancias recorridas de la siguiente manera

Grafica 11. Signos al movernos desde la ubicacién (0, 0, 0).

En la siguiente grafica podemos ver las ternas de signos
segun la habitacion en la que estemos:

Grafica 12. Signos para las distancias por habitacién

a) Si para cada una de las ocho habitaciones se pondréd
un bombillo en el centro de su techo, ;cudles son las
ternas de distancias en cada caso? (desprecie el grosor
de las paredes)

b) {Cudles son las ternas de distancias para un punto a
30cm del techo en la pared de la puerta y simétrico a
las paredes laterales para cada habitacién?

4. Con la informacién anterior estamos identificando que po-

demos ubicar un punto de cada habitacién por medio de
una terna de nimeros. Para nuestro ejemplo, la descripcion
de la posicion es manejable al tener ocho habitaciones, pero
podriamos tener un contexto que involucra mas informa-
ciéon que puede hacer confusa esa descripcién. De manera
general, para evitar confusiones en la descripcién fijamos
un punto y tres rectas para las seis formas de movernos
rectangularmente como lo hemos hecho en esta actividad:
atras-adelante, izquierda-derecha, abajo-arriba.

Ahora bien, dependiendo de dénde nos ubiquemos en la ha-
bitacién, esas direcciones son relativas. Fijamos entonces
un nombre para esas rectas (que llamamos ejes), es decir,
llamaremos, eje x, eje y y eje z identificando su signo segin
la posicién de la distancia a medir:

eje x eje y

Gréfica 13. Ejes coordenados

Asf las cosas, un punto se denota en la forma (x,y, z) res-
petando el orden de las letras.

Si nos detenemos a analizar los ejes, puede mantenerse la
misma duda, es decir, de saber cudl recta corresponde al
eje z y cudl al eje y (el eje z es claro), por ejemplo en:

5algo similar a lo que se tiene en una casa de varios pisos o un conjunto residencial.



Gréfica 14. Ejes coordenados

Para precisar esos dos ejes usamos nuestra mano derecha:
hacemos que el pulgar de nuestra mano derecha esté so-
bre la parte positiva del eje z, entonces nuestros dedos del
indice al menique se doblan desde la parte positiva del eje
x hacia la parte positiva del eje y:

Gréfica 15. Sistema mano derecha

de esa manera no tendremos dificultad para identificar
nuestros ejes y su signo.

Volviendo a nuestras habitaciones de la grafica 8, supon-
gamos que es una construccién de dos pisos y que nuestra
habitacion inicial estéd en el segundo piso, las otras estaran
en la parte de atrds, abajo o derecha de ella®. Ademsds, la
interseccién de los ejes x, y y z corresponde con el punto
de referencia (0,0,0) que se tomé en el numeral 2b.

a) ;En qué habitacién estd el punto de coordenadas
(1,1,1)?

b) ;En qué habitacién estd el punto de coordenadas
(-1,-1,-1)7

¢) ;En qué habitacién estd el punto de coordenadas
(-1,1,-1)?

d) ;En qué habitacién estd el punto de coordenadas
(1,-1,1)7

e) (En qué habitacién estd el punto de coordenadas
(—-1,-1,1)?

Universidad Distrital
Francisco José de Caldas
Facultad Tecnoldgica
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Actividad 2. Florero de caras planas

Una manera de dar vida a un espacio es por medio de las
flores. Quizas hemos visto floreros de muchos tamafos y estilos
en los lugares que hemos visitado, o en nuestra propia casa. Los
fabricantes de floreros pueden preguntarse por los disenos mas
llamativos y quizas més econémicos. Después de tener el diseno,
seguramente surgen preguntas como ;qué cantidad de material
es necesario para construir el florero? jcon qué cantidad de tierra

se llena? Si necesita pintarse, jcuanta pintura se usard en cada
florero? Es decir, ;qué area debo recubrir?

Con las herramientas que nos brinda este curso respondere-
mos esas y otras preguntas sin dificultad para muchos disenos de
floreros. Esas herramientas involucran expresiones matematicas
que manipulamos de distintas maneras para encontrar ciertas
medidas. Asi lo hacemos en el cédlculo.

Lo primero que hacemos entonces es tener las expresiones
matematicas que vamos a usar. Para esta actividad entonces, y
dado que atin no tenemos esas herramientas, vamos a centrar la
atencién en conseguir expresiones matemaéticas para las caras o
partes del florero.

Por ahora tomemos un diseno particular y sencillo de florero
y planteemos algunos tareas a realizar:

La fotografia muestra un disenio de florero de base cuadrada
y paredes planas:

Grafica 16. Fotografia florero
El florero tiene base cuadrada de lado 30cm. Su mitad es un
cuadrado de lado 15v/2 que al proyectarse a la base estarfa for-
mado por los puntos medios de los lados de la base. Y el florero
tiene una altura total de 50cm.
Adelante se muestra dos vistas adicionales construidas en
geogebra.

Grafica 17. Vistas geogebra

1. Encuentre las ecuaciones de los planos que contienen cada
una de las partes (caras) planas que forman el florero.

Universidad Distrital
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Actividad 3: La cafeteria de nuestra Facultad

Muchos de los objetos, piezas de trabajo, edificios, entre
otros, tienen formas particulares. Muchas de esas formas son
comunes en varios de ellos. Para describir caracteristicas de esos
objetos, casi siempre es necesario, por ejemplo, tener sus pla-
nos, construir inicialmente un prototipo, modelarlos con algin
software, o construirlos a escala.

Con la forma de proceder en los cursos de calculo, es de-
cir, por medio de expresiones matematicas y usando herramien-
tas como derivadas o integrales, podemos identificar de mane-
ra mas precisa esas caracteristicas de los objetos. La expresion

6es decir, por ejemplo, derecha primer piso, atris segundo piso, debajo, etc.



matematica que represente un objeto, puede también ser insu-
mo para modelarlo por medio de un software, ya sea usando su
expresion explicita o por medio de un conjunto de puntos que
suministra dicha expresion.

Para contextualizar los parrafos anteriores y también intro-
ducir un tema que nos interesa, vamos a trabajar sobre un objeto
(un edificio) que seguramente ustedes conocerdn. En nuestra Fa-
cultad” tenemos un edificio que concentra muchos estudiantes a
lo largo de cada dia. Nos preguntamos si podemos modelarlo,
construirlo a escala, representarlo matematicamente, etc.

Por ahora centraremos la atencién en representarlo ma-
teméaticamente, es decir, identificar cada uno de sus puntos que
lo conforman por medio de ternas de la forma (x,y, z). De mane-
ra similar a como lo hicimos con un plano en el espacio®. Veamos
ahora las diferencias que se tienen con lo que aprendimos de los
planos.

La grafica

Grafica 18. Representacién cafeteria
es una representacion del edificio donde funciona la cafeteria de
la Facultad:

Grafica 19. Cafeteria Facultad Tecnolégica
La parte superior del edificio, es decir, el techo, es una su-
perficie que se verfa como en la Gréfica 3 (suponiendo que es
completamente liso):

Grafica 20. Techo de la Cafeteria

1. Centremos nuestra atencién, inicialmente, en la parte

esférica del techo (un hemisferio®) y busquemos represen-
tar los puntos que la conforman por medio de ternas de la
forma (x,y, z):

Grafica 21. Parte esférica del techo

Supongamos que el origen del sistema de coordenadas es el
centro del hemisferio. En la Gréfica 5 se muestra ademas
de los ejes coordenados, la explicacion grafica de lo que se
entenderd por estar abajo del techo'®, en el techo'™ y en el
borde del techo'?, términos que se usan mas adelante:

En el plano xy: abajo del 2 En el techo

techo

En el plano xy:
en el borde
del techo

Grafica 22. Parte esférica del techo. Ejes

Responda cada uno de los siguientes items y justifique sus
respuestas

a) Encuentre, consulte, investigue, etc, la medida del ra-
dio del hemisferio.

b) Escriba cinco puntos que estén abajo del techo y cinco
puntos que estén en el borde del techo.

¢) Seleccione de dénde, en el plano zy, debe tomar los
puntos para que estén abajo del techo!3:

a) Y4. b) Y

A %D
VL

d) Seleccione de dénde, en el plano zy, debe tomar los
puntos para que estén en el borde del techo:

a) Y. b) Y

"la Facultad hace referencia a la Facultad Tecnolégica de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas, sede Ciudad Bolivar, ubicada en la Localidad

de Ciudad Bolivar en Bogota D.C.

8Recordemos que los puntos (x, v, z) de un plano deben satisfacer una ecuacién de la forma ax 4 by 4+ cz +d =0

9hemisferio es el nombre que le damos a media esfera
10¢s decir, los puntos del plano zy que estdn abajo del hemisferio

Hes decir, los puntos del hemisferio, sin contar sus puntos que también estdn en el plano zy

12¢] borde del techo es la parte del hemisferio que toca al plano xy
13

o no forma parte de la gréfica.

recuerde que estamos haciedo diferencia entre abajo del techo y borde del techo. Ademas, la parte punteada quiere decir que ella no se tiene en cuenta,



e) {Qué parte del eje x y qué parte del eje y estan abajo
del techo? (es decir, cudl intervalo para cada eje)

f) {Qué puntos del eje x y del eje y estdn en el borde
del techo? (es decir, qué ternas para cada eje)

g) Ahora centremos la atencién en los puntos del te-
cho. Recordemos que la distancia entre los puntos
(z0,¥0,20) ¥ (x1,y1,21) en el espacio estd dada por

V(o —21)% + (Yo — y1)2 + (20 — 21)%

Como el radio del hemisferio es a (el valor que us-
ted encontrd en el numeral 1a), entonces la distancia
desde cualquier punto del techo al origen es a.

Tome cada una de las ternas (z1,y1,0) que encontré
en el numeral 1b y use la informacién de las distancias
para encontrar la coordenada z de tal manera que el
nuevo punto esté en el techo, como en la grafica si-
guiente

Punto del
techo

Grafica 23. Punto en el techo segin punto abajo del techo

h) Suponga que ahora (z,y,z) es un punto cualquiera
del espacio. ;Qué expresion debe satisfacer esa terna
para poder decir que estd en el techo? (tenga en cuen-
ta que el techo es un hemisferio donde z es positivo)

i) Use un programa (por ejemplo Geogebra) para grafi-
car la expresion que encontré en el numeral 1h. ;jLa
grafica en el programa tiene la misma forma que el
techo de la cafeteria?

j) Ahora quedémonos solamente en el plano zy. ;Cudles
parejas (z,y) del plano cartesiano estdn abajo del te-
cho? y jcuédles en el borde del techo? Es decir, ;qué
expresion matemdtica deben satisfacer x y y para es-
tar abajo del techo? y jcudl expresiéon para estar en
el borde del techo? ;jpuede unirse las dos expresiones
en una sola?

2. Ahora tomemos la parte que complementa el techo y que
llamaremos la parte restante del techo:

Grafica 24. Parte restante del techo

Supongamos que el origen del sistema de coordenadas es
el mismo punto que para la parte esférica del techo. En ese
A de la siguiente manera:

Grafica 25. Parte restante del techo. Ejes

Responda cada una de los siguientes planteamientos y jus-
tifique sus respuestas.

a) Encuentre, consulte, investigue, etc, las dos medidas
necesarias para describir esta parte de techo (es decir,
altura y radio inferior de esta parte).

b) {Cudl de las siguientes regiones del plano zy es la que
queda arriba de la parte restante del techo'?

TR ED
NN VE
¢) y/l\

¢

Muestre cinco parejas (z,y) del plano zy que estén
en esta regién.

¢) ;Para qué valores de x la recta y = —x estd en la
regién que define la parte restante del techo?

d) En definitiva, jcudles parejas (z,y) del plano zy estan
arriba o en el borde de esta parte del techo? Es de-
cir, ;qué expresion matemdtica deben satisfacer x y
y para estar arriba o en el borde de la parte restante
del techo?

e) ;Cudles ternas (z,y,z) de R? estan en la parte res-
tante del techo? Es decir, ;qué expresién matematica
deben satisfacer z, y y z para estar en la parte res-
tante del techo?

f) Si hacemos que z dependa de x y y en la expresién
encontrada en (2¢), es decir, despejamos z, jcudl es
la expresion resultante?

3. Dado que el origen del sistema de coordenadas usado para
las dos partes del techo de la cafeteria es el mismo, ;cudl es
la expresién matematica a trozos que representa el techo
completo?

4. El techo de la cafeteria, representado en la grafica 2, nos
llevé a la expresion en el numeral 3. Vayamos ahora en la
otra direccién, es decir, preguntémonos ;a qué superficie
nos lleva, por ejemplo, f(z,y) = 22 + y>? ;cémo podemos
construir su grafica?

141,a parte esférica del techo, estd ubicaba arriba del plano zy, por ello hicimos referencia a la regién del plano zy como la que queda abajo del techo.
Ahora la parte restante del techo estd ubicada por debajo del plano xy, por esa razén hacemos referencia a lo que queda arriba de la parte restante del

techo
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Actividad 4: promocién de dulces

Una manera en la que Julidn, un estudiante de la Facultad
Tecnolodgica, encontré para recibir algunos ingresos econémicos
necesarios para transportarse es por medio de la venta de dul-
ces en los pasillos de la Facultad. Ultimamente otros estudiantes
también han optado por vender dulces en la Facultad al igual
que Julidn. Claramente los ingresos de Julidn han disminuido.

Pensando en mejorar sus ventas, Julidn ha decidido vender
en promocién dos de sus productos: las Chocolatinas Mini Jet y
las Mentas Chao. Julidn vende cada chocolatina en $350 y cada
menta en $200, el mismo precio que los otros estudiantes. La
promocion consiste en obsequiar gomitas Trulult si le compran
minimo cinco chocolatinas y minimo tres mentas. Obsequia una
gomita por cada chocolatina por encima de la cuarta comprada
y obsequia una gomita por cada menta por encima de la ter-
cera comprada, cuando le compran los dos productos y en las
cantidades minimas por lo menos.

Grafica 26. Dulces en la promocién
Por ejemplo, si alguien le compra 6 chocolatinas y 7 mentas
entonces obsequia 2 gomitas por las chocolatinas y 4 gomitas
por las mentas.
A Julidn cada gomita le cuesta $30.
Segun la informacién anterior,

1. ;Con qué expresién representa la cantidad de dinero que
recibird Julidn en funcién de la cantidad de chocolatinas y
de mentas vendidas con la promociéon?

2. ;Cuantas chocolatinas y cudntas mentas debe vender Ju-
lidn con esa promocién para maximizar sus ingresos?

Con el fin de que los otros estudiantes que venden dulces
en la Facultad lo hagan con la promocion, Julian les propuso
venderles a ellos el paquete de 24 chocolatinas y de 50 Mentas
directamente y les obsequiaria el paquete de 90 bolitas de go-
mas. Para ello les propuso que cada chocolatina y cada menta
tendria el mismo valor de $250 para ser vendidas a los precios
de 350 y 250 pesos respectivamente.

Pedro, otro estudiante de la Facultad se mostré interesado
en la propuesta y quiere hacer sus calculos para verificar si la
acepta o no:

3. (Cual es la expresiéon que calcula los ingresos para Pedro
en funcién de la cantidad de chocolatinas y mentas vendi-
das?

4. ;Cudl es la expresion que calcula la ganancia para Pedro
en funcién de la cantidad de chocolatinas y mentas vendi-
das?

5. Si Pedro vende todas las chocolatinas y todas las mentas
de un paquete, jcudl es su ganancia?

6. ;Deberia Pedro aceptar el negocio que le propone Julidn?
(Justifique)

Después de revisar sus cuentas, Julian replantea su promo-
cién para sus propias ventas. Ahora propone que si le compran
los dos productos entonces disminuird en $15 el precio de ca-
da chocolatina comprada por cada chocolatina por encima de la
tercera y disminuird en $10 el precio de cada menta comprada
por cada menta por encima de la cuarta compradas. Por ejem-
plo, si alguien le pide 4 chocolatinas y 6 mentas entonces cada
chocolatina cuesta $350 — $15 = $335 en lugar de $350 y cada
menta cuesta $200 — $20 = $180 en lugar de $200. Las gomitas
Trululi no se tienen en cuenta por ahora.

Gréfica 27. Dulces en la nueva promocién

Segun eso:

7. i Con qué expresién representa la cantidad de dinero que
recibird Julidn en funcion de la cantidad de chocolatinas y
de mentas vendidas con la promocion?

8. (Cuéantas chocolatinas y cudntas mentas debe vender Ju-
lidn con esa promocién para maximizar sus ingresos?

9. ;Cual es la cantidad maxima de dinero que recibe Julian
con la promocién y cudl es la cantidad de dinero que reci-
birfa con esa venta sin promocién?

Por otro lado, Julidn también invita a sus compradores a
comprarle la misma cantidad de chocolatinas que mentas y en
ese caso en lugar de disminuir $15 y $10 disminuirfa $20 y $15
respectivamente en la promocién anterior.

10. ;Cuéntas chocolatinas y cudntas mentas deberia vender
con esa nueva promocion para maximizar Julian sus ingre-
sos?

11. ;Con cuél de las dos formas de venta, Julidn recibe mayo-
res ingresos?

12. ;Es significativo el cambio en los ingresos con una promo-
cién o la otra en esta nueva etapa de su negocio?
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Actividad 5: florero de partes cuadraticas
En algunas actividades anteriores estudiamos el florero de
caras planas



Grafica 33. Dimensiones

Pero podemos conseguir formas diferentes en gran nimero. En La parte interna inferior es un hemisferio, pero la parte ex-

la grafica vemos algunas cuantas y similares a la que vamos a  terna inferior no tiene forma esférica. o
trabajar en esta actividad. El grosor en la parte superior (arriba del hemisferio interno)

es de un centimetro.

Con esa informacién, que deberia dejar claro el objeto, su-
pongamos que se fabricaran floreros en serie.

Con el fin de optimizar recursos es conveniente contar con
la cantidad de material necesario para fabricarlos. si ignoramos
el material que se desperdicia en la fabricacion, jcuantos metros
ctibicos de material se necesitan para fabricar 1000 floreros? (jus-
tifique su respuesta)

Por otro lado, la parte interna y la base del florero no se
pintaran pero para la parte externa se usaran dos colores: rojo
y amarillo.

El 50 % de los floreros fabricados se pintaran cada mitad de
un color como en la figura:

Grafica 28. Florero de caras planas

Grafica 29. Algunas formas de floreros
Ahora entonces centramos la atencién en uno similar a los
que vemos en la imagen:

Gréfica 30. Florero Geogebra
La anterior es una gréafica construida a escala con Geogebra. Da-
do que usted tiene las herramientas para parametrizar superficies
como éstas, podria usted mismo construirlo en Geogebra.

Demos algunas caracteristicas necesarias para comprender el Gréfica 34. Florero pintado a la mitad
florero: tiene un grosor y una forma interna diferente a la exterior El 25% se pitardn con dos franjas amarillas y una franja roja:
en su parte inferior, como puede verse en la siguiente imagen

Grafica 31. Grosor y forma interna Grafica 35. Florero pintado en franjas
o también y el restante no se pintara.
Si la pintura tiene un rendimiento de un metro cuadrado por
galdn, jcudntos galones de pintura de cada color son necesarios
para pintar los floreros?
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Grafica 32. Forma interna FACULTAD TECNOLOGICA,
La parte hemisférica interior estd separada un centimetro de la TECNOLOGIA MECANICA
base del florero. El florero es circular y sus dimensiones externas Calculo Multivariado, I1 — 2021,
(en centimetros) se muestran a continuacion. Actividad 6: Diabolo de dos palos

15110 en el sentido de nuestros conos en el curso



Un didbolo (diabolo de dos palos) es un juguete que con-
siste en una especie de carrete formado por dos conos unidos
por el vértice'®, al cual se imprime un movimiento de rota-
cion por medio de una cuerda atada al extremo de dos vari-

llas, que se manejan haciéndolas subir y bajar alternativamente =
(https://dle.rae.es/didbolo) £ W

Gréfica 40. Partes del didbolo
Cada una de las partes es circular y tiene dos radios, uno ma-
yor y uno menor. Las partes en azil son mitades (truncadas)
de elipsoides, las partes en negro un hiperboloide (truncado) de
una hoja y las partes en gris dos conos truncados.

Partes sélidas y cortezas. Las partes en negro y gris son
completamente sélidas y las partes en azil son cortezas (es de-
cir solo tienen grosor) de un grosor uniforme en toda su forma.
Supondremos que el grosor es de lcm

Gréfica 36. Fotografia de un didbolo de dos palos

Aunque los origenes del didbolo se dan en China, hoy en dia se
usa en muchas partes del mundo. Adelante algunas imagenes:

Grafica 41. Corteza de grosor lcm
Tiene siete medidas (dimensiones) que lo identifican
Asumiremos que las medidas de nuestro didbolo son las siguien-
tes

Grafica 37. Jugando didbolo de dos palos
Tomada de: https://es.dreamstime.com

10 cm

13 cm

Grafica 42. Dimensiones

y mas especificamente.

Grafica 38. Jugando didbolo de dos palos
Tomada de: http://spanish.visitbeijing.com.cn -
Los extremos del didbolo puede variar de un fabricante a otro
o de la especificidad o no del producto. Pueden ser méds o menos
esféricos, més o menos elipsoidales, etc. Para lo que nos ocupa en didmetro 0.8 ¢
esta actividad, partiremos de la siguiente representacién grafica
del didbolo:

1 cm

1/2 cm | 2.5 cm

3 cm

Grafica 43. Dimensiones parte media

Teniendo claras las caracteristicas de nuestro objeto y con el
fin de dar un uso practico a las integrales que hemos estudiado
en el curso, calcularemos algunos volumenes y areas superficia-
les. Recuerde que en todo momento debe hacer explicitas las
integrales necesarias y no necesariamente debe hacer explicito el
procedimiento para llegar al valor numérico que con ellas obtie-
ne.

Supondremos también que los ejes coordenados, para fines
y que tiene las siguientes caracteristicas: de identificar expresiones que represetan las partes del didbolo,

Esta formado por seis partes: estan ubicados en la parte media dando simetria al objeto:

Grafica 39. Representacion grafica del didbolo



Grafica 44. Ejes coordenados

1. Suponiendo que cada color del didbolo es un tipo diferente
de material, ;cuanto material se necesita de cada tipo para
su construccién? (Detalle el procedimiento que lleva a la
construcciéon de todas las expresiones matematicas involu-
cradas y detalle también el planteamiento de las integrales
usadas. Aunque esa cantidad pueda hallarse usando alguna
férmula conocida, es obligatorio plantear integrales)

2. ;Cuantos centimetros cuadrados debe cubrir, de cada co-
lor, en el didbolo? (Detalle el procedimiento que lleva al
planteamiento de las integrales usadas. Aunque esa can-
tidad pueda hallarse usando alguna férmula conocida, es
obligatorio plantear integrales)
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Actividad 7: Reloj de arena
La Real Acadamia Espanola de la Lengua define reloj de arena
como el artificio que se compone de dos ampollas unidas por el
cuello, y sirve para medir el tiempo por medio de la arena que va
cayendo de una a otra. Las ampollas que lo conforman pueden
tener formas muy variadas, por ejemplo conos truncados, partes
esféricas o elipsoidales o combinaciones de ellas con cilindros o
hiperboloides entre muchas otras.

Parece que no es claro de cuando datan los relojes de arena,
aunque se tiene modelos de principios del siglo XVIII. En esta
actividad trataremos de obtener caracteristicas que nos permi-
tan construir de manera éptima un reloj de arena.

Iniciemos asumiendo alguna herramienta de la ingenieria, re-
lacionada con el flujo de fluidos o sustancias granuladas. Para
nuestro caso, usaremos que la cantidad de arena (masa) por uni-
dad de tiempo que pasa de un extremo a otro (de una ampolla
a la otra) estd dada aproximadamente por w = 0,533p\/§A5/ 4
con p la densidad de la arena (fina), g la fuerza ejercida por la
gravedad y A el drea de la seccién transversal del orificio por
donde la arena pasa.

Con respecto a la forma del reloj, supongamos que nuestro
reloj tiene ampollas con forma de paraboloides circulares trun-
cados y que estdn unidas por un cilindro circular recto de radio
1/4cm y altura 1/2cm, como en la gréfica:

Grafica 45. Representacion del reloj
Los pardmetros para identificar ciertas propiedades las tomara
ud, seguin los siguientes items

—

. {Cuanto tiempo va a medir en su reloj de arena?

. Si el radio de paso de una ampolla a la otra es de 1/4cm,
jcuantos centimetros cibicos por segundo pasan de una
ampolla a la otra?

. Qué cantidad total, en centimetros cubicos, de arena ne-
cesita tener en una ampolla para medir el tiempo pactado
en el numeral 17

. Ahora bien, la cantidad total de arena debe caber en una
ampolla pero ademds debe haber un espacio libre cuan-
do la totalidad de arena esté en ella. Supongamos que la
tercera parte de la cantidad de arena debe ser equivalente
al espacio libre en la ampolla, es decir, el volumen total
de la ampolla debe ser cuatro tercios la cantidad de arena
encontrada en el numeral 3. La grafica se verfa aproxima-
damente como la siguiente:

Grafica 46. Arena en la ampolla inferior

Por otro lado, el paraboloide puede ser muy variado, en
el sentido de sus dimensiones atn cuando el volumen es el
mismo:

)0 &

4

Grafica 47. Algunos tamanos del reloj

a) Presente las dimensiones (ver gréfica adelante) de tres
paraboloides truncados en los que se tenga el volumen
definido en el anterior parrafo.

didmetro superior

profundidad

didmetro inferior (1/4)

Grafica 48. Dimensiones ampolla

b) Dado que existen muchas posibilidades para construir
cada ampolla, se quire entonces construir una en la
que la cantidad de material usada sea minima. Modele
el proceso de minimizacién de la cantidad de material
en la construccién de la ampolla bajo las condiciones
presentadas anteriormente.

¢) ;Tiene las herramientas necesarias para solucionar el
modelo anterior? Justifique



Anexo 2: Encuesta estudiantes

UNIVERSIDAD ANTONIO NARINO.
DOCTORADO EN EDUCACION MATEMATICA
PABLO A. ACOSTA SOLARTE.
Encuesta de Percepcion de Dificultades en Calculo Multivariado
Estudiantes de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas que ya tomaron el curso
Bogota, Octubre de 2016

El objetivo de la encuesta es identificar dificultades en algunos temas que conforman el curso de calculo mul-

tivariado para estudiantes de ingenieria, que permitan construir un modelo pedagégico que mejore la ensenanza
v el aprendizaje del curso.

1. jHace cuantos semestres vio el curso de calculo multivariado?

2. De los siguientes temas vistos en cdlculo multivariado, jcudl o cudles le generaron dificultades en su
comprension:
Funciones en varias variables
Interpretacion grafica de las derivadas parciales
Optimizacién
Integracién multiple

OoOoonO

3. Describa brevemente qué hizo que el tema seleccionado le haya producido dificultades
Funciones en varias variables:

Interpretacion grafica de las derivadas parciales:

Optimizacién:

Integracién multiple:

4. ;En su curso de célculo multivariado representaron, por medio de expresiones matematicas, sélidos o
superficies reales (cosas que haya visto o usado en su cotidianidad)?

Si O No O

5. iSe siente en capacidad de representar, por medio de expresiones mateméticas (a trozos), el florero de la
figura?
Si O No O




Anexo 2: Encuesta docentes

UNIVERSIDAD ANTONIO NARINO.
DOCTORADO EN EDUCACION MATEMATICA
PABLO A. ACOSTA SOLARTE.
Encuesta de percepcion de dificultades en Céalculo Multivariado
Profesores de matematicas de la Universidad Distrital Francisco José de Caldas
Bogotda, Octubre de 2016

El objetivo de la encuesta es identificar dificultades en algunos temas que conforman el curso de célculo mul-
tivariado para estudiantes de ingenieria, que permitan construir un modelo pedagégico que mejore la ensefianza
y el aprendizaje del curso.

1. De los siguientes temas de cédlculo multivariado, jcuél o cudles considera usted generan dificultades de
comprensién a los estudiantes?

Funciones en varias variables

Interpretacién grafica de las derivadas parciales
Optimizacién

Integracién multiple

OoOoono

2. i Qué parte, de los temas senalados en el punto anterior, considera usted generan mas dificultad en los
estudiantes?
Funciones en varias variables:

Interpretacion gréfica de las derivadas parciales:

Optimizacion:

Integracién multiple:

3. {Qué tan dificil considera usted es para los estudiantes la representacién analitica (por medio de expresiones
matemadticas) de superficies en el espacio? Siendo 1 menos diffcil y 5 mds diffcil.

1O 2 0O 3 0O 4 O 5 O

4. ;Qué tan 1til considera usted es que el estudiante aprenda a representar de manera analitica superficies
que encuentra en su cotidianidad (recipientes, algunos elementos de su profesién etc)? Siendo 1 menos til
y b mas util.

1 O 2 U 3 0 4 O 5 O

5. ;Qué medios usa usted en el curso de calculo multivariado para ayudarle a los estudiantes a afrontar las
dificultades que ellos encuentran en el curso?




Anexo 3: Encuesta percepcién actividad realista

UNIVERSIDAD DISTRITAL
FRrRANCISCO JOSE DE CALDAS
Facurtap TECNOLOGICA
TECNOLOGIA MECANICA
Jalculo Multivariado
Percepcién Modelo Recipiente, Mayo de 2015

Se quiere modelar, de manera analitica™ una botella
usada para comercializar agua potable de un litro de ca-
pacidad. Las siguientes preguntas buscan identificar, entre
otras cosas, las posibles maneras de afrontar la situacion.

z
1

Y

1. ;Entiende lo que es modelar analfticamente?
Si No

, ipor qué?

2. (Qué utilidad le ve usted al representar algo de ma-
nera analitica?

3. (Conoce algtin programa, aplicacién, software, etc,
con el que pueda representar de manera gréfica el
recipiente seleccionado?

Si No

*k " . o
es decm usando expresiones matematicas

4.

Si su respuesta al item anterior fue si, {cuéles pro-
gramas, aplicaciones, software, etc, usarfa para re-
presentar graficamente el recipiente?

Si su respuesta al item 3 fue si, ;qué necesita pa-
ra, usando alguna de esas herramientas, representar
graficamente el recipiente?

. Si su respuesta al {ftem 3 fue si, con la representacion

grafica que obtenga, ;podria calcular el volumen o la
superficie del recipiente?

Si No , {por qué?

. (Considera que los cursos de matematicas que ha

visto hasta el momento le han suministrado herra-
mientas que le ayudan a plantear el modelo analitico
solicitado?

Si_ No

, por qué?

. iSe siente en capacidad de modelar de manera

analitica el recipiente seleccionado?

Si No , {por qué?




12.

Modelar analiticamente el recipiente le parece:
Muy facil.

Facil.

Diffcil.

Muy dificil

ipor qué?

Saber cémo modelar de manera analitica el recipiente
seleccionado, le parece:

Algo inusual.

Algo comitn.

Algo poco interesante.
Algo interesante.

Algo muy interesante.

Lpor qué?

., Qué tipo de recipientes o de objetos, por ejem-
plo que use en su carrera o usaria en su labor,
le parece interesante o muy interesante modelar?

Si yo le diese a escoger UNA de entre dos represen-
taciones del recipiente, la grafica y la analitica, jcudl
escogerfa?

Grafica Analftica , {por qué?

14.

De los temas del curso de calculo multivariado, cuél o
cuales considera le dan herramientas ttiles para desa-
rrollar trabajos o actividades similares a la planteada
con el modelo del recipiente?

De los temas del curso de calculo multivariado, cual
o cuales le parecen ttiles para su labor profesional?

De los temas del curso de calculo multivariado, cuél o
cudles considera fueron explicados de manera clara?

De los temas del curso de calculo multivariado, cuél
o cudles considera NO fueron explicados de manera
clara?

ipor qué?




