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SINTESIS

Esta investigacidn de enfoque cualitativo se apoya en métodos cuantitativos y la educaciéon matematica
como ciencia del disefio con el propdsito de acercar dos marcos referenciales diferentes: la teoria sobre
las competencias por una parte y las competiciones matematicas que centran su atencion en la solucién

de problemas retadores por otra, al contrastar problemas tipo PISA 'y Tipo Olimpiada.

Algunos paises presentan su propuesta curricular en términos de competencias, mientras que la
comunidad matematica cientifica contintia en el proceso de solucionar problemas que permitan el avance
de la teoria. En los dos enfoques se centra la atencion en la solucidn de problemas y se utilizan problemas

con caracteristicas diferentes.

Se concluye que existe dependencia estadistica entre las estrategias y los problemas propuestos, algunas
estrategias indican un mayor avance en el desarrollo del pensamiento matematico y, que el nimero de
estrategias utilizadas es un indicador comun de avance positivo en los dos enfoques. Los dos tipos de
problemas son pertinentes para el aula regular, aunque los resultados muestran que los problemas tipo

Olimpiadas permiten aplicar mas estrategias.

Finalmente, también para los estudiantes los dos tipos de reto son importantes y complementarios, porque
permiten el trabajo creativo, los procedimientos abiertos y el trabajo divertido vs el enfoque metddico con

procedimientos cerrados y especializados.



ABSTRACT

This qualitative approach research is supported by quantitative methods and mathematics education as a
design science with the purpose of bringing together two different reference frameworks: the theory on
competencies on the one hand and mathematical competitions that focus on the solution of challenging

problems on the other hand, by contrasting PISA-type and Olympiad-type problems.

Some countries present their curricular proposals in terms of competencies, while the scientific
mathematical community continues in the process of solving problems that allow the theory to advance.

Both approaches focus on problem solving and use problems with different characteristics.

It is concluded that there is statistical dependence between the strategies and the proposed problems,
some strategies indicate a greater progress in the development of mathematical thinking, and that the
number of strategies used is a common indicator of positive progress in the two approaches. Both types
of problems are relevant for the regular classroom, although the results show that the Olympiad-type

problems allow the application of more strategies.

Finally, also for the students the two types of challenges are important and complementary, because they
allow creative work, open procedures and fun work vs. the methodical approach with closed and

specialized procedures.
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e INTRODUCCION

La presente investigacion inici6 con la pregunta: ; Qué pueden aportar las competiciones de resolucion
de problemas matematicos retadores a las teorias de la disciplina denominada educacion matematica?
Para el caso particular la pregunta se fue refinando hasta llegar a considerar la teoria especifica de
Mogens Niss y sus colaboradores en la cual se delinea las competencias matematicas o lo que significa
ser matematicamente competente. Esta teoria es importante en la medida que influencia el marco tedrico
de las pruebas del proyecto PISA y a su vez el curriculo colombiano, al igual que muchos otros curriculos
a nivel mundial, y, por consiguiente, las clases en el aula regular. Pero también, y es el interés de esta
investigacion, porque define el enfoque del aprendizaje hacia un estudiante matematicamente
competente. Conjuntamente, se fueron refinando los aspectos de las competiciones de resolucion de
problemas en las que se identifica un enfoque diferente porque pretenden que los participantes en las
competiciones desarrollen el pensamiento matematico, permitiéndoles encaminarse hacia su nivel
personal dptimo en matematicas por medio del desarrollo de actividades matematicas mas desafiantes.
De esta manera, se propone el contraste de dos direcciones; por una parte, el enfoque con la perspectiva
de las competencias que centra su atencion en el entendimiento y que es al que mas se exponen los
estudiantes de aula regular, y por otra, el enfoque de las olimpiadas hacia el desarrollo del pensamiento
matematico. Asi, este trabajo reune varios temas de debate e investigacion tratados en congresos
internacionales (TSG 17 Problem posing and solving in mathematics education, y TSG 46 Mathematical
Competitions and other challenging activities, ICME 14 — International Congress on Mathematical
Education), la solucién de problemas, la evaluacién en matematicas, las competiciones matematicas y

las teorias de educacién matematica en actual vigencia.

¢ Porque la teoria de competencias propuesta por Mogens Niss y sus colaboradores?



Primero, es el resultado del proyecto danés KOM (competencias y aprendizaje de las matematicas) y es
un proyecto que ha sido muy reconocido en educacion matematica, al punto que sus resultados han
marcado pautas para diferentes investigaciones a nivel internacional. Segundo, el impacto mas notable
se encuentra en la influencia de sus resultados sobre la definicion de alfabetizacion matematica para las
pruebas PISA promovidas por la OCDE (Weatherby, 2016). La definicion de competencia propuesta en
el informe KOM es mas amplia, y la alfabetizacién matematica se considera una condicion necesaria pero
no suficiente, de la competencia en matematicas definida por el proyecto (Niss, 2015). Tercero, el lenguaje
de competencias es altamente relevante en la evaluacion externa internacional (Stacey y Turner, 2015;
Turner et. al, 2015) y es evidente el uso de los resultados del proyecto KOM, asi lo presenta el marco de

las pruebas PISA 2012.

Por ultimo, en Colombia, recientemente el Ministerio de Educacion Nacional (MEN) para el area de

“

matematicas propone que los estudiantes sean matematicamente competentes y “..ser
matematicamente competente no se relaciona tanto con el despliegue de una lista de conocimientos,
como si con la capacidad de reconocerlos, relacionarlos, organizarlos y utilizarlos, de forma eficiente y
eficaz en resolucion de problemas...se asume la actividad matematica de resolucion de problemas como
el macro-proceso alrededor del cual se articulan, desarrollan y estructuran los otros procesos... la

modelacion, la comunicacion, el razonamiento, la formulacién, comparacion y ejercitacion de

procedimientos™.

Asi, desde la normativa curricular, con los Estandares Basicos de Calidad - EBC (2006), los Derechos
Basicos de Aprendizaje (DBA) y las mallas de aprendizajes estructurantes, se proponen desarrollar las

competencias: comunicacion y representacion, razonamiento y argumentacion, y modelacion,

1 MEN y Universidad de Antioquia (2016). Documento Fundamentacion Tedrica de los Derechos Basicos de Aprendizaje (V2)
y de las Mallas de Aprendizaje para el Area de Matematicas. Contrato Interadministrativo 0803 de 2016. Colombia. p. 33.



planteamiento y resolucion de problemas (MEN y UdeA, 2016). Por otra parte, en Colombia desde 1981
la Universidad Antonio Narifio -UAN- ha apoyado el proyecto Olimpiadas Matematicas cuyo objetivo es
permitir a cada estudiante lograr su nivel personal dptimo en matematicas, y fue vinculando nuevas areas
de la ciencia con el propdsito de contribuir a la calidad y mejoramiento del sistema educativo para lograr
la excelencia en el estudio de las ciencias. Por esta razdn, uno de los objetivos estratégicos de la UAN

ha sido ampliar la participacion de estudiantes de educacion basica y media a nivel nacional.

Las Olimpiadas se centran en una de las ocho sub-competencias planteadas por el grupo danés KOM
bajo el liderazgo de Mogens Niss, que es la resolucion de problemas retadores (central en el doctorado),
sumado a la efectividad de la resolucion de problemas como metodologia de trabajo en el aula
(comprobada en las diferentes investigaciones de la UAN, tanto en la maestria como en el doctorado),

con el proposito de incidir en el desarrollo del pensamiento matematico.

Ademas de lo tratado en los congresos internacionales, de la distincion de Harel (2008b) del razonamiento
matematico en formas de entender y forma de pensar, de la propuesta de dominio de la matematica de
Niss y sus colaboradores (2003a, 2003b, 2015, Niss & Hgjgaard, 2019), se suma el planteamiento de
Schoenfeld (2001) de que la investigacidn en educacién matematica tiene dos propositos principales, uno
puro y otro aplicado; el puro (ciencia basica) se dedica a entender la naturaleza del pensamiento
matematico, y de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, y el aplicado, se ocupa de usar esos
entendimientos para desarrollar el pensamiento matematico del estudiante (Schoenfeld ,1992)).

Entonces, se plantea como problema lo siguiente.

En 2002 el grupo KOM (ver Niss & Hgjgaard, 2011) bajo la direccion de Mogens Niss, se preocupd por
definir qué era necesario para considerar que alguna persona domina la matematica, en un rango amplio,
sin importar el nivel académico ni los contenidos matematicos a trabajar. Como resultado de ese

propdsito, se estableci6 lo que se define como la competencia matematica. El impacto de esta propuesta



ha sido considerable -tanto amplio como profundo-, porque fue tomada en cuenta por el proyecto PISA
para redefinir sus pruebas en 2012. Recientemente, Mogens Niss ratifica los resultados del proyecto KOM
y define un conjunto de subcompetencias asociadas a la competencia matematica, incluida la solucién de

problemas (Niss & Hgjgaard, 2019).

La UAN utiliza como metodologia en el aula el aprendizaje por medio de la solucion de problemas, pero
en diferentes contextos se puede considerar la soluciéon de problemas como un tipo especial de
competencia que deriva en diferentes actos mentales, formas de entender y formas de pensar (Harel,
2021). Sin embargo, existe un desacuerdo en la posicidn que estan tomando algunos paises frente a los
resultados de los examenes PISA, reduciendo los objetivos de la educacién matematica con el proposito
principal (Unico) de figurar bien en esos examenes. Es claro que las pruebas conllevan su grado de
dificultad, pero centrarse en las competencias puede verse como poner atencion solo en el entendimiento

al punto que no se busque enriquecer el desarrollo del pensamiento matematico.

En contraposicion, un aspecto muy importante en el doctorado de la UAN y en las olimpiadas matematicas
es la construccion de significado robusto, de tal forma que los conceptos, puestos en juego, habilitan al
estudiante para pensar matematicamente, es decir, solucionar problemas y ademas establecer
conexiones entre distintos contenidos matematicos. Entonces, se propone el siguiente problema:
¢ Cudles son las contribuciones mutuas entre las competiciones de solucion de problemas matematicos

y la teoria de competencias matematicas del grupo KOM bajo la orientacion de Mogens Niss?

Se precisa como objeto de investigacion: Caracterizar el pensamiento matematico que se pretende
desarrollar en competiciones matematicas y en el enfoque de competencias matematicas (ser
matematicamente competente). Y como objetivo de la investigacion se tiene: avanzar en la
caracterizacion del pensamiento matematico al contrastar el enfoque de competencias y la clase de

problemas que se encuentran en examenes como el PISA con el enfoque de desarrollo del pensamiento

4



matematico y la clase de problemas que se encuentran en las competiciones y en particular en el Canguro
Matematico y la Olimpiada colombiana de matematicas.

El campo de accion se enfoca en la: Teoria de competencias matematicas de Mogens Niss et al. y
soluciones completas a problemas de competicion de primaria y primer nivel (10-14 afios).

A continuacion, se precisan para guiar la investigacion las siguientes Preguntas cientificas:

e ;Qué se observa (en términos de pensamiento matematico) en las soluciones completas a
problemas de los estudiantes participantes en la ronda final de las olimpiadas matematicas de
primaria? ; Coémo utilizar lo observado para elaborar el sistema de actividades? y ;,Qué aportan los
resultados (I) en el propdsito de observar y analizar soluciones obtenidas con estudiantes del aula
regular de matematicas?

e ;Qué se observa (en términos de pensamiento matematico) en las soluciones realizadas por
estudiantes en entrenamiento para olimpiadas de primer nivel (sexto y séptimo grados) al solucionar
actividades que contrastan problemas del tipo PISA y problemas del tipo olimpiadas?, ;Cual es la
percepcion emocional acerca de los dos tipos de retos? ;, Qué sugerencias surgen en pro de mejorar
el sistema de actividades? ; Qué aportan estos resultados (Il) en el propdsito de observar y analizar
soluciones obtenidas con estudiantes del aula regular de matematicas?

e ;Qué se observa (en términos de pensamiento matematico) en las soluciones realizadas por
estudiantes de aula regular al solucionar actividades que contrastan problemas del tipo PISA y
problemas del tipo olimpiadas (Canguro)?, ; Cual es la percepcion emocional acerca de los dos tipos
de retos? ;Qué puede decirse desde los resultados (lIl) acerca del enfoque de competencias y la
clase de problemas que se encuentran en examenes como el PISA primero, y desde el enfoque de
desarrollo del pensamiento matematico y la clase de problemas que se encuentran en las

competiciones matematicas? ; Como se contrasta con lo observado en los resultados | y I1?



e , En qué aspectos la teoria de competencias del grupo KOM dirigido por Mogens Niss se corrobora
desde lo observado empiricamente al desarrollar problemas del enfoque de competiciones
matematicas? ¢ Cuales son los diferentes puntos de convergencia y/o divergencia entre la propuesta

tedrica de MN y colaboradores y el marco de las competiciones matematicas?
A continuacién, se presentan las siguientes tareas de investigacion:

e Fundamentar tedricamente la tesis.

e Elaborar el estado del arte.

e Aplicar la metodologia de la ciencia del disefio de Prediger, Gravemeijer, & Confrey (2015) para
pilotear, clasificar y elegir lo referente a las actividades y su implementacion. Estudiar soluciones
seleccionadas de problemas realizadas por estudiantes en olimpiadas matematicas de primer nivel,
tanto en problemas del Canguro Matematico como problemas de solucién completa que ya han sido
evaluadas y contrastar con lo observado empiricamente con estudiantes del aula regular de
matematicas.

e Revisar y estudiar soluciones completas seleccionadas de problemas realizadas por estudiantes de
aula regular (12 a 14 afos) tanto a problemas del Canguro Matematico como problemas del tipo
PISA y determinar el contraste con lo observado con estudiantes participantes o en entrenamiento
para olimpiadas.

e Proponer y revisar las soluciones completas a los problemas del tipo PISA realizadas por estudiantes
en entrenamiento para olimpiadas matemaéticas de primer nivel, asi como de grado séptimo de aula
regular.

e Aplicar un enfoque mixto de anélisis de los resultados a fin de proponer resultados teéricos derivados

de la triangulacion de las etapas realizadas en la tesis.



El aporte tedrico radica en caracterizar el pensamiento matematico observado en las soluciones
presentadas por estudiantes olimpiadas y aula regular al contrastar e identificar fortalezas y/o limitaciones
del enfoque de desarrollo de competencias del grupo KOM vy la clase de problemas que se encuentran
en exdmenes como el PISA, con el enfoque de desarrollo del pensamiento matematico y la clase de
problemas que se encuentran en las competiciones como el Canguro matematico y las Olimpiadas
colombianas de matematicas.

El aporte practico consiste en conjunto de actividades disefiadas y evaluadas desde el enfoque de la
educacion como una ciencia del disefio, que permite contrastar el enfoque de competencias y la clase de
problemas que se encuentran en examenes como el PISA con el enfoque de desarrollo del pensamiento
matematico y la clase de problemas que se encuentran en las competiciones matematicas, aplicado con

estudiantes de aula regular.



e CAPITULO 1. ESTADO DEL ARTE

Alindagar en bases de datos especializadas por investigaciones en educacion matematica que relacionan
el pensamiento matematico y la resolucion de problemas, se encuentra en los Ultimos afios un gran
volumen de informacidn (mas de 5000 registros). Este indicador de interés de los investigadores por esta
linea de trabajo permite plantearse una busqueda mas detallada, seleccionando una muestra de 51
articulos, entre el 1999 y el 2022, con mayor concentracion en la ultima década, como lo presenta la

Figura 2-1.

Listado de nimero de publicaciones

: 1999 2003 2004 2006 2007 2009 2010 2012 2013 2015 2017 2018 2019 2020 2021 2022

Figura 2-1 Diferenciacion por afio de las publicaciones seleccionadas. Fuente: elaboracién propia.

A continuacion, se presenta un breve analisis exploratorio de los documentos. En la nube de palabras
(ver Figura 2-2), puede observarse que esas investigaciones centran su interés en diferentes
combinaciones de las palabras con mayor representacion. Asi, se aborda la resolucién de problemas
matematicos, el pensamiento matematico en la solucién de problemas, el pensamiento matematico en la
escuela, ademas de la investigacién y el trabajo con los estudiantes con el propésito de mejorar el

aprendizaje, las habilidades y su conocimiento.
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Figura 2-2 Nube de palabras mas utilizadas en los articulos 63 seleccionados. Fuente: elaboracion

propia.

Ademas, clasificando las investigaciones por métodos lexicométricos, se identifican tres grandes grupos
de investigaciones. El primer grupo hace referencia a investigaciones que estan basadas en la resolucion
de problemas, y que se centran en el impacto de las dificultades de aprendizaje, la adquisicion de
habilidades o la ensefianza en diferentes asignaturas incluyendo la estadistica inferencial (Siau (2003),
Koichu (2010), Carroll & Kemp (2015), Ostad-Ali-Askari & Shayannejad (2015). (2015), Pighin et al.

(2017), Yasin et al. (2020)).

El segundo grupo esta conformado por los articulos de Blum & Niss (1991), Kapa (1999), Doerr & English
(2003), Robinson (2003), Hino (2007), Bloom (2007), Klein et al. (2007), Triantafillou & Potari (2010), Van
Harpen & Sriraman (2013), Hashemi et al. (2015), Polotskaia et al. (2015), Karlsson Wirebring et al.
(2015), Barros-Castro et al. (2015), Lotero et al. (2017), Freiman et al. (2017), Pappas et. al (2018), Tasni
et al. (2019), Asari et al. (2019), Koichu, B. (2020) y Xin et al. (2020). Las investigaciones de este grupo

tienen su interés en la solucidn de problemas desde el modelamiento matematico y el avance cognitivo,



con la caracteristica que centran su atencion hacia la labor del profesor, la importancia de la investigacion,

la experiencia del trabajo del maestro y el uso de las tareas en contexto.

Por otra parte, en el tercer grupo se encuentran articulos de Cooper & Harries (2003), Meija & Bisenieks
(2004), Fujita (2004), Nunokawa (2006), Koichu et al. (2007), Koichu & Harel (2007), Swartjes, Vromen &
Bloom (2007), Jacob et al. (2009), Alsawaie (2012), Bayazit, (2013), Kashefi, et al. (2013), Surya et al.
(2013), Wedelin et al. (2015), Singer, Ellerton & Cai (2015), Ozca et al. (2017), Sujadi & Masamah (2017),
Sung et al. (2017), Witherspoon et al. (2017), Lambertus et al (2019), Osman et al. (2019), Abdullah et al.
(2019), Basri et al (2019), Popat & Starkey (2019), Cutumisu & Guo (2019), Turmudi, & Susanti, E. (2020),
Wahyudi et al. (2020, 2021), Salangsang & Subia (2020), Ahdhianto et al. (2020), Hamilton et al. (2020),
Szabo et al. (2020), Kirisci et al. (2020) y Koichu, Cooper & Widder (2022). En este grupo se reportan
investigaciones que enfatizan en la solucién de problemas, algunas relacionadas con la ingenieria y la
computacion, pero centradas en el uso de la heuristica y la conectividad. En estos trabajos, se hacen
comparaciones y analisis del avance conceptual en el aula de clase y el desarrollo de habilidades, y

reportan su interés por el desarrollo del pensamiento matematico y la creatividad.

En este amplio panorama de investigaciones, las del grupo tres son las mas cercanas al interés de la
presente tesis. Como metodologia, se realiza la lectura y relectura de los documentos y después se
agrupan, teniendo como criterio la intencionalidad, objetivos de la investigacion y los resultados de las
investigaciones. Se concluye que los articulos elegidos para este epigrafe se pueden clasificar en tres
grupos: El primer grupo (l), Investigaciones sobre competencias matematicas enfocadas desde la
resolucién o planteamiento de problemas como habilidad o capacidad a desarrollar, el segundo (Il)
Investigaciones sobre el desarrollo del pensamiento matematico a través de la resolucion y planteamiento
de problemas y el tercer grupo (lll), investigaciones que presentan posibles acercamientos entre las

Competiciones (olimpiadas) a la competencia matematica y la matematica escolar, este grupo final, ha
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sido enriquecido por la revista ZDM en el volumen 54 (No. 5) de octubre del 2022, dedicando 13 articulos

a las competiciones y su relacion con la educacion matematica.

A continuacion, se presenta con mayor detalle una breve descripcion de cada investigacion al interior de

cada categoria.

1.1 Investigaciones sobre competencias matematicas enfocadas desde la resolucion o

planteamiento de problemas como habilidad o capacidad a desarrollar

Las investigaciones de este epigrafe tienen como caracteristica el uso de la resolucion de problemas para
favorecer el desarrollo del pensamiento matematico. Son investigaciones en educacion matematica que
involucran la solucién y el planteamiento de problemas en las cuales se analizan diferentes enfoques de
ensefianza con el proposito de mejorar la comprension y el entendimiento durante el aprendizaje por
medio de la solucion de problemas. Algunos utilizan los problemas de palabras o problemas verbales
como parte fundamental de sus trabajos. Son investigaciones cualitativas o teoricas que analizan
procesos de ensefianza, habilidades de pensamiento, el estudio de esquemas, asi como las ideas,

estrategias y creatividad utilizadas por los estudiantes al enfrentar problemas matematicos.

1.1.1  Improving of junior high school visual thinking representation ability in mathematical

problem solving by CTL?

Surya et al. (2013) desarrollan un enfoque cuasi experimental en su investigacion que utiliza un analisis
factorial de 2 x 3. Se comparan dos enfoques de aprendizaje: el contextual (CTL) y el aprendizaje

convencional (KV) en cuatro clases (169 estudiantes), clasificadas en tres grupos de acuerdo con sus

2 Surya, E., Sabandar, J., Kusumah, Y. S., & Darhim. (2013). Improving of junior high school visual thinking representation
ability in mathematical problem solving by CTL. Journal on Mathematics Education, 4(1), 113-126.
https://doi.org/10.22342/jme.4.1.568.113-126
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conocimientos matematicos (alto, medio y bajo). El grupo experimental se tratd con la metodologia

contextual y el grupo control con el aprendizaje convencional.

En este estudio, se utilizan como instrumentos de investigacion una prueba, la observacion y la entrevista,
centrandose en la aplicacion del modelo de aprendizaje contextual, en un esfuerzo por mejorar la
capacidad de representacion visual de los estudiantes de secundaria, pensando en categorias de

habilidades matematicas tempranas de los mismos (alta, media y baja).

Surya et. al. (2013) encuentran dificultades en los estudiantes en el entendimiento del problema, el dibujo
de diagramas, la lectura correcta de los gréficos, ademas de la comprension matematica formal. Sin
embargo, segun los resultados presentados, el enfoque CTL aumenta la capacidad de representacion

matematica en todos los niveles en comparacion con el enfoque convencional.

Los autores concluyen que la capacidad de representacién visual del pensamiento (RVT) de los
estudiantes en los tres grupos aumenta significativamente, especialmente en el grupo considerado de
bajo conocimiento. Asi, se presenta una interaccion entre los enfoques de ensefianza y las habilidades
matematicas basicas de los estudiantes, con el propésito de mejorar la capacidad de representacion

visual de los escolares.

1.1.2  Duality of mathematical thinking when making sense of simple word problems: Theoretical

essay’

El documento presenta un ensayo en el que se propone una reflexion sobre las dificultades de aprendizaje
que experimentan los estudiantes al aprender a resolver problemas de adicidn y sustraccion, y los

enfoques pedagdgicos relacionados con la resolucién de problemas aritméticos presentados verbalmente

3 Polotskaia, E., Savard, A., & Freiman, V. (2015). Duality of mathematical thinking when making sense of simple word
problems: Theoretical essay. Eurasia Journal of Mathematics, Science and Technology Education, 11(2), 251-261.
https://doi.org/10.12973/eurasia.2015.1325a
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0 “en palabras”. Se cuestiona el desarrollo de las habilidades verbales (‘de palabras”) en los primeros
cursos de la escuela primaria, por dos motivos, primero, la reversibilidad de las operaciones aritméticas
y la flexibilidad del pensamiento matematico son los elementos clave de las matematicas elementales, y

segundo, porque se esperan cambios en la comprension de este conocimiento en los estudiantes.

Polotskaia, Savard y Freiman (2015) exponen la importancia del disefio de actividades y tareas para
involucrar a los estudiantes en un analisis holista de la estructura del problema y apoyarlos para
desarrollar la reversibilidad/flexibilidad del pensamiento matematico. El articulo utiliza el cuento popular
"Los tres cerditos" como metéfora, porque, para los autores, el conocimiento puede elaborarse como las

tres casas del cuento, primero de paja, luego de madera y finalmente de ladrillo.

Los autores sugieren que los problemas de palabras del tipo “Pierre tenia 8 canicas. Luego ganoé algunas
canicas. Ahora tiene 13 canicas. ; Cuantas canicas ha ganado?” deberian utilizarse principalmente como
tareas de resolucion de problemas en los primeros cursos. Tareas matematicamente similares, como
resolver problemas aditivos sencillos, pueden implicar procesos cognitivos muy diferentes, y muestran

que no todas las tareas se ajustan a los estudiantes en pro de un conocimiento sélido.

Por otra parte, traer a cuenta para los estudiantes la necesidad de un analisis holista de la estructura del
problema debe ser reconocido como objetivo explicito de la ensefianza en la educacién matematica
elemental. De lo contrario, corren el riesgo de acercarse a los problemas de palabras de forma
instrumental y se puede desplazar su desarrollo potencial de conocimientos llevandolos hacia el

estancamiento en el aprendizaje.

Por ultimo, en el documento los autores sugieren que las teorias de ensefianza existentes no abarcan
plenamente la relacidn entre el uso de conocimientos previos y el desarrollo de conocimientos nuevos, y

proponen que la neuroeducacion puede ser una buena fuente de nuevas ideas.
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1.1.3  An investigation of problem-solving approaches, strategies, and models used by the 7th

and 8th grade students when solving real-world problems*

El articulo relata una investigacion cualitativa realizada con 116 estudiantes en la que se examinan los
enfoques y procesos de pensamiento mostrados por los alumnos de primaria al resolver problemas del
mundo real aplicando las ideas de Freudenthal (1991). Los datos se obtienen a partir de una prueba
escrita y de entrevistas semiestructuradas examinadas mediante métodos de andlisis de contenido y del

discurso.

El anlisis de la solucién de seis problemas permite observar que la mayor parte de los estudiantes
ignoran las situaciones de la vida real con las que se relacionan los problemas. Los métodos de solucion
usados eran rutinarios, estan aplicados sin reflexién y no se buscaron maneras alternativas. Ademas, las
soluciones estan orientadas hacia los resultados y no hacia los procedimientos. Por esta razon, se
concluye que los enfoques no realistas de los estudiantes, los lleva a aplicar reglas y procedimientos en
busca de una respuesta sin reflexionar acerca de la situacion realista que se les propone. Asi, en el caso
de los modelos presentados por los estudiantes, estos eran inadecuados y no les permitieron avanzar en

la solucién, ni tampoco alcanzar los objetivos de aprendizaje.

Segun los autores, la construccion de modelos adecuados seria un tema fundamental en el aula de clase,
aunque no suficiente para avanzar en el planteamiento de juicios realistas con relaciona a los problemas
de la vida real. Entonces, es necesario avanzar en 10s juicios, en interaccion con los enunciados de los

problemas, en pro de concepciones mas ajustadas a lo real del problema.

4 Bayazit, . (2013). An investigation of problem-solving approaches, strategies, and models used by the 7th and 8th grade
students when solving real-world problems. Kuram ve Uygulamada Egitim Bilimleri, 13(3), 1920-1927.
https://doi.org/10.12738/estp.2013.3.1419
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Por ultimo, Bayazit (2013) propone la resolucidn de problemas como una actividad orientada al proceso,
en el que los profesores deben apreciar lo que los estudiantes hacen mas que los resultados que obtienen.
Recomienda que se permita a los alumnos trabajar en problemas cuya solucion requiere ser flexible en
el pensamiento, adoptar diversos enfoques, utilizar estrategias y modelos adecuados, e incorporar el

pensamiento creativo y critico en la solucion.

1.1.4 Analysis of sixth grade students’ think-aloud processes while solving a non-routine

mathematical problem?

El articulo trata un estudio cualitativo cuyo objetivo es investigar los procesos de pensar en voz alta de
24 alumnos de grado sexto, mientras resuelven un problema de matematicas, utilizando como método el
estudio de casos. Ozcan, imamoglu y Bayrakli (2017) afirman que la solucién de problemas permite el
desarrollo de las habilidades de los estudiantes en pro de una mejor comprension de las matematicas y
mencionan diferentes estudios en que los datos se recogen de forma escrita o verbal donde resaltan el
"método de pensar en voz alta" elegido para el estudio que presentan. En consecuencia, el proceso de
pensamiento en voz alta de cada estudiante se graba en video, luego se transcribe, se codifica y se

categoriza.

Los resultados indican que los estudiantes tienen dificultades para expresar sus pensamientos durante el
proceso de resolver un problema. La mayoria de los estudiantes realizan operaciones con los nimeros
dados, pero no dedican tiempo a la comprension del problema, lo que se considera una debilidad.
Entonces, reformular un problema con propias palabras, y pensar en lo que el problema ofrece con
relacion a lo que el problema pide, es un indicador fuerte de la comprension del problema siendo el primer

paso en su proceso de resolucion. Los autores sugieren que el método de proceso de solucidn en voz

5 Ozcan, Z. C., imamoglu, Y., & Bayrakli, V. K. (2017). Analysis of sixth grade students’ think-aloud processes while solving a
non-routine  mathematical  problem.  Kuram  ve  Uygulamada  Egitim  Bilimleri, ~ 17(1),  129-144.
https://doi.org/10.12738/estp.2017.1.2680
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alta puede ser util para determinar areas especificas de dificultad en habilidades de procesamiento de los
estudiantes, diferentes tipos de errores, y estrategias utilizadas durante el proceso de resolucion de

problemas.

1.1.5 Anticipating failure of students’ productive connective thinking transformation in solving

mathematical problems®

Para los autores el establecer conexiones matematicas es necesario en el proceso de resolucion de
problemas ya que representa un esfuerzo para encontrar soluciones basadas en los conocimientos que
tienen los estudiantes. En su investigacion justifican que al resolver problemas es necesaria la capacidad
de los estudiantes para asociar ideas matematicas de un dominio con ideas que han asociado a otros

dominios y lo consideran un proceso cognitivo del pensamiento.

En la investigacion se observa que los estudiantes no transforman las estrategias de pensamiento
adecuadas, lo que hace que fracasen en el pensamiento conectivo, porque el sujeto no realiza una
adecuada estrategia de transformacion tras la reflexion. Esta condicion se produce porque las ideas de
conexion que se han construido no se han podido completar y quedan vacios en la construccion. Por lo
tanto, alin no han surgido nuevas ideas que puedan formar un esquema de red de pensamiento para ser

interpretado en el proceso de resolucion de problemas.

Segun Tasni, Nusantara, Hidayanto y Sisworo (2019) para anticipar el fracaso en la resolucién de
problemas matematicos y asi alcanzar el éxito en el proceso de aprendizaje, los estudiantes deben ser

capaces de: desarrollar sus ideas para elaborar una planificacién mas madura con el fin de encontrar

6 Tasni, N., Nusantara, T., Hidayanto, E., & Sisworo. (2019). Anticipating failure of students’ productive connective thinking
transformation in solving mathematical problems. International Journal of Scientific and Technology Research, 8(9), 392-400.
https://www.scopus.com/inward/record.uri?eid=2-s2.0-
850734192308&partnerlD=40&md5=ed6f96ed1d6f7254cae3b7177cab637e
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varias estrategias de resolucion; identificar los errores cometidos en el proceso de célculo mediante el
proceso de verificacion de datos; comprender bien los conceptos basicos en la construccion de soluciones
de problemas; realizar una verificacion sistematica y exhaustiva del proceso de resolucion de problemas;
y tener una motivacion positiva y confianza en si mismos para desarrollar ideas de conexion basadas en

su reflexion y experiencia en la resolucién de problemas.
1.1.6  Productive connective thinking scheme in mathematical problem solving’

El propdsito de esta investigacion es describir la formacién de esquemas productivos de pensamiento
conectivo en el proceso de la resolucion de problemas matematicos teniendo como referencia cuatro
fases: cognicion, inferencia, formulacion y reconstruccion. Es un estudio cualitativo, en el que la muestra
esta conformada por 24 estudiantes de duodécimo curso, clasificados de alto rendimiento, al interior de
tres escuelas de Indonesia. Se recopilan datos sobre los esquemas de pensamiento productivo de los
participantes, grabaciones en voz alta y transcripciones de entrevistas, lo que permite la triangulacion de

datos.

Segun Turmudi y Susanti (2020), los resultados muestran una descripcion de la formacién de esquemas
de pensamiento conectivo productivo cuando los estudiantes pasan por cada una de las cuatro fases
mencionadas de resolucion de problemas. En la fase de cognicidn, se describe la relacién entre el
problema y la intencidn de explorar direcciones de solucién. Los autores resaltan que, las ideas surgen

mientras se quiere comprender las caracteristicas y posibles causas interrelacionadas del problema.

Durante la fase de inferencia, la intencién de los estudiantes es encontrar la informacion base para la

resolucion que permita una inferencia razonable y légica, asi aparecen ideas de solucidn, ideas de

7 Turmudi, & Susanti, E. (2020). Productive connective thinking scheme in mathematical problem solving. Pertanika Journal of
Social ~ Sciences and  Humanities,  28(1), 293-308. https://www.scopus.com/inward/record.uri?eid=2-s2.0-
&partnerlD=40&md5=b1defbe855f1d391a6fc5d750205140d
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generalizacion e ideas basadas en la experiencia. Todas estas ideas, tienen la misma relevancia y

significado, lo que constituye una sélida red de pensamiento.

En la fase de formulacién los estudiantes avanzan en verificar el problema, adquirir los conocimientos y
se forma lo que los autores denominan el esquema, que pretende apoyar el proceso de generalizacion y
requiere de los estudiantes altas capacidades tanto espaciales, como de abstraccion. Por Ultimo, esta la
fase de reconstruccion, que para los autores es un periodo importante porque permite mirar hacia atras,
evaluar y reconstruir todo el proceso de resolucion de problemas, y de esta manera abre la posibilidad de
crear nuevos problemas. Entonces, esta reconstruccion del esquema de redes de pensamiento inicial
permite evolucionar a un nuevo esquema de pensamiento conectivo que puede ser utilizado en el dominio

de la resolucion de problemas mas complejos.

En conclusion, la descripcién de los esquemas se finaliza en relacion directa con las caracteristicas y
condiciones que generan el problema, luego de ser determinadas por los estudiantes y, ademas, de la
forma en que los participantes hacen asociaciones entre las ideas. Se observa que la estructura de
pensamiento de los estudiantes se ajusta a la estructura del problema vy, al resolver el problema, los
participantes forman esquemas de pensamiento constructivo, denominados esquemas de generalizacion

que, segun los investigadores, requieren una alta capacidad del manejo espacial y la abstraccién.

1.1.7 Mathematical thinking on problem solving and self-regulation: strategies of filipino primary

grade pupils®

Esta investigacion explora el pensamiento matematico sobre la resolucion de problemas y las estrategias

de autorregulacion de diez estudiantes filipinos de la escuela primaria en una zona urbana. Cada

8 Salangsang, L. G., & Subia, G. S. (2020). Mathematical thinking on problem solving and self-regulation strategies of filipino
primary grade pupils. International Journal of Scientific and Technology Research, 9(2), 4000-4004.
https://www.scopus.com/inward/record.uri?eid=2-s2.0-
850798841448&partnerlD=40&md5=938971d862d3dd5d0a8e 16f743ff68b7
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estudiante tiene un problema diferente (en idioma inglés) para solucionar, preferiblemente sin requerir la
traduccion a su idioma natal, en un tiempo de aproximadamente 30 minutos. Al ser un problema para
cada uno de los estudiantes, si se comunicaban entre ellos, la recoleccion de los datos evitaba el sesgo.
Como apoyo para idear la solucidn podian utilizar papel y boligrafo, 0 manipulativos como palos y cuentas

si lo preferian.

Salangsang y Subia (2020), aseguran que la competencia lectora, la comprension y las estrategias de
autorregulacion juegan un papel importante en el pensamiento matematico de los alumnos en la
resolucion de problemas. Los resultados mostraron que: (1) los estudiantes eran capaces de resolver
problemas de multiplicacion y division antes de recibir instruccion formal de estas operaciones; (2) se
emplearon como estrategias de solucion autorreguladas, la escritura de frases numéricas, el algoritmo en
la resta, la estimacion, el recuento hacia atras, el ensayo y error, el uso de marcas de recuento, la
realizacion de un dibujo, el recuento de saltos, la suma repetida y, en general, algoritmos inventados que

dieron muestras de creatividad.

Por ultimo, se manifiesta que, aunque los estudiantes resuelven problemas aritméticos en inglés lo hacen
mucho mejor cuando los problemas se traducen al tagalo, su lengua materna. El dominio de la lengua en
la que esta escrito el problema desempefia un papel importante en el éxito de los alumnos a la hora de
resolver problemas de historias (0 “palabras”) en matematicas. Conocer el vocabulario y la comprension
del contexto del problema ayudan a los estudiantes a aprender a resolver problemas y a autorregular las
estrategias mas significativas e interesantes para ellos. Ademas, aprender a leer y comprender un
problema en un idioma (inglés), no s6lo en su dialecto nativo, es igual de importante que el aprendizaje
de las matematicas. Asi, se propone hacer hincapié en la lectura, como objeto de atencion en el plan de
estudios de matematicas, al menos en el nivel primario, para ayudar a los alumnos a reducir sus

dificultades en la asignatura.
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1.2 Investigaciones sobre el desarrollo del pensamiento matematico a través de la resolucion

y planteamiento de problemas

Las investigaciones de este epigrafe tienen como caracteristica el uso de la resolucién de problemas para
favorecer el desarrollo de habilidades y/o competencias matematicas. Son investigaciones que relacionan
métodos de resolucion de problemas, preguntas y heuristicas, y reportan resultados avanzados en
habilidades de los estudiantes que principalmente se ocupan del avance cognitivo, la creatividad y el
planteamiento de problemas. Las metodologias utilizadas en estas investigaciones son cualitativas o
triangulaciones con un componente cualitativo apoyado en la inferencia estadistica, y en algunos casos

con disefios muy completos como los grupos de Solomon.

1.21 Creativity and mathematical problem posing: An analysis of high school students’

mathematical problem posing in China and the USA. Educational Studies in Mathematics?®

Van Harpen y Sriraman (2013) utilizan el hecho de que la capacidad de plantear problemas se considera
un aspecto/indicador importante de la creatividad en matematicas. Realizan un estudio que tiene como
objetivo explorar la creatividad de los estudiantes de secundaria en matematicas mediante el analisis de
sus habilidades de planteamiento de problemas en escenarios geométricos, utilizando tres grupos de

estudiantes ubicados en Estados Unidos y de dos localidades de China.

Las medidas e instrumentos de este estudio incluyen una prueba de contenido matematico, una prueba
de planteamiento de problemas matematicos y entrevistas. Ambas pruebas se tradujeron al chino para

los participantes en China y se aplicaron en el estudio después de varias pruebas piloto.

9 Van Harpen, X. Y., & Sriraman, B. (2013). Creativity and mathematical problem posing: An analysis of high school students’
mathematical problem posing in China and the USA. Educational Studies in Mathematics, 82(2), 201-221.
https://doi.org/10.1007/s10649-012-9419-5
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Las diferencias en los problemas planteados por los tres grupos se discuten en términos de calidad
(novedad/elaboracién) asi como de cantidad (fluidez). El andlisis de los datos indicé que incluso los
estudiantes de secundaria matematicamente avanzados tenian problemas para plantear problemas
matematicos de buena calidad y/o novedosos. Aunque en la prueba de planteamiento de problemas se
dijo a los estudiantes que no se limitaran a problemas conocidos y que pensaran en situaciones retadoras
y desafiantes, no se obtuvieron muchos resultados de este tipo. Algunos de los problemas planteados por
los estudiantes no eran viables porque carecian de la informacién necesaria para encontrar una solucion

0 eran triviales porque no suponian un reto.

La creatividad de las respuestas de los alumnos se analizd segun su fluidez, flexibilidad y originalidad.
Las puntuaciones de los alumnos en cuanto a fluidez no fueron tan altas como se esperaba. El anélisis
de la flexibilidad mostré que, aunque los alumnos plantean problemas diversos como grupo, la mayoria

de los problemas se centraron en dos categorias principales, area y longitud.

No se compararon las puntuaciones de originalidad entre los grupos, pero las entrevistas con los alumnos
que plantearon problemas poco frecuentes revelaron una variedad de razones por las que los problemas

se consideraron creativos.

El estudio concluye que el planteamiento de problemas ain no es un elemento establecido en la
instruccion en las aulas. Ademas, aunque los participantes en este estudio eran de cursos avanzados de
matematicas en la escuela secundaria, no se desempefiaron muy bien en la prueba de planteamiento de

problemas matematicos.

Esto sugiere que los estudiantes que son buenos resolviendo problemas matematicos rutinarios o en la
realizacion de pruebas matematicas rutinarias, podrian no ser buenos en plantear problemas

matematicos. Por Ultimo, los autores consideran que los conocimientos y las habilidades basicas en
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matematicas pueden o no estar muy relacionados con la creatividad en el planteamiento de problemas

en matematicas, pero existe una especie de equilibrio entre ellos.
1.2.2 Teaching and learning through mathematical problem posing: Commentary 10

El documento de English (2020) analiza una coleccion de articulos que destacan la importancia de
plantear problemas tanto desde la perspectiva de los profesores como de los estudiantes, aunque los
estudios sobre el conocimiento sobre el pensamiento de los estudiantes y sus capacidades para plantear
problemas han sido limitados. Al parecer ensefiar a través del planteamiento de problemas requiere una
alta demanda cognitiva y fomenta el desarrollo de pensamiento matematico de los estudiantes. Segun la
autora, un primer desafio es la calidad del problema “que se refieren al conocimiento significativo del
contenido, se dirigen al desarrollo conceptual de los estudiantes y se establecen dentro de contextos o

situaciones orientadas a la investigacion”?

El segundo desafio radica en el problema matematico que se plantea deberia revelar eficazmente el
pensamiento y el grado de comprensidn de los estudiantes. El tercer desafio, consiste en como se podria
facilitar la presentacion de problemas dentro de un plan de estudios de matematicas regular, a lo que la
autora incluye como referencia la modelizacion matematica. Como conclusiones se extrae que plantear
problemas dentro de contextos significativos puede proporcionar informacién sobre el pensamiento de los
estudiantes y avanzar en las habilidades de planteamiento de problemas tanto de los maestros como de
los estudiantes. También se necesita mas investigacion con respecto a un marco para la ensefianza a

traves del planteamiento de problemas, sin embargo “Los estudiantes mas jovenes muestran habilidades

10 English, L. D. (2020). Teaching and learning through mathematical problem posing: Commentary. International Journal of
Educational Research, 102, 101451.
L Ibidem p.2.
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sorprendentes para razonar hipotéticamente, plantear problemas sin preguntar y abordar multiples

situaciones al plantear y resolver problemas ...” 12

1.2.3 Learning mathematics without a suggested solution method: Durable effects on

performance and brain activity'3

Karlsson, et al. (2015) presentan un articulo que tiene como proposito contrastar dos enfoques de
ensefianza en términos de efectos duraderos en el rendimiento y la actividad cerebral. Para ellos,
fomentar la comprensién matematica es uno de los retos mas importantes de cualquier plan de estudios
de hoy en dia, y para este fin los profesores quieren utilizar los mejores métodos de ensefianza
disponibles. Segun los autores, el método de ensefianza de las matematicas dominante consiste en
instruir a los estudiantes en un método de solucidén y dejar que ellos lo practican repetidamente
(razonamiento algoritmico RA). Sin embargo, un método alternativo es dejar que los estudiantes creen
un método de solucion por si mismos, (razonamiento matematico creativo RMC). Para ello, utilizaron una
muestra de setenta y tres participantes que hicieron uso de uno de estos dos enfoques, y una semana
mas tarde se sometieron a una imagen por resonancia magnética funcional (IRMF), mientras eran

evaluados en las tareas de practica.

Se comprueba que las tareas de préactica que promueven el RMC, se mantienen en el tiempo y requieren
menos memoria de trabajo que el RA. Asi, los participantes que habian creado ellos mismos el método
de solucion obtuvieron mejores resultados en las preguntas de la prueba. Las implicaciones del estudio
son dobles. En primer lugar, el estudio demuestra que diferentes tareas de practica matematica pueden

dar lugar a diferencias conductuales y neuronales duraderas. EI RA conduce a un mejor rendimiento y a

12 English, L. D. (2020). Teaching and learning through mathematical problem posing: Commentary. International Journal of
Educational Research, 102, 101451 p.4

13 Karlsson Wirebring, L., Lithner, J., Jonsson, B., Liljekvist, Y., Norqvist, M., & Nyberg, L. (2015). Learning mathematics without
a suggested solution method: Durable effects on performance and brain activity. Trends in Neuroscience and Education, 4(1-
2), 6-14. https://doi.org/10.1016/j.tine.2015.03.002
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una actividad cerebral del giro angular relativamente menor a largo plazo en comparacién con el RMC.
Ademas, los resultados demuestran que la corteza parietal superior derecha es fundamental para el
rendimiento matematico en general, lo que posiblemente refleja la contribucion de la atencién y/o la

memoria de trabajo a las tareas matematicas complejas.

En ambas condiciones, los participantes activaron mas la red fronto-parietal al resolver las preguntas de
la prueba en comparacion con la tarea de referencia, y lo que es mas importante, los participantes que
habian creado ellos mismos el método de solucion mostraron una actividad cerebral relativamente menor
en la circunvolucidn angular, lo que posiblemente refleja una menor demanda de memoria verbal. Estos
resultados indican que podria ser ventajoso crear uno mismo el método de solucién y, por tanto, tienen

implicaciones para el disefio de métodos de ensefianza.
1.24 The frames of meaning hypothesis: Children’s mathematical problem-solving abilities'4

Lotero, Botero y Andrade Londofio (2017) consideran que un cuadro de significado es una estructura que
se construye entre la comprension semantica de un problema y la solucidn tangible y material que se le
da al problema. Asi el cuadro de significado matematico se expresa como una manera de solucionar un
problema que “... requiere no s6lo un alto nivel de organizacion, sino también integrar diversos elementos
de pensamiento ldgico, representacional, y situado — es decir, el desempefio de un sujeto haciendo uso

del contexto..."®

Este articulo presenta datos tomados de una investigacién macro que incluy6 1038 estudiantes de grados
Kinder a Tercero, 26 profesores y tres colegios de estrato socioecondmico bajo de la ciudad de Medellin,

Colombia. Tiene la intencidn de describir lo que ocurre cuando nifios y nifias de 6 y 7 afios, quienes aln

14 Lotero, A. A., Botero, A. L., & Andrade Londofio, E. A. (2017). The frames of meaning hypothesis: Children’s mathematical
problem-solving abilities. Revista Latinoamericana de Investigacion En Matematica Educativa, 20(1), 39-70.
https://doi.org/10.12802/relime.17.2012

15 Ibidem p. 46.
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no habian recibido instruccion formal en la divisidn, intentan resolver un problema de reparticién por medio
de dibujos. Para ello los autores, consideran los cuadros de significado como una herramienta tedrica y
metodoldgica para la conceptualizacion de la solucidén de problemas aritméticos y la organizacion en
correspondencia que subyace al pensamiento matematico. Y proponen seguir expandiendo este analisis
y la aplicacion de este marco de referencia a otros campos del pensamiento matematico y, en general, a

la resolucién de problemas.

Segun los autores, al solucionar un problema se ponen en juego recursos cognitivos y epistémicos,
“...Estos recursos cognitivos estan compuestos por pequefias unidades cognitivas fenomenologicas, asi
como de otras habilidades y conocimientos de sistemas representacionales particulares. El significado es
construido subjetivamente, pero es visible y externalizado como una comunicacion de sentido. Por ello,
el significado de cada cuadro es completado también por la interpretacion de la persona que lo recibe o
evalta™s. Sin embargo, este significado se expresa como un recurso semidtico que inicia en el nifio, quien

es el que genera el cuadro y es completado por el profesor o el investigador, quien es el que lo interpreta.

El articulo pretende explicar por qué algunos nifios tuvieron éxito en la solucidn de problemas y otros no,
por medio de los cuadros de significado. Se expone que en la solucion de un problema intervienen
competencias y recursos cognitivos considerados mas pequefios que segun los autores corresponden al
menos a tres tipos: “a) abstracciones fenomenolégicas simples que derivan en esquemas anticipatorios,
b) conocimientos de sistemas representacionales, y ¢) expectativas epistémicas acerca de la solucion del
problema. Ademas, ... este significado se expresa como un recurso semiético que inicia en quien genera

el cuadro y es completado por quien lo interpreta™”.

16 | otero, A. A., Botero, A. L., & Andrade Londofio, E. A. (2017). The frames of meaning hypothesis: Children’s mathematical
problem-solving abilities. Revista Latinoamericana de Investigacion En Matematica Educativa, 20(1), 39-70.
https://doi.org/10.12802/relime.17.2012. p 64.

17 |bidem p 65.
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Asi proponen como alternativa tedrica que, entre la comprension del problema verbal y la solucién
correcta, un sujeto debe construir un cuadro de significado completo. Ademas, observan que no todos los
nifios que comprenden apropiadamente el enunciado del problema logran proponer una solucion
adecuada, lo cual indica que la construccion de significado es mucho mas profunda que la comprension
de la semantica del texto del problema. En palabras de Lotero, Botero y Andrade Londofio (2017)
“...Segun hemos tratado de exponer, el nifio es un sujeto activo que construye un cuadro de significado
a la manera de una interfaz entre la comprension semantica del problema y la comprension del significado

de las operaciones matematicas como acciones de transformacion de cantidades™®.

Por ultimo, para los autores, el estudio de caso ilustra empiricamente la hipétesis de que los nifios generan
cuadros de significado para solucionar problemas matematicos. Determinan que los nifios ponen en juego
pequefios recursos cognitivos de tres tipos: 1) abstracciones fenomenolégicas simples que derivan en
esquemas anticipatorios, 2) conocimientos de sistemas representacionales, y 3) expectativas epistémicas

acerca de la solucién del problema.

1.2.5 Examples of Problem-Solving Strategies in Mathematics Education Supporting the

Sustainability of 21st-Century Skills'®

El documento pretende abogar por un replanteamiento de la forma en que los alumnos adquieren los
conocimientos en correspondencia a necesidades futuras a las que tendran que hacer frente, entendiendo
que se vive en un mundo que cambia rapidamente y, por lo tanto, se debe actualizar el plan de estudios

en este sentido.

18 | otero, A. A., Botero, A. L., & Andrade Londofio, E. A. (2017). The frames of meaning hypothesis: Children’s mathematical
problem-solving abilities. Revista Latinoamericana de Investigacion En Matematica Educativa, 20(1), 39-70.
https://doi.org/10.12802/relime.17.2012. p 66.

19 87abo, Z. K., Kortesi, P., Guncaga, J., Szabo, D., & Neag, R. (2020). Examples of problem-solving strategies in mathematics
education supporting the sustainability of 21st-century skills. Sustainability —(Switzerland), 12(23), 1-28.
https://doi.org/10.3390/su122310113
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Szabo et al. (2020) centran su atencion en las competencias del siglo XXI'y su relacion con la resolucion
de problemas matematicos. En el articulo se considera que la busqueda de soluciones a los problemas
es muy importante para manejar situaciones desafiantes y hacer frente a los obstaculos en cualquier
carrera profesional. Los autores realizan una revision tedrica de la literatura para evaluar, criticar,
sintetizar y ampliar la base teorica del tema. Ademas, presentan tres ejemplos en los que se pretende
demostrar que la heuristica de Pdlya puede utilizarse en un contexto amplio que permite a los estudiantes

adquirir las habilidades modernas necesarias para tener éxito en sus carreras.

Se utiliza una metodologia de investigacion cualitativa dirigida por las siguientes preguntas: ; Qué son las
competencias del siglo XXI? ;Cémo se definen? ;Cémo podria la educacion matematica ayudar a
desarrollar las competencias del siglo XXI para la resolucion de problemas? ; Qué metodologia y métodos
podrian introducirse en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas para mejorar la integracion
transversal de la resolucidn de problemas? Para ello, se realiza una revision bibliogréfica integradora que,
segun los autores, permite evaluar la teoria, proporcionar una vision general de la base de conocimientos,
y examinar la validez y exactitud de ciertas teorias matematicas en pro de responder las preguntas de

investigacion.

La principal conclusién de esta investigacion tedrica es que el método propuesto por Pélya, utilizado en
la resolucion de problemas matematicos, podria utilizarse para desarrollar las competencias del siglo XXI.
Asi, la heuristica podria utilizarse en un contexto mas amplio para ayudar a los alumnos a adquirir las
competencias modernas necesarias para tener éxito en sus carreras. Segun los autores, el resultado del
trabajo proporciona a los profesores y educadores métodos, modelos de aprendizaje y estrategias para
desarrollar las competencias del siglo XXI en los alumnos de todos los niveles durante las actividades de
clase. “Dependiendo del compromiso de los alumnos y de la disposicion de los profesores, casi todo el

mundo puede convertirse en un buen estudiante de matematicas. Haciendo las preguntas adecuadas, los
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profesores pueden ayudar a los alumnos a construir sus propias estrategias orientadas a la resolucion de

problemas."?0

Este articulo aporta a la tesis, desde el contexto teorico de la solucion de problemas, las competencias
matematicas y la intencionalidad de utilizar problemas para verificar dichas competencias, incluyendo un

ejemplo tomado del canguro matematico.

1.2.6 The effectiveness of the selective problem-solving model on students’ mathematical

creativity: A Solomon four-group research?!

Kirisci, Sak, y Karabacak (2020) utilizan un disefio de investigacion de cuatro grupos de Solomon para
examinar la eficacia del modelo de solucion selectiva de problemas (SPS) en el desarrollo de las
habilidades creativas de los estudiantes en matematicas. Segun los autores, el SPS es un modelo de
resolucion creativa de problemas altamente estructurado y compuesto por seis pasos: (1) definicion del
problema objetivo, (2) identificacion del problema fuente (analogia), (3) solucién del problema fuente, 4)
construccion del problema anélogo original, (5) solucién del problema anélogo original y (6) evaluacion.

Participan en el estudio 201 estudiantes de séptimo grado que asistian a una escuela publica.

La primera etapa del SPS esta disefiada para facilitar la comprension de un problema, porque “...el primer
paso de un proceso eficaz de resolucion de problemas es la comprension del problema (Mason, Burton y
Stacey, 2010; Polya, 1957). Mayer (1998) subrayo la relacion entre la comprension de los problemas y la

resolucion satisfactoria de los mismos”22. Entonces, se expone a los estudiantes a la codificacion selectiva

20 5zabo, Z. K., Kortesi, P., Guncaga, J., Szabo, D., & Neag, R. (2020). Examples of problem-solving strategies in mathematics
education supporting the sustainability of 21st-century skills. Sustainability —(Switzerland), 12(23), 1-28.
https://doi.org/10.3390/su122310113. p. 20.

21 Kirisci, N., Sak, U., & Karabacak, F. (2020). The effectiveness of the selective problem-solving model on students’
mathematical ~ creativity: A Solomon  four-group  research.  Thinking  Skills and  Creativity,  38.
https://doi.org/10.1016/j.tsc.2020.100719

22 hidem p. 9.
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de la informacion y posteriormente a la comparacion selectiva de la misma, buscando comprender lo

conocido, lo desconocido y las relaciones entre los componentes del problema.

Los pasos 2 a 5 del SPS ensefian la busqueda de problemas analogos, la construccién de problemas
anélogos y la solucion de esos problemas. El segundo paso requiere que los estudiantes identifiquen un
problema analogo similar pero mas sencillo que el problema objetivo presentado en el primer paso. Son
importantes en este paso los conocimientos previos de los estudiantes; después se transfiere lo aprendido
en esta experiencia a tareas de construccion de problemas anélogos, pues el cuarto y el quinto paso
implican a los estudiantes la construccion de problemas analogos originales y la tarea de resolucion de
eso0s problemas. Entonces ya se esta en un nivel superior de experiencia y pueden construir sus propios
problemas analogos originales, con el proposito de que sean mas avanzados que el problema objetivo

del inicio.

Como resultados, los autores afirman que encuentran eficaz el SPS y concluyen que una intervencion de
diez semanas muestra que los grupos experimentales superaron a los grupos de control en las tareas de
construccion de problemas analogos y de analisis de problemas, y atribuyen el éxito a la estructura
progresiva de seis pasos. Asi encuentran resultados similares a los de otras investigaciones que utilizan
técnicas y modelos de creatividad bien estructuradas, tal como el modelo de resolucién de problemas de

Polya, entre otros.

Como las tareas de SPS requieren exploraciones de similitudes estructurales entre los problemas
analogos de destino, de origen y originales, los estudiantes pueden lograr desarrollar nuevos problemas
analogos, resolver estos problemas utilizando las relaciones estructurales entre ellos y, empleando esta

experiencia analdgica, resolver problemas mas avanzados que los que conocen.

Kirisci, Sak, y Karabacak, (2020), concluyen que la ensefianza de la analogia a través del entrenamiento
del SPS, tiene importantes implicaciones para la ensefianza de la creatividad. Sugieren que los problemas
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objetivo sean lo suficientemente desafiantes para que los estudiantes no puedan resolverlos facilmente y
asi aplicar el SPS para resolverlos. Sin embargo, advierten que los estudiantes necesitan mas tiempo
para construir problemas analogos en el cuarto paso, debido al poco trabajo en este tipo de experiencias

en las clases de matematicas habituales.

1.2.7 Investigating (the) critical thinking skill of junior high school students in solving (a)

mathematical problem??

Se presenta una investigacion descriptiva con un enfoque cualitativo que pretende relatar las habilidades
de pensamiento critico de 24 estudiantes de secundaria mientras solucionan problemas matematicos.
Los autores identifican los componentes del pensamiento critico en el analisis, evaluacion, inferencia,
explicacion y autorregulacion y, para ello, utilizan un test y entrevistas. El test consta de seis problemas
matematicos que representan seis sub habilidades de pensamiento critico y, por medio de la triangulacion,

analizan los datos mediante reduccion y visualizacion hasta obtener conclusiones.

Para Basri, Purwanto, As’ari, y Sisworo (2019) las habilidades de pensamiento critico son una de las
cuatro habilidades necesarias en el siglo XXl y las consideran tan importantes que sugieren su inclusion
en el curriculo escolar. Los resultados de la investigacion clasifican en una categoria baja las habilidades
de pensamiento critico que manifiestan los estudiantes, con una tendencia muy baja en las subhabilidades
de evaluacion, andlisis y autorregulacion. Por lo tanto, se sugiere la aplicacion de un modelo de
aprendizaje que pueda mejorar las habilidades de pensamiento critico de los estudiantes, especialmente
las mencionadas, y el desarrollo de un instrumento para medir las habilidades de pensamiento critico de
los estudiantes, ya que hasta ahora la medicién de estas habilidades no utiliza ni implica conocimientos

especificos en matematicas.

23 Basri, H., Purwanto, As’ari, A. R., & Sisworo. (2019). Investigating critical thinking skill of junior high school in solving
mathematical problem. International Journal of Instruction, 12(3), 745-758. https://doi.org/10.29333/iji.2019.12345a
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1.2.8 Assessment Strategies for Enhancing Students’ Mathematical Problem-solving Skills: A

Review of Literature24

Ukobizaba, Nizeyimana y Mukuka (2021), presentan la revisién de veinte articulos de conferencias y
revistas, publicados desde 1997 hasta 2020, descargados de Google Scholar, Academia y ERIC. En la
revisidn encuentran que la capacidad de los estudiantes para aplicar los conocimientos matematicos a
diversas situaciones ha sido una de las principales motivaciones de la investigacion en educacion
matematica. Sin embargo, se sabe poco sobre las estrategias de evaluacion que contribuyen
sustancialmente al desarrollo de las habilidades de resolucion de problemas matematicos. Entonces, con
esta revision de la literatura existente se proponen analizar, en las Ultimas tres décadas, la contribucion
de las estrategias de evaluacion en el fortalecimiento de la adquisicién de habilidades de resolucion de

problemas matematicos de los estudiantes de preescolar hasta estudiantes de secundaria superior.

Segun los autores, el estudio: “... reviso, discutid y presentd diferentes estrategias de evaluacion
empleadas para mejorar las habilidades de resolucion de problemas matematicos de los estudiantes en
las dltimas tres décadas.... ... [S]ubraya hasta qué punto estas practicas de evaluacion han contribuido a
reforzar el logro de las habilidades de resolucién de problemas matematicos de los alumnos. ... [Por
ultimo] informa a los profesores y a los responsables de las politicas educativas sobre las estrategias de

evaluacion que estan destinadas a mejorar las habilidades de resolucion de problemas matematicos”2%

Ukobizaba, Nizeyimana y Mukuka (2021) recomiendan que: (i) hay que animar a los profesores de

matematicas a ensefiar y evaluar los conocimientos y habilidades matematicas de los estudiantes; (ii) los

24 Ukobizaba, F., Nizeyimana, G., & Mukuka, A. (2021). Assessment Strategies for Enhancing Students’ Mathematical
Problem-solving Skills: A Review of Literature. Eurasia Journal of Mathematics, Science and Technology Education, 17(3),
em1945. https://doi.org/10.29333/ejmste/9728

25 |bidem p. 2.
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profesores de matematicas no deben evaluar sélo para calificar, sino para obtener informacién sobre el
progreso del aprendizaje y la mejora en las competencias con el fin de mejorar la instruccién, y para ello
se sugiere el uso de tareas abiertas que probablemente inciten el pensamiento de orden superior de los
estudiantes; y (iii) es necesaria la investigacion de otras formas de evaluacion que ayuden a reforzar la

capacidad de los estudiantes en la resolucién de problemas matematicos.

Como resultados informan que la aplicacién de estrategias de evaluacién como la estructura de los
resultados de aprendizaje observados, el modelo de habilidades de pensamiento de orden superior, las
evaluaciones del rendimiento, las evaluaciones auténticas, las evaluaciones dinédmicas y las evaluaciones
basadas en videojuegos, junto con los métodos activos de aprendizaje centrados en los estudiantes y el
aprendizaje basado en problemas y el aprendizaje cooperativo, estan destinados a fortalecer las
habilidades de resolucion de problemas matematicos de los estudiantes. Todas estas estrategias de
evaluacion revisadas han resultado tener un mayor potencial en la promocion de los logros del aprendizaje
y motivar a los estudiantes para que aborden problemas complejos, combinadas con el uso del
aprendizaje activo para que ellos comprendan las matematicas, no sélo en la teoria, sino sobre todo en

la practica.

Finalmente, los autores sugieren que las estrategias de evaluacion que ayudan a fomentar el
razonamiento l6gico y las habilidades de resolucién de problemas seran Utiles y relevantes para la
sociedad y los lugares de trabajo actuales, debido a que, cuando se evalua a los estudiantes de forma
que se mejore su comprension matematica de los conceptos, entonces seran capaces de aplicar los

conocimientos adquiridos para responder a los problemas que encontraran después de la escolarizacion.
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1.3 Investigaciones que presentan posibles acercamientos entre las competencias y las

competiciones matematicas o el desarrollo del pensamiento matematico

En esta seccion se presenta la relacion entre las competiciones y la educacién matematica. Las
investigaciones muestran reflexiones sobre el aporte de las olimpiadas a la educacién matematica,
relaciones con el aula regular y potencialidades de un curriculo, que toma en cuenta los aportes de las

olimpiadas internacionales, desde la actividad de solucién de problemas retadores.

1.3.1  Competencia Matematica de los Participantes de Olimpiadas como Indicador de la Calidad

del Nivel de Formacion Matematica2¢

Segun el autor la olimpiada matematica se puede utilizar, como medio para ofrecer un alto potencial para
el desarrollo de la competencia y para determinar el nivel de los participantes. Entonces, se propone como
problema de investigacion ‘la necesidad de identificar el potencial didactico de la Olimpiada Matematica
como herramienta para determinar el nivel de competencia matematica de los escolares™” por medio de
la fundamentacion teorica y el desarrollo del contenido detallando los indicadores de competencia

matematica de los participantes en las Olimpiadas.

La investigacion realizada plantea que el estudio sobre el nivel de desarrollo de competencias es relevante
en el campo educativo porque estas predeterminan la victoria del participante en la olimpiada. Para
Keldibekova (2021) el contexto de la olimpiada permite desarrollar las competencias mas plenamente y
el enfoque de aprendizaje basado en competencias en el entorno de las Olimpiadas se caracteriza por la

formulacion de objetivos basados en actividades para la competencia que se esta formando y la Olimpiada

26 Keldibekova A. O. (2021). La competencia matematica de los participantes de las Olimpiadas como indicador de la calidad
del nivel de formacion matematica // Perspectivas de la ciencia y la educacién. 2021. N° 3 (51). pags. 169-187.
doi:10.32744/pse.2021.3.12

27 Ibidem p. 1.
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Matematica es una de las formas mas efectivas tanto de formacion como de desarrollo y determinacion

del nivel de competencia matematica de sus participantes.

Como resultado en el grupo experimental, la introduccion de un sistema para preparar a los escolares
para las Olimpiadas matematicas utilizando modelos para la formacion de competencias matematicas
condujo a un aumento en el conocimiento de los estudiantes sobre la teoria y la practica de la resolucion
de problemas de Olimpiadas en matematicas, ademas, del aumento del conocimiento en lo que

denominan el curriculo escolar en matematicas.

Entonces segun el autor los resultados obtenidos confirman que el desarrollo de la competencia
matematica de los participantes de la Olimpiada esta relacionado con el proceso de preparacion para la

misma.
1.3.2 How to Measure Adolescents’ Mathematical Competence2?

Este documento presenta definiciones actuales de la competencia matematica; en este se afirma que la
mayoria de los sistemas educativos de todo el mundo estén trabajando en adoptar una educacién basada
en competencias que aun no es realidad. Segun Vorobjovs (2020), las competencias se entienden como
una combinacion de conocimientos, habilidades y actitudes, pero se tiene diferentes interpretaciones a
nivel cientifico y politico ademas de la falta de consenso al definir el término. Es muy importante para esta
tesis cuando el autor informa que lo que realmente no esta claro es cdmo medir conocimientos,
habilidades y actitudes complejas basadas en la competencia. Ademas, determina tres definiciones muy

citadas, estableciendo sus similitudes y diferencias como se muestra en la Figura 2-3.

28 Vorobjovs, Aleksandrs. (2020). How to Measure Adolescents’ Mathematical Competence. 185-190.
10.22616/REEP.2020.022
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Figura 2-3 Comparacion de las tres principales definiciones de competencia matematica. (imagen

tomada de Vorobjovs, 2020, p3).

Teniendo en cuenta la investigacion teérica sobre la competencia matemética de los adolescentes, el
autor determina siete componentes: intuicion matematica, resolucion de problemas, modelacion
matematica, comunicacion matematica, pensamiento critico, rasgos personales y autorreflexién. Cada
componente se describe utilizando niveles de logro: pronunciado, bueno, pobre y sin nivel. Los niveles
hacen hincapié en los conocimientos, habilidades y actitudes que se supone que el adolescente debe

mostrar para obtener un nivel superior.

Basandose en lo anterior, la competencia matematica de los adolescentes se ha definido como un
conjunto de habilidades y actitudes que les permiten comprender y resolver una variedad de problemas,
utilizar modelos generalizados, evaluar y justificar criticamente un resultado, y utilizar un lenguaje

matematicamente correcto.

Entonces, segun el autor, la competencia matematica es un constructo muy complejo, que para medirla
adecuadamente requiere un instrumento basado en la ciencia que sea preciso y sensible, y asegura que,
al parecer, la calificacion o las pruebas no son validos para este prop6sito porque deben tener en cuenta

mas caracteristicas de los adolescentes como la inestabilidad psicologica, el desorden, el cambio rapido
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de humor, incluso sus prioridades. Segun Vorojobs (2020) estas caracteristicas y muchas otras podrian
considerarse errbneamente como una falta de competencia, lo que significa que los criterios deben ser

muy precisos, inequivocos y objetivos.

1.3.3 Sexo femenino y capacidades matematicas: desempefo de los mas capaces en pruebas

de rendimiento matematico?®

En este articulo se hace un andlisis de las diferencias entre sexos (M vs F) en una prueba de rendimiento
denominada BECOMA (Bateria de Evaluacion de la Competencia Matematica) que utiliza como marco
de referencia las competencias matematicas. Segun los autores estudios de exdmenes como el PISA
enfatizan en las brechas de género, por ejemplo, en las evaluaciones “PISA, para la competencia
matematica siempre aparecen diferencias a favor de los chicos, respecto a las chicas, tanto en los
promedios de la OCDE, como en los resultados globales de Espafia, y en los especificos de cada
Comunidad Auténoma. En solucién de problemas, campo evaluado en PISA 2003 y 2009, las diferencias
son a favor de las mujeres, en la primera edicion, y principalmente a favor de los hombres, en la

segunda’?0

Segun los autores los items clasificados a los niveles 6 y 7, son los mas exigentes de la prueba. Asi,
luego de aplicar la prueba, se realiza una prueba estadistica de independencia entre la variable sexo y
los niveles 6y 7. En el nivel 7 no existe diferencia estadistica al comparar por sexo. Sin embargo, en el

nivel 6, aparecen diferencias estadisticamente significativas entre sexos, a favor de los hombres.

Los autores afirman que, si se realiza una interpretacion similar a la del PISA, se puede interpretar una

brecha de género en la que las mujeres estarian vulnerables y propensas al fracaso escolar. Por tal razén,

29 Perales, R. G. (2016). Desempefio de los mas capaces para la matematica en la prueba de rendimiento BECOMA:
correlacién de los resultados con el test psicométrico BADYG-E3. Revista Espafriola de Orientacién y Psicopedagogia, 27(2),
45-61.

30 Ibidem p. 60.
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los autores recomiendan la ampliacién de tareas y contenidos matematicos con distintos niveles de
dificultad, incluyendo contenidos de otras competencias, atendiendo a sus potencialidades, e incluyendo
la busqueda de una igualdad de oportunidades real entre los estudiantes de ambos sexos, algo que

consideran importante para posteriores investigaciones.

1.3.4 Perspectives on mathematics competitions and their relationship with mathematics

education3!

En este documento los autores se refieren a “la investigacion y la actividad creativa en torno a las
competiciones de resolucion de problemas matematicos y sus muchas facetas, objetivos y
realizaciones”32 Entre las muchas facetas se presenta una complementariedad de las competiciones con
el trabajo escolar, porque los concursos en su disefio reflejan diferentes objetivos educativos y
matematicos por medio de la creacidn y seleccion de problemas originales que segun los autores

‘transmiten genialidad, sorpresa, belleza y elegancia™3

Una de las conclusiones cercanas al proposito de este trabajo es que, aunque las competiciones son
preferentemente extracurriculares son una parte integral del proceso educativo aportandole pertinencia
al plan de estudios y fortaleciendo su interaccién con el campo de las matematicas. Porque las
competiciones representan los intereses y objetivos compartidos de “matematicos en ejercicio,

educadores de matematicas, profesores y estudiantes”*

31 Dg Losada, M. F., & Taylor, P. J. (2022). Perspectives on mathematics competitions and their relationship with mathematics
education. ZDM-Mathematics Education, 1-19. https://doi.org/10.1007/s11858-022-01404-z

32 |bidem p. 1.

33 |bidem p. 18.

34 Ibidem p. 18.
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1.3.5 A Curriculum for mathematical competitions. ZDM-Mathematics Education35

En este articulo los autores pretenden responder ¢ Cual es el curriculo oculto de las competiciones
matematicas? Nieto-Said & Sanchez-Lamoneda (2022) se proponen describir el curriculo oculto de las
competiciones matematicas, determinando que las areas de interés fundamentales son: el algebra, la
combinatoria, la geometria y la teoria de numeros, y aunque puede envolver mas que esas areas, propone
problemas para ser solucionados por métodos elementales sin recurrir al calculo, sin embargo, dicen los
autores que la solucion de los problemas puede ser dificil y seguramente requieren ingenio, creatividad y

habilidades para la solucién de problemas.

En el documento se presentan diferentes tipos de problemas, sus soluciones y unas breves
recomendaciones en comparacion al desarrollo curricular de las escuelas, concluyendo que unos de los
temas que pueden ser incluidos en los curriculos escolares son: “Algebra: secuencias definidas
por relaciones de recurrencia, teoremas basicos sobre polinomios, desigualdades,
ecuaciones trigonométricas, ecuaciones funcionales. Combinatoria: técnicas de
conteo, nociones de teoria de grafos, teoria basica de conjuntos. Geometria:
transformaciones geométricas. Teoria de numeros: aritmética modular con la a = b
(mod m) notacion, hasta el teorema de Fermat-Euler. Légica: problemas de mentirosos

y contadores de la verdad.”®

También, afirman que, en las olimpiadas, las matematicas discretas han ganado terreno al igual que
juegos de estrategia, coloracion, teoria de grafos y formas de contar, secuencias y relaciones de

recurrencia entre otros mencionados en el articulo. Sin embargo, segun los autores, actualmente en las

35 Nieto-Said, J. H., & Sanchez-Lamoneda, R. (2022). A curriculum for mathematical competitions. ZDM-Mathematics
Education, 54(5), 1043-1057.

36 Nieto-Said, J. H., & Sanchez-Lamoneda, R. (2022). A curriculum for mathematical competitions. ZDM-Mathematics
Education, 54(5), 1043-1057. p. 13.
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escuelas se dedica mucho tiempo a resolver problemas de rutina lo que impide que el curriculo sea mas
interesante y desafiante. Finalmente, loa autores creen que, “si introducimos algunos de los temas y
formas de pensar mencionados, en lugar de hacer repetidamente ejercicios tediosos, nosotros como
maestros permitiremos a los estudiantes desarrollar su pensamiento matematico y mostrarles la belleza

y la verdadera alma de las matematicas™’

1.3.6 La motivacion y el pensamiento detras de cada uno de los problemas creados y

seleccionados para las olimpiadas matematicas?8

Este articulo la Dra. Falk analiza el disefio y elaboracion de las pruebas involucradas en las diferentes
etapas de la Olimpiada Colombiana de Matematicas mostrando cdmo se busca desarrollar el

[{

pensamiento matematico del estudiante participante. La autora se ubica en el “contexto de analizar el
pensamiento involucrado en la solucion o soluciones de algunos problemas representativos de cada

ronda de un afio especifico™?.

Se muestra lo que puede hacer un estudiante a lo largo de una competencia de olimpiadas por rondas
que exige diferentes niveles de pensamiento matematico. Por ejemplo, algunos problemas, como el del
juego estratégico requieren del participante creatividad y buen uso de experiencias propias en su solucion,
hasta los problemas que exigen razonamiento completo. Se observa como los diferentes “problemas
apuntan a proporcionar oportunidades y contextos en los cuales el estudiante esté invitado a desarrollar
el pensamiento matematico y las caracteristicas que lo distinguen, en contraste con el desarrollo de

procedimientos genéricos de solucién de ejercicios que es el enfoque mas comin en el aula.”0

37 Ibidem p. 14.

38 Falk M, 2022. La motivacion y el pensamiento detras de cada uno de los problemas creados y seleccionados para las
olimpiadas matematicas. Espacio Matematico Vol. 1 No. 1 (2020), pp. 1-18. ISSN: 2711-1792 (En linea)

39 bidem p. 1.

40 |bidem p. 18.
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En el documento se invita al profesor a promover la originalidad y argumentacién por parte de los

estudiantes, no solo la busqueda de errores sin hacer uso positivo del mismo.
1.3.7 Mathematics competitions: an integral part of the educational process*!

En el articulo en autor presenta una gran variedad de competiciones, que convoca a estudiantes escolares
y universitarios y, con ellos a profesores, mentores o padres, cientificos, las escuelas o universidades,

instituciones de investigacion, etc.

Aunque el articulo reflexiona sobre sobre la evolucion, el estado actual, el funcionamiento de este
ecosistema, asi como su papel para la identificacion y el desarrollo del talento, también presenta una
breve mirada frente al impacto en el proceso educativo. Se pueden resaltar entre los pros mencionados

en el articulo que

e ‘Las competiciones son una buena herramienta motivadora para el trabajo independiente y el
estudio en profundidad de las matematicas por parte de los estudiantes (y, a veces, por parte de

los profesores).

e La preparacion de los estudiantes para la competencia tiene un impacto educativo
significativo. Resolver tareas dificiles no solo genera un mejor conocimiento, sino que también

cultiva habilidades para lidiar con problemas de todo tipo, no solo matematicos.

e A través de competiciones, se descubren y desarrollan las habilidades matematicas de los

Jjovenes.

e Las competiciones pueden ayudar a ensefiar a los participantes como lidiar con un rendimiento

deficiente e incluso con el fracaso. No se puede esperar que siempre tenga mucho éxito en la

41 Kenderov, P. S. (2022). Mathematics competitions: an integral part of the educational process. ZDM-Mathematics
Education, 1-14.
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resolucion de problemas de competencia. Saber aceptar y aprender de un bajo rendimiento es

util para la vida futura.

e Por dltimo, pero no menos importante, las competiciones proporcionan una oportunidad para
probar las reacciones de los estudiantes cuando se enfrentan a material desconocido, nuevos
enfoques educativos, tecnologias y otras cosas que deben implementarse en el proceso

educativo.™?

Aunque también se presentan opositores al escenario de las competiciones, los organizadores realizan
ajustes a las realidades como es el caso de la pandemia COVID -19 que permitié introducir otras formas

de competicion.

Por dltimo, se presenta una investigacion especial porque pretende relacionar el discurso de las
competencias (habilidades, destrezas) al mundo del entrenamiento para las competiciones en
matematicas por medio de la formulacion de objetivos. Keldibekova (2019; 2021) afirma que la olimpiada
matematica se puede utilizar, como medio para ofrecer un alto potencial para el desarrollo de la
competencia y para determinar el nivel de los participantes. La investigacion realizada plantea que el
estudio sobre el nivel de desarrollo de competencias es relevante en el campo educativo porque estas
predeterminan la victoria del participante en la olimpiada. Para el autor el contexto de la olimpiada permite
desarrollar las competencias méas plenamente y el enfoque de aprendizaje basado en competencias en
el entorno de las Olimpiadas se caracteriza por la formulacién de objetivos basados en actividades para
la competencia que se esta formando y la Olimpiada Matematica es una de las formas mas efectivas tanto
de formacién como de desarrollo y determinacion del nivel de competencia matematica de sus

participantes.

42| Kenderov, P. S. (2022). Mathematics competitions: an integral part of the educational process. ZDM-Mathematics
Education, 1-14.p. 7.
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o Conclusiones del capitulo 1

Como resultado, aunque no se encuentra en la literatura documentos que relacionen explicitamente los
marcos referenciales de las competencias y las competiciones en matematicas, se obtienen como temas
de convergencia entre las teorias: la solucion de problemas, el planteamiento de problemas, pensamiento
matematico y un interés desde las competiciones por favorecer la educacion matematica. Las
competencias y las competiciones tienen dos intencionalidades diferentes. Desde los promotores de las
competiciones matematicas, aparece la intencion de incidir en el amiente escolar y las investigaciones
muestran como las competencias tienen un caracter curricular, enfocado hacia el desarrollo de
habilidades, destrezas y la comprension de teorias y conceptos institucionalizados que se deberian
ensefiar en la escuela. Por su parte, las competiciones, son de caracter extra curricular, centran su
atencion en la solucion de problemas como actividad del hacer matematico, y pretenden captar el talento

para las matematicas.

Sin embargo, son pocas o0 nulas las investigaciones que ponen a dialogar estos dos marcos referenciales.
Entonces, ;Por qué no se encuentran investigaciones que relacionan los marcos referenciales de
competiciones y las competencias? La respuesta esta ligada a las diferencias desde las iniciativas, por
su parte las competencias, entendidas como la reunién de habilidades, destrezas, capacidades, incluso
como la reunién de un conjunto de competencias para explicar el dominio de la matematica escolar-
curricular, mientras que las competiciones matematicas, como las Olimpiadas presentan un enfoque hacia
el desarrollo del pensamiento matematico, desde la premisa que la solucion de problemas retadores ha
sido la forma en la cual las teorias matematicas han evolucionado, entonces solucionar problemas es la
esencia del hacer matematico, pero no es una labor que nace desde una propuesta curricular, solo hasta
ahora Nieto-Said & Sanchez-Lamoneda (2022) proponen acercamientos hacia el curriculo de la

matematica escolar.
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Lo que si se puede establecer desde las investigaciones, es que los dos marcos referenciales tienen un
punto en comun que es el uso de la solucidén de problemas, pero la posicion que le dan es totalmente
diferente, para la competicion es el eje central, mientras que para la teoria de competiciones es solo una
competencia adicional. ademas, Segun las investigaciones revisadas existe un creciente interés por el
planteamiento de problemas como potenciador de la resolucion de problemas, la mejora de la
comprension, la solucion de problemas y también la creatividad, se centran en el uso de la heuristica y el

desarrollo del pensamiento matematico y la creatividad.

Otro punto comun de los marcos tedricos presentados es que los problemas deben posibilitar un
pensamiento flexible, adoptar diversos enfoques, utilizar estrategias y diversos modelos adecuados e
incorporar el pensamiento creativo y critico en la solucién. Entonces, puede pensarse que, aunque las
competiciones son preferentemente extracurriculares son una parte integral del proceso educativo
aportandole pertinencia al plan de estudios y fortaleciendo su interaccion con el campo de las
matematicas. Porque las competiciones representan los intereses y objetivos compartidos de

“matematicos en ejercicio, educadores de matematicas, profesores y estudiantes™3

Son pocas las investigaciones sobre competiciones matematicas o el desarrollo del pensamiento
matematico que presentan aproximaciones tedricas desde las competencias, lo cual parece implicar que
el tema de interés de esta tesis ha sido poco explorado por los investigadores en educacion matematica,

debido a la diferencia entre sus marcos tedricos e intereses, lo que supone un reto para la tesis a realizar.

43 De Losada, M.F, Taylor, PJ (2022). Perspectivas sobre las competencias matematicas y su relacion con la educacién
matematica. Educacion matematica ZDM 54, 941-959 https://doi.org/10.1007/s11858-022-01404-z p.18.
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e CAPITULO 2. MARCO TEORICO

El marco tedrico de la investigacion inicia con los referentes sobre competencias, después los referentes
sobre la solucion de problemas y los fundamentos de las competiciones matematicas, seguido del avance
hacia el desarrollo del pensamiento matematico y, por ultimo, se presentan los referentes sobre las formas
de pensar y las formas de entender de Harel que puede ser el parte fundamental del enlace entre las

teorias puestas en juego.
2.1.Referentes tedricos sobre competencias

Desde la década de los 90, existe gran interés entre los investigadores por el desarrollo de competencias
matematicas y desde ese momento numerosos paises han realizado esfuerzos para enfocar sus
curriculos y educacion hacia este enfoque. En Colombia, por ejemplo, el Ministerio de Educacién Nacional
(MEN) define sus lineamientos, estandares y derechos bésicos de aprendizaje, derivados de la
concepcion de competencias. Particularmente en matematicas, las evaluaciones internacionales como la
prueba realizada por el proyecto PISA de la OCDE vy las evaluaciones nacionales denominadas pruebas

SABER, estan determinadas siguiendo el enfoque de competencias.

Es importante resaltar que, para poder realizar comparaciones entre los sistemas educativos de las
naciones, se ha “degradado” el término competencia al relacionarlo con un minimo valor de desempefio,
que sera tomado como una base para poder comparar las diferentes naciones. En ese sentido, es preciso
informar al lector que este documento se distancia rotundamente de esa idea; la competencia no se
considera un minimo, por el contrario, ser competente describe a un sujeto que esta en condiciones de
avanzar en el dominio de la matematica en un sentido amplio, porque supera lo minimo esperado y esta

habilitado para mejorar aun mas.

Es en este aspecto que adquiere relevancia como marco tedrico la postura de competencia matematica

del grupo KOM de Dinamarca, dirigido por Mogens Niss, ya que la definicién de competencia propuesta
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por este grupo de trabajo esta enfocada a la maestria en, y el dominio de, la matematica. Ademas, aunque
ya se ha puesto en evidencia, es importante resaltar que esta definicién ha influenciado el marco

conceptual de las pruebas internacionales PISA.
2.1.1. Referentes tedricos Proyecto KOM Mogens Niss

Niss y Hgjgaard (2011) presentan un documento que se toma como base principal para la presente tesis.
El documento consta de seis partes: Parte I: Introduccién y términos de referencia. Parte |I: Competencias
como medio para describir las matematicas como asignatura. Parte lll: Educacion de los profesores de
matematicas. Parte [V: Competencias y la matematica como materia. Parte V: Progresion de la
competencia y la evaluacion del desarrollo de competencias. Parte VI: Mirando adelante: desafios y
recomendaciones. Son de especial interés para la presente tesis las partes Il y V. A continuacién, se

extraen los puntos relevantes de la teoria propuesta en el informe KOM.
La competencia matematica

El grupo KOM identifica ocho competencias centrales que conforman la competencia matematica en
general. Asi la competencia matematica se describe como la pericia y experticia de una persona que le
permite el dominio eficaz e incisivo de aspectos esenciales de un campo, en particular de la matematica.
En este sentido, Niss y Hgjgaard (2011) proponen ocho competencias que, como un conjunto de

dimensiones bien definidas, en su totalidad engloban lo que seré la competencia matematica.

Estas ocho sub competencias estan conectadas entre si, pero cada una de ellas tiene su propia identidad
y, segun los autores, ninguna de las competencias puede reducirse a las restantes. Aunque no presentan
documentacion cientifica que demuestre que esto es asi teodrica y empiricamente, aseguran de forma
pragmatica que estas competencias en su conjunto engloban y encapsulan la esencia de la competencia

matematica ver Figura 2-1.
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Figura 2-1. Flor de las ocho sub competencias de la competencia matematica (Tomado de Niss &

Hejgaard, 2011, p 51).

La propuesta centra su interés en dos grandes competencias representadas en esta flor de ocho pétalos:
(i) la capacidad de formular y responder preguntas en y con las matematicas; y (i) la capacidad para
utilizar el lenguaje y las herramientas matematicas. Entonces, la capacidad de enfrentarse a (y en) las
matematicas de cara a la meta de dominarla consisten en dos “super competencias", cada una de las
cuales contiene un conjunto de competencias especificas. Por una parte, la capacidad de plantear y
responder preguntas sobre y por medio de las matematicas es, en pocas palabras, la capacidad de (a)
plantear esas preguntas y ser consciente de los tipos de respuestas disponibles, (b) responder a dichas
preguntas en y por medio de las matematicas, asi como, (c) la capacidad de comprender, evaluar y
producir argumentos para resolver cuestiones matematicas. Del mismo modo, Ser capaz de manejar el
lenguaje y las herramientas matematicas implica (a) ser capaz de manejar diferentes representaciones
de entes, fendomenos y situaciones matematicas, (b) ser capaz de manejar las representaciones

simbolicas y formulas especiales de las matematicas, (c) ser capaz de comunicarse en, con y sobre las
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matematicas, asi como, (d) ser capaz de utilizar y relacionarse con las diversas ayudas técnicas para la

actividad matematica (Tabla 2-1).

Tabla 2-1. Grupos de competencias KOM

Habilidad de preguntar y
responder de y por medio de las

Habilidad para tratar con el
lenguaje y las matematicas

matematicas
1) Resolucion de | 5) Representacion
problemas

Responder a dichas preguntas en
y por medio de las matematicas

Dominar diferentes
representaciones de
entidades, fendmenos y
situaciones matematicas

argumentos  para
cuestiones matematicas

diversas ayudas técnicas para
la actividad matematica.

Responder Lenguaje
6) Simbolos y formalismo
2)  Modelacin Dominar las representaciones
Responder a dichas preguntas en | simbdlicas y férmulas
y por medio de las matematicas especiales de las
matematicas.
3)  Pensamiento
matematico o
_ 7) Comunicacion
Prequntar Plantear dichas preguntas y ser . Comunicacién
9 consciente de los tipos de | Comunicaren, cony sobre las
respuestas disponibles. matematicas.
4)  Razonamiento: 8) Ayudas y herramientas
Evaluary dar | Comprender, evaluar y producir | Utilizar y relacionarse con las |  Herramientas
cuenta de reso|ver

Fuente: Elaboracion propia
Segun los autores la division de las competencias en dos grupos no debe considerarse como un indicador

de que las competencias de un mismo grupo estan mas conectadas. Segun ellos, otras disposiciones son

posibles entre los diferentes grupos. “Por ejemplo, tener la competencia para tratar con simbolos y
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formalismos matematicos suele ser un requisito previo para ser capaz de responder a preguntas, es decir,

tener la competencia para plantear y resolver problemas matematicos.” p. 5244

Segun el informe se definen tres dimensiones con las que se puede determinar el dominio de una

competencia; el "grado de cobertura®, el “radio de accion" y el “nivel técnico". Ver Figura 2.2.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

"Before"

+«— Radius of action

t«—— Technical level

Degree of coverage

Figura 2-2. Nivel de competencia relativa a las tres dimensiones. (Tomado de Niss & Hgjgaard, 2011, P

141)

El grado de cobertura se refiere al dominio de diferentes aspectos que caracterizan la competencia y
cuantos de ellos de forma independiente se pueden activar en diferentes situaciones. “Por ejemplo, ...una
persona que es capaz de enunciar, de manera clara y en lenguaje corriente, los procesos de pensamiento
detras de la solucion de un problema matematico y que también es capaz de enunciar la solucion en
términos técnicos, tiene un mayor grado de cobertura de la competencia comunicativa que alguien que

solo puede hacer lo ultimo.™

44 Niss, M., & Hgjgaard, T. (2011). Competencies and mathematical learning. Ideas and inspiration for the development of
mathematics teaching and learning in Denmark, 485p.
45 |bidem p. 72.
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El radio de accidon de una competencia es el rango de contextos, problemas y desafios en los que la
persona puede activar la competencia. Esos contextos pueden ser internos a la matematica o temas
aplicados. “Si la competencia de abordar problemas de una persona, por ejemplo, puede activarse con
éxito tanto dentro de la aritmética como del &lgebra, la geometria y la teoria de la probabilidad, tiene un
mayor radio de accion que una persona que SOlo puede activarla con éxito en la aritmética y el
algebra...una persona que puede aplicar las matematicas a su economia diaria, a la cocina o a las
construcciones de bricolaje, tiene un mayor radio de accion para su competencia de modelacion que la

persona que so6lo puede aplicarla mientras hace la compra en un supermercado™s,

Por ultimo, el nivel técnico de la competencia de una persona esta determinado por el grado de avance
conceptual y técnico de las entidades y herramientas que pueden activarse en la competencia relevante.
“Por ejemplo, una persona que puede dibujar graficos para funciones reales de una variable, pero no para
funciones reales de dos variables, tiene una competencia de representacion a un nivel técnico mas bajo

que la persona que puede lograr ambas.” 47

A continuacion, se detalla la propuesta con relacion a la competencia de pensamiento matematico.
Segun Niss y Hgjgaard (2011) se definen diferentes dominios de modos de pensamiento matematico y
esta competencia involucra ser capaz de reconocer, comprender y tratar el alcance y las limitaciones de
determinados conceptos matematicos, sus raices en diferentes dominios y sus propiedades. Ademas,
requiere observar y comprender las implicaciones de la generalizacion de resultados y ser capaz de
generalizarlos a clases mas amplias de objetos. “Esta competencia también incluye ser capaz de

distinguir, tanto de forma pasiva y activa, entre los distintos tipos de enunciados matematicos y

46 Niss, M., & Hejgaard, T. (2011). Competencies and mathematical learning. Ideas and inspiration for the development of
mathematics teaching and learning in Denmark, p. 72
47 \bidem p. 73.
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afirmaciones, incluyendo "afirmaciones condicionales”, "definiciones", "teoremas®, "enunciados
fenomenologicos" sobre casos particulares, y "conjeturas” basadas en la intuicion o la experiencia con
casos especiales. Es especialmente importante comprender el papel que desempefian los
"cuantificadores" explicitos o implicitos en los enunciados matematicos, sobre todo cuando se

combinan™s,

Se enfatiza que en este contexto se habla ante todo de cuestiones y asuntos de naturaleza matematica,
aunque eéstos puedan tener su origen en condiciones ajenas a las matematicas como asignatura. El
nucleo de esta competencia es la naturaleza real de las preguntas matematicas y las posibles respuestas,
la conciencia de los tipos de preguntas que caracterizan a las matematicas, la capacidad de plantear
dichas preguntas y la comprension de los tipos de respuestas que cabe esperar. Es importante resaltar
que no es relevante el contenido de las preguntas y respuestas, sino su naturaleza, que para esta
competencia es central, asi, es especialmente importante el esfuerzo matematico por encontrar las

condiciones necesarias y suficientes que permitan establecer las propiedades especificas de un objeto.

Relacion con la competencia de Resolucion de problemas. Esta competencia tiene como delimitacion
el formular y resolver problemas matematicos. Consiste en (1) ser capaz de plantear, detectar, formular,
delimitar y especificar diferentes tipos de problemas matematicos, tanto "puros" como "aplicados", tanto
"abiertos" como "cerrados”, y (2) ser capaz de resolver de diferentes formas, si es necesario o deseable,
dichos problemas matematicos ya formulados, sin importar si son planteados por uno mismo o por otros.
Es importante resaltar que la nocién de "problema" no es absoluta, sino relativa a la persona que se

enfrenta al problema. Lo que puede ser una tarea rutinaria para una persona puede ser un problema para

48 Niss, M., & Hojgaard, T. (2011). Competencies and mathematical learning. Ideas and inspiration for the development of
mathematics teaching and learning in Denmark. p. 53.
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otra'y viceversa. Un problema matematico (formulado) es un tipo particular de pregunta matematica en la

que es necesaria la investigacion matematica para resolverla.

Para Niss y Hgjgaard (2011), las preguntas que pueden responderse mediante unas (pocas) operaciones
rutinarias especificas no se consideran problemas. Ademas, la capacidad de formular problemas
matematicos esta intimamente ligada a la capacidad de plantear preguntas matematicas y ser consciente
de los tipos de respuesta posibles, es decir, relativo a la competencia de pensamiento matematico. Sin
embargo, estas dos competencias no son en absoluto idénticas. Ser capaz de detectar y formular
problemas matematicos no es lo mismo que ser capaz de resolver problemas matematicos ya formulados.
Es muy posible formular problemas matematicos sin ser capaz de resolverlos. Incluso se puede plantear
un problema con conocimiento elemental sin que sea posible llegar a la solucién utilizando este aparato
de conceptos. Del mismo modo, es posible ser bueno en la resolucidn de problemas sin ser bueno en la

busqueda o formulacién de estos.

En el congreso MEM 2022 se presento6 el Dr. Mogens Niss con la conferencia plenaria “Relationships
between modelling competency and the other mathematical competencies”. En esta conferencia se
ratifican los planteamientos del grupo KOM con relacién a las ocho competencias matematicas, y ello

permite ampliar la descripcion de cada una de ellas (ver Tabla 2-2, Tabla 2-3).

Tabla 2-2 Habilidad de preguntar y responder de y por medio de las matematicas

Preguntar Responder

Pensamiento Razonamiento Modelamiento Resolucion de problemas

La correccion de la

respuesta s el nicleo de La capacidad de traducir | Los tipos de preguntas que

La capacidad de plantear . estas condiciones no pueden responderse activando
. la competencia de oy . o
dichas preguntas . matematicas en habilidades rutinarias no se
razonamiento - . L
i conceptos mateméticos incluyen en la definicion de
matematico.
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Y la comprensién de los
tipos de respuestas que
cabe esperar.

Peso en las preguntas

Habilidad de seguiry
acceder a un argumento
matematico

Uso de la matematica

problemas matematicos en este
contexto

"; Existe. . .?"

Pre- matematizacion

Peso en las estrategias

En ser capaz de plantear

";Cuantos. . .?"

¢, Es posible que. . .?

¢ Es el enunciado
necesario o suficiente, o
ambos?

¢ Pueden debilitarse los
supuestos sin afectar a la
conclusion?

Respuestas

Si, porque. . .

No, porque. . .

Peso en la justificacion

Saber y entender cuando
una prueba es 0 no es.

Tener claras las ideas
basicas de una prueba
(argumentacion)

Matematizacion

Tratamiento matematico

Detectar, formular, delimitar y
especificar diferentes tipos de
problemas matematicos

Tanto “puros” como "aplicados”,
tanto "abiertos" como "cerrados"

De- matematizacion

Para resolver dichos problemas
matematicos en su forma ya
formulada

Validacion de los
resultados del modelo

Ya sean planteados por uno
mismo o por otros

Si es necesario o deseable, de
diferentes formas.

La afirmacion es
necesaria pero no
suficiente ya que. . .
ejemplo. . .

Idear pruebas
independientes

Depende de la situacion
yaque. ..

Evaluacion del modelo

El procedimiento de obtencion de
una respuesta es un elemento
central

Es una cuestion abierta. .

Si. .. entonces. ..

Revision del modelo

La capacidad de formular
problemas matematicos ligado al
pensamiento matematico

"Tenemos que ... siy
solosi..."

Vital para el modelamiento

Fuente: Elaboracion propia tomando como referencia la conferencia de Niss (2022)

En la Tabla 2-2 y la Tabla 2-3 se presenta lo relevante de cada una de las competencias y se puede

determinar en qué hace énfasis cada una de ellas. Aunque puede observarse como se interrelacionan
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para dar cuenta de lo que se denomina la competencia matematica global, queda claro que una sola

competencia no logra dar cuenta de toda la generalidad de la Mathematical Competency.

Tabla 2-3. Habilidad para tratar con el lenguaje y las matematicas

Tratar con el lenguaje y la comunicacion

Tratar con las ayudas y
herramientas

Comunicacion Simbolos y formalismo Representacién Ayudas y herramientas
- Entender utilizar | Conocer las posibilidades
Comprender, decodificar ! y e P ; y
) diferentes limitaciones de  diversas
e interpretar textos. . X
representaciones. herramientas.
Lo relacionado con
comunicar en, con Yy | Herramientas para .
i - . Reflexionar sobre el uso de
sobre la matematica, | decodificar, traducir y .
. . . las herramientas y a las
pero es mas que la | manejar declaraciones avudas
representacion y el | simbolicas y
manejo simbdlico
Sistemas formales en | Utilizar
Estudiar e interpretar lo | matematicas. Se observa | representaciones Incluye ayudas tecnoldgicas
que otros escriben. principalmente la | simbdlicas ylo | de todo tipo.
actividad sintactica algebraicas
Se restringe a los
simbolos y a las reglas g
y g Pero también uso del papel
de uso de estos, aunque
sean elementales.
Expresarse en diferentes . Representaciones
: . Tratamiento con | . .
caminos y con diferentes | . . visuales y | El compés, la regla.
. - sistemas matematicos o
niveles tedricos. geométricas
Incluye,  diagramas . .
. . Lo Esta competencia esta ligada
O diferentes caminos | Enfasis en las reglas de | tablas, )
- L . . a la competencia de
técnicos de precisidn. trabajo. representaciones -,
representacion
verbales
Entender las
, relaciones reciprocas
Estrechamente vinculada . . .
. entre diferentes | Ligada a la competencia de
a la competencia de p .
L formas de | simbolos y formalismos.
representacion s
representacion  para
una misma entidad.
La competencia de . .
comunicacion No Elegir y cambiar entre
. o diferentes LOGO-CABRI GeoGebra
necesita necesariamente .
Co representaciones.
incluir formas
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matematicas especificas
de representacion.

Determina las
fortalezas y
debilidades, con
respecto a otros
componentes

Entiende la

representacion actual
y posibilidades de
cambio a nuevas
representaciones

Puede ser una
actividlad semantica | Esta  competencia  esta
como también, la | estrechamente vinculada con
representacion la representacion

simbdlica.

Fuente: Elaboracion propia con relacién a Niss (2022)

Adicionalmente, en la conferencia el doctor Niss presenta cémo él puede tomar como centro de la flor de
competencias el modelamiento y desde ahi activar todas las demas, mientras pasa por la pre-
matematizacion, la matematizacion, la de matematizacion, hasta la evaluacion y revision del modelo.
Estas caracteristicas importantes de la competencia de modelamiento matematico con relacion a las otras
competencias justifican como el modelamiento matematico es una competencia transversal a las demas

competencias, pero, que no logra agotarlas por completo.
2.2.Referentes sobre la teoria de resolucion de problemas.

Un primer referente es George Polya y de alli se desarrolla hacia nuevos autores, tal como se presenta a

continuacion.
2.2.1. Referentes de la resolucion de problemas desde George Pdlya

En su libro How to Solve it (1957) Polya describe cdmo el maestro puede ayudar al estudiante o en general

a cualquier interesado en la solucion de un problema. El texto invita al lector a avanzar en la solucion de
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un problema por medio de una lista de preguntas agrupadas en cuatro etapas: “comprender el problema,

concebir un plan, ejecutar el plan y tener una vision retrospectiva™.

El autor centra su atencion en lo que define como heuristica (servicio al investigador) que “tenia por objeto

el estudio de las reglas y de los métodos del descubrimiento™0.

Segun Polya, la heuristica moderna “trata de comprender el método que conduce a la solucion de
problemas, en particular las operaciones mentales tipicamente utiles en este proceso” y para este
propdsito sugiere tener en cuenta diversas fuentes de informacion sin descuidar ninguna. En estos
términos, “Un estudio serio de la heuristica debe tener en cuenta el trasfondo tanto Idgico, como
psicoldgico... debe apegarse mas a la experiencia objetiva. Una experiencia que resulta a la vez de la

solucion de problemas y de la observacion de los métodos del préjimo...” 51

Segun Polya (1963) la ensefianza es un arte. La ensefianza no es una ciencia, sino un arte, que en
matematicas se ocupa principalmente de situaciones de aprendizaje complejas y que debe centrar su
objetivo en ensefiar a los jovenes a PENSAR sin centrarse en la idea de que el pensamiento matematico
es puramente "“formal’. Entonces, determinar las caracteristicas generales de las soluciones
independientes del tema del problema favorece una mejor comprension de las operaciones mentales
tipicamente Utiles en la solucion de un problema lo que puede influir favorablemente en los posibles

métodos de la ensefianza de las matematicas.

Tal como aparece en la pagina de Taylor and Francis a este profesor emérito en la Universidad de
Stanford lo consideran un distinguido matematico investigador, autor de aproximadamente 250 articulos

sobre matematicas y educacion matematica, y de una serie de libros ampliamente leidos: “How to Solve

49 Pélya, G., & Conway, J. H. (1957). How to solve it: A new aspect of mathematical method. Princeton: Princeton University
Press.p. 5

50 |bidem p. 113.

51 Polya, G., & Zugazagoitia, J. (1965). Como plantear y resolver problemas (No. 04; QA11, P6.). México: Trillas. p. 102
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It,” “Mathematics and Plausible Reasoning,” “Mathematical Discovery,” entre otros. La influencia de los
planteamientos de Pélya es notable, sus conferencias y escritos han estimulado en gran medida el interés
por la resolucion de problemas y han influido en muchos profesores de todos los niveles, entre ellos,

algunos de los autores incluidos en el marco teorico de esta tesis.
2.2.2. Referente sobre problemas retadores

Para Protasov, Applebaum, Karp, Kaduba, Sossinsky, Barbeau y Taylor (2009) los retos matematicos no
son nuevos. Los humanos se dedican a resolver problemas, rompecabezas, sudokus, encontrar
regularidades o patrones de comportamiento, y asi desafiar su propio conocimiento y desafiar el ingenio
de los otros. Sin embargo, un reto debe ser atractivo para el resolutor, su planteamiento no debe ser
abrumador sino preferiblemente sencillo, aunque la solucién requiera tiempo y dedicacién. Segun
Protasov et al. (2009), durante el Renacimiento los matematicos que habian descubierto una nueva
técnica podian demostrar sus avances y conocimientos, planteando un problema que los otros
matematicos, que no conocian su estrategia, no lograban resolver. En la época de la llustracion, se
ofrecian premios a los matematicos o aficionados que conseguian avanzar en algin problema matematico
que para la época era apremiante. Dicen los autores que, en la época moderna, los primeros retos
dirigidos especificamente a los estudiantes se plantearon en revistas y concursos, siendo Hungria uno de
los primeros lideres. El prop6sito de esos retos era una batalla de ingenio entre los matematicos que los
planteaban para desafiar a los estudiantes, y algunos de estos que lograban una solucién, con frecuencia

de forma imprevista.

Se encuentran desafios en la cultura popular, tales como el cruce del rio de un hombre, un tigre, una vaca
y una medida de pasto, en diferentes versiones (problema atribuido a Alcuino de York) y también,
problemas populares que consisten en disponer de varios vasos de distinta capacidad, algunos llenos de

liquido, con el requisito de obtener un volumen-determinado del liquido. Actualmente, son populares los
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rompecabezas sudoku, que aparecen en muchos periddicos y revistas de todo el mundo (basados en el
trabajo de Euler con los llamados cuadrados latinos y griegos). Entonces, los retos matematicos se han
utilizado culturalmente o aparecen en eventos publicos, pero también, deberian ser llevados al aula de

clase, incentivando la imaginacion, el ingenio y la creatividad en la solucion de problemas.

Es muy importante que los estudiantes aprecien la importancia del trabajo matematico, y los problemas
retadores son un camino para lograr este objetivo. Los desafios pueden llevarse al aula de clase
incentivando la observacion hacia la generalizacion, la conjetura o el reconocimiento de patrones,
reformulando ejercicios propuestos por el libro de texto, animando a los estudiantes a ir mas alla de un
enfoque meramente algoritmico, y, en consecuencia, la solucion de problemas les permita adoptar una
postura mas holista de la matematica. Por ultimo, para este propdsito es posible encontrar excelentes
desafios en los concursos incluyentes tales como el Canguro Matematico. Una mirada mas amplia se

encuentra en el siguiente epigrafe.
2.3.Fundamentos de las competiciones matematicas

Soifer (2017a) inicia su articulo con el proverbio chino: “Dale a un hombre un pez y lo alimentaras durante
un dia. Enséfiale a pescar y le daras de comer toda la vida™2, pero para é€l, esto es parcialmente cierto,
porque en la actualidad no basta con aprender una sola habilidad, en ese caso pescar, sino que es
necesario formar una persona solucionadora de problemas que ante la eventual falta de peces pueda
aprender a cazar, cultivar o resolver cualquier problema que la vida le ponga en el camino. Desde este
punto de vista, adquiere mayor relevancia la resolucion de problemas en relacién con el énfasis en la
formacion de habilidades (como el desarrollo del pensamiento) y, por lo tanto, los entornos que permitan

desarrollar la capacidad de resolver problemas son muy importantes.

52 Soffer, A. (2017a). Goals of Mathematics Instruction: Seven Thoughts and Seven lllustrations of Means. In Competitions for
Young Mathematicians (pp. 3-24). Springer, Cham. p. 4.
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Segun Soifer (2017a) se debe considerar que un matematico investigador es un pionero que avanza por
un camino desconocido y nunca recorrido cuando piensa en un problema. Esta es una situacion deseable
para un aula de clase de matematicas y una invitacion para el trabajo con las matematicas de secundaria
y universitarias. Segun el autor, se debe dejar que los estudiantes experimenten en las aulas, que el salén
de clase sea un laboratorio que permita desarrollar la intuicion, la creatividad, el uso de conjeturas y sus
demostraciones deductivas y, de esta forma, guiar hacia el verdadero proposito de la ensefianza de las

matematicas: demostrar.

Para Protasov, Applebaum, Karp, KasSuba, Sossinsky, Barbeau y Taylor (2009), las matematicas son el
resultado de un esfuerzo humano simbolo de la creatividad de la sociedad. Los humanos disfrutan
encontrando patrones geométricos o numéricos y planteando retos y desafios, tanto para otros como para
si mismos. Segun los autores un reto matematico interesante debe atraer y no abrumar al posible resolutor
y, cuando la solucidn se encuentra, es como una obra de arte ya que requiere un publico que lo aprecie.
Ademas, estos retos son importantes porque demandan de los resolutores, conjeturas, argumentos,
pruebas o demostraciones y estos argumentos dan cuenta de diferentes niveles lo que permite una
autentica experiencia matematica. Los concursos y las competiciones matematicas ayudan a este

propdsito. Entonces, ¢qué pueden aportar las competiciones matematicas?

Segun Falk de Losada (2017) la influencia de las ideas de Leonardo de Pisa, desarrolladas en el contexto
de una competencia de resolucion de problemas que incluyd una ecuacion cubica, repercutio a lo largo
de al menos seis siglos y acabé cambiando la perspectiva de la matematica europea desde una base
netamente geométrica a una predominantemente algebraica. Ademas, la influencia de pensadores
formados en la tradicién de abordar problemas dificiles cuya comprension no requiere amplios
conocimientos previos es una tradicidn renovada y enriquecida por competiciones matematicas y su

alcance puede depender de la consecucion de nuevos principios de organizacion del conocimiento
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matematico que se basen en estrategias de razonamiento mas que en categorias tematicas como ocurre
actualmente en las escuelas. Segun Soifer (2017a), una olimpiada matematica es una competicion en la
que los concursantes deben escribir soluciones completas de tipo ensayo a los problemas. Por ejemplo,
en una competicion se ofrecen a los olimpicos entre 4 y 6 problemas, para ser pensados y solucionados
en un tiempo entre 4 y 9 horas, o pueden ser 5 problemas para solucionar en un tiempo mas corto de 30

minutos.

Esta es una gran diferencia en comparacién con las pruebas de seleccién multiple, que no permiten
introducir a los alumnos de secundaria en temas, ideas y métodos de las matematicas "reales". En este
escenario puede ocurrir que algun participante continue pensando los problemas por un tiempo mas
prolongado, incluso durante muchos afos, actividad que se acerca a hacer matematicas “reales” y tiende
a representar qué son las matematicas y qué es lo que hacen los matematicos. “Los problemas de las

olimpiadas matematicas -como pocas cosas- demuestran la belleza y la elegancia de las matematicas™3.

Existe un punto intermedio entre las pruebas estandarizadas y las competiciones de olimpiadas
matematicas, en ellas pueden darse un listado de 25-30 problemas de seleccidn mdltiple con cinco
opciones de respuesta para ser solucionados en un tiempo de 90 minutos, que pretenden incentivar en

los estudiantes el desarrollo del pensamiento matematico de una forma mas inclusiva.

Protasov et al. (2009) clasifican los concursos en inclusivos o exclusivos. Los concursos inclusivos
permiten que muchas escuelas se inscriban y pueden participar cientos de miles o incluso millones de
estudiantes. Ejemplos de ello son los concursos AMC celebrados por la Asociacion Matematica de
América, el Concurso Canadiense desde la Universidad de Waterloo, el Concurso Australiano, el europeo

(hoy internacional) Kangaroo, la Olimpiada Brasilera de Matematicas para la Escuela Publica, y los

53 Soifer, A. (Ed.). (2017). Competitions for Young Mathematicians: perspectives from Five Continents. Springer.p.8
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desafios organizados por el UK Mathematics Trust. Los concursos denominados exclusivos pretenden
llegar a una poblacién quienes han sido invitados especialmente dado el interés especial que muestran

en las matematicas o porque se han destacado en rondas previas de competicion.

Es importante resaltar que, a diferencia de TIMSS y PISA, las competiciones incluyentes pero en especial
las llamadas excluyentes estan disefiados para poner a prueba como los alumnos pueden explorar
problemas con los que pueden relacionarse, pero que los llevan a ampliar sus horizontes y desarrollar su
pensamiento matematico de manera creativa utilizando herramientas razonablemente accesibles, como
el principio de las casillas, la demostracion mediante métodos como la contradiccidn, casos o invarianza,

ecuaciones diofanticas, técnicas de enumeracion, teoria de grafos y optimizacion discreta.

Los estudiantes mas interesados o apasionados tienden a convertirse en aprendices independientes,
aunque muchos siguen siendo tutelados por maestros o profesores fuera del aula. Algunos llegan a
participar en competiciones de olimpiadas, como el Torneo Internacional de Municipios, una competicion

internacional organizada por la Academia de Ciencias de Rusia.

Por Ultimo, es muy importante resaltar que las competiciones no son sélo para estudiantes brillantes. Esto
debido a que el propdsito final de las competiciones es crear condiciones para que cada estudiante pueda
alcanzar su optimo nivel personal en matematicas; entonces, le permite a cada participante retarse y
mejorar sus capacidades. Tal es el caso de las Olimpiadas Colombianas de Matematicas que lo deja
explicito en sus objetivos y también, el Canguro que tiene como propdsito popularizar la matematica
interesante no rutinaria, lo que la convierte en una competicion inclusiva en la que se puede mejorar y no

esta pensada solamente para estudiantes sobresalientes.
2.3.1. El canguro matematico

Es importante para esta tesis describir una competicion incluyente de diferentes niveles que evalia desde

nifios de ocho afios hasta los ultimos grados de la secundaria y no se enfoca exclusivamente en los
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estudiantes sobresalientes, sino que pretende promover la popularizacion de la matematica. La
Competencia Internacional Canguro Matematico (Kangourou Sans Frontiéres) es un evento que
promueve el empoderamiento de los estudiantes, aumentando su autoconfianza, por medio de un
conjunto de pruebas para estudiantes de diferentes niveles escolares elaboradas internacionalmente con
la intencion de fomentar la imaginacion y la creatividad, y ser un instrumento de popularizacion de la
matematica. En esta prueba se permite el uso de papel para operaciones, papel cuadriculado, regla y

compas. No se permite ninguna otra ayuda.

A nivel internacional, la competencia es organizada por Kangourou Sans Frontiéres, institucion
internacional sin fines de lucro, presente en mas de 70 paises. Se cred en 1991 en Francia sobre el
modelo de la Competencia Matematica Australiana. Los estudiantes participan en categorias diferentes,
lo que permite la interaccion directa entre edades similares. En efecto, la competicién utiliza seis niveles,
desde el tercer grado en adelante, aunque la clasificacion por nivel puede variar de un pais a otro y en
ella participan mas de seis millones de estudiantes cada afio. Las categorias propuestas se describen a

continuacion.
Pre-ecolier: Primer grado / Segundo grado; Ecolier: Tercer grado / Cuarto grado

Benjamin: Quinto grado / Sexto grado; Cadet: Séptimo / Octavo; Junior: Noveno /Décimo y

Undécimo; Student (Internacional): Décimo segundo y décimo tercero

El propdsito del examen es dar a conocer el tipo de matematicas que fomenta la imaginacion y el ingenio
de los estudiantes, y que aquellos que lo presenten, conozcan y puedan desarrollar mas su propio interés
y talento. Tiene como finalidad promover el desarrollo del pensamiento matematico a través de diversos

planteamientos académico-matematicos.

Es de resaltar que el objetivo del Canguro es promover la difusién de la cultura matematica basica por

todos los medios, en particular organizando una competicién a modo promocional que debe realizarse el
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mismo dia en todos los paises participantes, y cuya meta es estimular y motivar la mayor cantidad posible

de estudiantes hacia las matematicas.
2.4.Fundamentos tedricos: pensamiento matematico

Para las competiciones, ademas de la solucion de problemas, un punto central es el desarrollo del

pensamiento matematico.

Mason, Burton y Stacey (2010) en su libro Thinking mathematically influenciado por la obra de Polya
(1945) retnen la experiencia de los autores como pensadores matematicos en la resolucion activa de
problemas. La intencién del libro es centrarse en el aprendizaje y la experiencia de pensar
matematicamente. Para los autores, el aprendizaje mejora cuando se dan a los estudiantes tareas que
desencadenan una actividad en la que ellos se adaptan y modifican las acciones conocidas con el
propdsito de hacer frente al reto. Ademas, los autores consideran que de nada sirven las actividades
repetitivas que sélo pretenden ganar agilidad y destreza. En ese proceso de solucion es muy importante
lo que Pdlya (1957) llamo la etapa de mirar hacia atras, llamada en el libro de Mason, Burton y Stacey la
fase de revision que, aunque es una etapa muy citada, es realmente poco usada por los profesores y

estudiantes.

El libro es una guia para que los profesores puedan orientar la experiencia de sus estudiantes porque,
segun los autores, en su mayoria las personas necesitan estar en presencia de alguien mas
experimentado, asi sea por un tiempo limitado, para lograr dar sentido a la experiencia. Mason, Burton y
Stacey (2010) no tratan de ensefiar ningun contenido matematico en particular, pero pretenden que los
lectores adviertan sobre las formas en que pueden mejorar sus propias habilidades para explorar y

comprender temas y situaciones matematicas en el curso de la resolucion de problemas.

Por otra parte, Tall (2013) describe el desarrollo del pensamiento matematico desde el nifio hasta el

adulto, presentando argumentos de por qué los conceptos matematicos que tienen sentido en un
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contexto, en otro pueden ser problematicos. En este libro se muestra el desarrollo del pensamiento

matematico desde los inicios practicos hasta el mas alto nivel, incluyendo la frontera de la investigacién.

Tall (2013) presenta cémo los conceptos se van volviendo cada vez mas sofisticados y, aunque la
matematica puede considerarse logicamente elaborada, los sucesivos desarrollos del pensamiento
matematico pueden implicar una manera particular de trabajar que es util en un contexto pero que se
vuelve problematica en otro. Segun el autor los seres humanos construyen ideas a través de: (i) la
percepcion de los objetos del mundo que conduce a imagenes visuales y experimentos de pensamiento,
(ii) la operacion sobre los objetos, que conduce a conceptos numéricos y desarrollos simbdlicos mas
sofisticados y (iii) el razonamiento cada vez mas refinado, utilizando simbolos matematicos y desarrollos

del lenguaje mas precisos, que culminan en las matematicas formales, usualmente, en el lenguaje teérico.

Ademas, en Tall (2009) se realiza un enlace entre el planteamiento del libro Thinking Mathematically, con
relacion a la importancia de la parte afectiva cuando se trabaja con estudiantes por medio de la resolucion
de problemas y cdmo es necesario que los estudiantes generen mejores explicaciones y argumentos,
como lo propone el libro Pensar Matematicamente: convencerse a si mismo, convencer a un amigo,
convencer a un enemigo y posterior, desarrollar ese “enemigo interno” critico al que también se debe
convencer. Para Tall (2009), los niveles representan diferentes estados del desarrollo del pensamiento
matematico: Esta mejora en los argumentos puede comenzar con ideas personales hasta la relacion con

la coherencia de las ideas matematicas mismas.

“... el modo (i) se refiere a las percepciones personales del mundo basadas en la experiencia y las
reflexiones sobre experimentos reales, el acto de «convencerse a si mismo» ... el modo (ii) implica
relaciones con otros, que incluirian tanto amigos como ‘enemigos’, donde estos ultimos son escépticos
que exigen un mayor nivel de rigor. El hermoso modo (iii) de Skemp involucra la relacién de la mente y

el espiritu humanos con las matematicas, a través de la creatividad y la consistencia interna. En Thinking
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Mathematically (Pensar matematicamente), el papel del modo (iii) se formula en términos de un "enemigo
interno”, en el que el individuo aprende a criticar su propio pensamiento creativo para buscar la superacion

personal y la consistencia interna%.

Stacey (2006) indica que el pensamiento matematico es significativo en tres sentidos: como un objetivo
de la escolarizacion, como una forma de aprender matematicas, y porque es importante para la
ensefianza de las matematicas. En el articulo la autora muestra como se hace presente el pensamiento

matematico entre los dos pares de procesos: especializar-generalizar y conjeturar-convencer.

Para Stacey (2006) “La capacidad de pensar matematicamente y de utilizar el pensamiento matematico
para resolver problemas es un objetivo importante de la escolarizacion... el pensamiento matematico
apoyara la ciencia, la tecnologia, la vida economica y el desarrollo de una economia. Los gobiernos
reconocen cada vez mas que el bienestar econdmico de un pais se sustenta en unos niveles elevados

de lo que se ha dado en llamar "alfabetizacion matematica” (PISA, 2006) en la poblacion™3.

Es util que los profesores consideren que la resolucion de problemas matematicos moviliza una amplia
gama de destrezas y habilidades, entre ellas conocimientos matematicos profundos, capacidades
generales de razonamiento y conocimiento de estrategias heuristicas, habilidades que, segun la autora,

estan estrechamente relacionadas con el pensamiento matematico.

En la integracion de los referentes tedricos planteados por Mason, Burton y Stacey (2010) (Stacey, 2006),
se concreta el marco teorico, relacionado con el pensamiento matematico para abordar la presenta

investigacion.

54 Tall, D. (2009). The development of mathematical thinking: problem-solving and proof. In Mathematical Action & Structures
of Noticing (pp. 15-29). Brill. p. 3.
55 Stacey, K. (2006). What is mathematical thinking and why is it important. p. 39.
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2.5.Referentes sobre las formas de pensar y formas de entender de la teoria de Harel

Segun Harel 2021 “La instruccién basada en DNR en matematicas (DNR, para abreviar) es un marco
tedrico que estipula las condiciones para lograr objetivos criticos, como provocar la necesidad intelectual

de los estudiantes™®.

Tabla 2-4 Definiciones tomadas de (Harel, 2021, p.14).

Tabla 1 Definiciones de comprension, significado y formas de pensar

Definicion de constructo

[Forma de] Comprension (en el momento) Estado cognitivo resultante de una asimilacion
Significado (en el momento) El espacio de inferencias existentes en el momento de la comprension
[Forma de] Comprension (estable) Estado cognitivo resultante de una asimilacién a un esquema
Significado (estable) El espacio de inferencias que resulta de haberse asimilado a un esquema.
El esquema es ¢l significado, lo que Harel llama forma de entender
Anticipacion Habitual de significados especificos en ¢l razonamiento

Los términos formas de entender (o simplemente entender) y forma de pensar (o simplemente pensar) permaneceran en cursivas lo
largo del documento para acentuar los significados que se les dan aqui.

La reflexion acerca de la teoria que aborda las formas de pensar y las formas de entender se realiza con
base en el escrito de Guershon Harel (2010), que es un documento que recopila y discute otras
publicaciones del autor. En palabras de Harel, “El DNR se ha discutido ampliamente en otros lugares,

haciendo referencia a un listado de sus publicaciones anteriores (Harel 2001, 2008a, 2008b, 2008¢)™".

EI DNR se basa en un conjunto de ocho premisas, siete de las cuales estan tomadas o basadas en teorias
conocidas. Las premisas estan organizadas de forma imprecisa en cuatro categorias (Matematicas,

Aprendizaje, Ontologia y Ensefianza).

56 Harel, G. (2021). The learning and teaching of multivariable calculus: a DNR perspective. ZDM-Mathematics Education, 53,
709-721. DNR-based instruction in mathematics as a conceptual framework. In Theories of mathematics education (pp. 343-
367). Springer, Berlin, Heidelberg p. 3.

57 Harel, G. (2010). DNR-based instruction in mathematics as a conceptual framework. In Theories of mathematics
education (pp. 343-367). Springer, Berlin, Heidelberg p. 344
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Los principios de instruccion fundamentales del DNR son: la dualidad, la necesidad y el razonamiento

repetido.

El principio de dualidad. Este principio afirma que los estudiantes desarrollan formas de pensar a través
de la produccion de formas de entender y, a la inversa, los modos de comprension que producen se ven
afectados por los modos de pensamiento que poseen. El conocimiento que adquieren los estudiantes
esta determinado por sus conocimientos previos; lo que ellos saben ahora constituye una base para lo
que sabran posteriormente. Esto es cierto para todas las formas de entender y pensar asociadas a

cualquier acto mental. En particular, segun Harel, el acto mental de demostrar no es una excepcién.

Principio de Necesidad. (Tabla 2-5) Se debe prestar atencién a las necesidades intelectuales de los
estudiantes. Solo se aprende lo que se necesita, en consecuencia, para que los estudiantes aprendan las
matematicas que pretendemos ensefiarles, deben sentir la necesidad y propésito intelectual para

aprenderlas.

Principio del Razonamiento repetido. El razonamiento repetido refuerza las formas deseables de entender
y las formas de pensar. Pero no significa la practica de problemas rutinarios sino se requiere la solucién
de problemas, lo que es esencial para el proceso de interiorizacion, problemas en los que el estudiante
sea capaz de aplicar los conocimientos de forma auténoma y esponténea. “La secuencia de problemas
que se da a los alumnos debe exigir continuamente que se piense en las situaciones y soluciones, y los
problemas deben responder a las necesidades intelectuales cambiantes de los alumnos. Esta es la base
del principio de razonamiento repetido.”8 Luego, no basta con un solo problema sino se requiere una
secuencia de ellos, aunque el marco del DNR no especifica cdmo deben elegirse estas situaciones para

que corresponda con las necesidades intelectuales de los estudiantes.

58 Harel, G. (2010). DNR-based instruction in mathematics as a conceptual framework. In Theories of mathematics
education (pp. 343-367). Springer, Berlin, Heidelberg, p. 360.
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Tabla 2-5 Principio de necesidad. Fuente: (Harel, 2010, p 365)

La necesidad de certeza

es la necesidad de probar, de eliminar las dudas. La certeza se alcanza cuando uno determina -por los medios que
considere apropiados- que una afirmacién es verdadera. Sin embargo, /a verdad por si sola puede no ser la tnica
necesidad de un individuo, y éste también puede esforzarse por explicar por qué la afirmacién es verdadera.

La necesidad de causalidad

es la necesidad de explicar, de determinar la causa de un fenémeno, de comprender qué hace que un fenémeno sea
como es.

La necesidad de célculo

incluye la necesidad de cuantificar y calcular los valores de las cantidades y las relaciones entre ellas. También
incluye la necesidad de optimizar los célculos.

La necesidad de comunicacién

incluye la necesidad de persuadir a ofros de que una afirmacion es cierta y la necesidad de acordar una forma de
expresion (notacién) comdan.

La necesidad de conexidn y estructura

incluye la necesidad de organizar los conocimientos aprendidos en una esfructura, de identificar similitudes y
analogias, y de determinar principios unificadores.

Al igual que en un problema, la necesidad intelectual es un constructo subjetivo que depende de la
persona, lo que constituye una necesidad intelectual para una persona puede no serlo para otra. Lo que
se sugiere es guiar hacia una necesidad intelectual colectiva. Un componente importante del marco del
DNR es la busqueda del control epistemoldgico a través de la investigacion de la comprension y
produccion de pruebas matematicas por parte de los estudiantes. Harel delibera sobre el conocimiento
como el complejo conformado por todas las formas de entender y las formas de pensar que tienen lugar
institucionalmente. Se concibe el conocimiento matematico como punto de partida para responder a
preguntas como cual es la matematica que debe ensefiarse en las escuelas? y ;,cdmo deben ensefiarse

esas matematicas?

El DNR es considerada una propuesta constructivista, centrada en las formas de comprension y formas
de pensamiento, que define las matematicas como "herramientas conceptuales" que son necesarias para
construir definiciones, teoremas, pruebas, problemas y sus soluciones, y no solo centra su atencion en
estos objetos matematicos como es usual en la practica de algunos profesores y los libros de texto. De

esta manera, el conocimiento de la materia y la concentracién en ella son indispensables para una
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ensefianza de calidad, pero no son suficientes. Se requiere que los profesores se concentren en las
herramientas conceptuales, asi como los enfoques para la resolucién de problemas, la creatividad, y los

esquemas de demostracion.

Moreno-Armella afirma que ‘La ensefianza de las matematicas basada en el DNR ... sigue de cerca la
concepcion de Piaget del aprendizaje como adaptacion dirigida a la conquista del equilibrio que, al final,
da lugar a un proceso iterativo de etapas posteriores de equilibrio temporal.... [E]s la busqueda del control
epistemologico a través de la investigacion de la comprension y produccion de pruebas matematicas por
parte de los alumnos.™® En este sentido, se corrobora lo que afirmaba Piaget, con relacién a que el
aprendizaje es adaptacion, es un proceso que alterna entre la asimilacion y la acomodacién dirigido hacia
un equilibrio temporal, un balance entre la estructura de la mente y el entorno. Entonces, construir
conocimiento es un proceso de asimilacion y acomodacion que ajusta lo que ocurre entre la mente y el

entorno, es decir, formas de pensar al interior de un contexto y dominio.

Una definicion importante en el DNR es el acto mental. Los actos mentales, como "interpretar”, "conectar”,
"modelar", "generalizar", "simbolizar", etc. no son exclusivos de las matematicas y son realizados por
diferentes sujetos, pero lo que les diferencia son las formas de pensar asociadas a tales actos. Los
enunciados y acciones de una persona pueden significar productos cognitivos de un acto mental realizado
por la persona. Dicho producto es la forma de entender de la persona asociada a ese acto mental.
Entonces, la observacion repetida de los modos de comprension de una persona puede revelar que estos

comparten una caracteristica cognitiva comun y esta caracteristica, se denomina forma de pensar

asociada a ese acto mental.

59 Moreno-Armella, L. (2010). Preface to Part XI. In Theories of Mathematics Education (pp. 341-342). Springer, Berlin,
Heidelberg. p. 341.
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Para Sriraman, Van Spronsen y Haverhals (2010) “En el enfoque DNR, las matematicas se dividen en
dos categorias: "formas de pensar” (la materia en cuestion y las formas en que se comunica la materia)
y "formas de entender” (la forma en que uno se acerca y/o ve la materia). El hecho de etiquetarlas como
construcciones separadas proporciona una herramienta para considerar la educacion matematica. En la
actualidad, la educacion matematica se ocupa principalmente de las formas de comprension... Lo que
falta, pues, es la consideracion de las formas de pensar de los alumnos. Esta atencion a las formas de
comprension tiene consecuencias que van mas alla de como se compone el curriculo que se presenta a

los alumnos0.

La diferenciacion entre formas de pensar y formas de entender es de importancia central para esta tesis,
porque centrarse solo en el entendimiento y descuidar las formas de pensar tienen efectos desfavorables
en la ensefianza y el aprendizaje, y hace que se pierdan de vista aspectos vitales del desarrollo cognitivo

de los estudiantes.
Conclusiones del Capitulo 2

El marco tedrico presenta teorias que no se han puesto en comun, tales como lo son la teoria sobre las
competencias matematicas de Mogens Niss y su equipo, y la teoria en torno a las competiciones
matematicas. Ademas, centra su interés en las evaluaciones del PISA y el Canguro Matematico de gran
impacto a nivel mundial. Esta puesta en escena proyecta un trabajo interesante para la comunidad de la
educacién matematica al contrastar el enfoque sobre el pensamiento matematico y el desarrollo de
competencias matematicas. Ademas, toma como punto de convergencia la teoria sobre las formas de

pensar y formas de entender de Guershon Harel.

60 Sriraman, B., VanSpronsen, H., & Haverhals, N. (2010). Commentary on DNR-Based Instruction in Mathematics as a
Conceptual Framework. In Theories of Mathematics Education (pp. 369-378). Springer, Berlin, Heidelberg. p. 371.

69



e CAPITULO 3. METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION

En este capitulo se muestra el desarrollo metodologico de la investigacion. En general, se ha determinado
como proceso de investigacion dos grandes fases correspondientes al trabajo en pro del aporte practico

y el aporte tedrico.
3.1.Enfoque metodoldgico

El enfoque metodoldgico global de la investigacion esta determinado por dos propésitos derivados de los
objetivos y relacionados con las tareas de investigacion. Uno de ellos corresponde al disefio metodolégico
encaminado al aporte tedrico que en primera medida se describe de corte mixto y el otro, con relacion al
aporte practico, se propone desde la investigacion como ciencia del disefio. A continuacidn, se describe

cada uno de ellos.
3.1.1  Enfoque metodoldgico con relacion al aporte teérico. Metodologia mixta

Este trabajo desde la perspectiva de Sampieri (2014) reconoce dos paradigmas: (l) El paradigma
positivista como aquel que entiende el mundo natural con existencia propia, independiente de quien lo
estudia, determinado por leyes que permiten explicar, predecir y controlar los fendmenos mediante el uso
de técnicas de caracter hipotético-deductivas; (Il) El paradigma cualitativo, fenomenoldgico, naturalista,
humanista o etnogréfico cuyo proposito es entender y comprender la realidad dindmica, holista y diversa,
ademas de su interés dirigido al significado, descripcién y analisis de las acciones humanas y de la
practica social en busca de la transformacion de la estructura de las relaciones sociales, aportando
respuestas a determinados problemas. El enfoque cualitativo puede entenderse como sociocritico cuando

parte de una ideologia explicita y la autorreflexion critica en los procesos del conocimiento.

Aunque estos enfoques parecen ser de caracter totalmente opuestos, en esta investigacion se consideran

como complementarios y apropiados segun los propositos de la investigacion, desde una mirada que
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aprecia las fortalezas de los métodos mixtos. Para Bikner-Ahsbahs, Knipping & Presmeg (2015), existe
un debate en relacion con los métodos mixtos, pero el objetivo final es superar las debilidades del uso de
un solo método sin caer en la combinacion deliberada. Los autores proponen tres tipos de combinaciones
QUAL — QUAN, QUAN — QUAL, QUAL + QUAN, cada uno con sus diferentes
bondades y beneficios, pero siempre determinadas por las necesidades propias de la
investigacion y estrechamente vinculadas a las preguntas de investigacion. Es en ese

mismo sentido que este trabajo esta abierto a una metodologia de enfoque mixto.

Por ultimo, el aporte tedrico se encuentra mediado y ligado a las actividades que permiten delimitar y
construir el proceso de teorizacién. Esta relacion teoria-practica, presenta como oportunidad el uso
metodoldgico de la educacidn matematica como ciencia del disefio tal como se expone en el siguiente
epigrafe, aunque con un énfasis inicial en el aporte practico, no se desconoce su potencial hacia el aporte

tedrico.
3.1.2 Metodologia con relacion al aporte practico. Educaciéon Matematica como ciencia del disefio

Con relacion al aporte teérico de la tesis y hacia el aporte practico de la misma, la metodologia de esta
investigacion se encuadra en un enfoque mixto. Entonces existe una dialéctica entre las preguntas de
investigacion y el disefio metodoldgico de tal forma que, cada vez que se reestructuran las preguntas de
investigacion, estas lo van direccionando y permiten ajustar el disefio metodoldgico. Para Sampieri (2014)
el enfoque mixto constituye una posible eleccion para enfrentar problemas y generar conocimiento. Con
esta eleccion metodologica se busca, como lo describen Kaiser & Presmeg (2019), por medio de la
triangulacién de métodos, y de la convergencia, corroboracion y correspondencia de los resultados. Al
realizar métodos complementarios, se puede mejorar la descripcidn, ilustracion, aclaracion y analisis de

los datos de un método comparados y contrastados con los resultados del otro método.
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Sin embargo, especificamente con relacion al aporte teérico de la investigacion, se presenta especial
interés por una metodologia basada en la ciencia del disefio. Tal como lo exponen Lesh y Sriraman
(2010), la ciencia del disefio es especialmente relevante como método en la educacién matematica
porque: (a) Los "sujetos" investigados suelen ser en parte productos de la creatividad humana; (b) Los
"sujetos” investigados son (0 encarnan) sistemas complejos, es decir, un sistema como un todo que tiene
propiedades emergentes que no pueden deducirse simplemente de las propiedades de los elementos del
sistema; (c) Los investigadores deben disefiar para la potencia, la compatibilidad y la reutilizacién, pero
ellos no se limitan solo a realizar pruebas para ello; (d) Los "temas" que hay que entender cambian
continuamente, al igual que los sistemas conceptuales necesarios para comprenderlos y explicarlos; (e)
Los "temas" que se investigan estan influenciados por las restricciones y asequibilidades sociales; (f) No
es probable que una unica "gran teoria" proporcione soluciones realistas a problemas realmente

complejos y, por ultimo, (g) El desarrollo suele implicar una serie de ciclos de disefio iterativos.

Para Boote (2010) la educacion matematica “(1) es un campo relativamente nuevo que ha tomado
prestados sus métodos de investigacion principalmente de la psicologia experimental; (2) se ha centrado
en la produccién de conocimientos ampliamente generalizables; (3) pocos investigadores se centran en
la produccion de productos tangibles para mejorar la calidad de la educacion matematica; (4) la mayoria
de las politicas de educacion matematica, los planes de estudio y los métodos de instruccion no apoyan
adecuadamente a los profesores en el aula; (5) los contextos educativos son bastante complejos,
dinamicos y se adaptan continuamente; (6) la investigacion en educacion matematica ha fracasado
generalmente en la acumulacion de sus conocimientos; (7) muchas de sus ideas son anticuadas y no

cientificas™!.

61 Boote, D. N. (2010). Commentary 3 on re-conceptualizing mathematics education as a design science. In Theories of
mathematics education. Springer, Berlin, Heidelberg. p.160
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Ante este panorama, los investigadores en educacidn matematica deben contribuir a atender los
problemas planteados, para lo cual se sugiere que, por medio de la ciencia del disefio, se pueda centrar
la atencién en la complejidad y aportar a un cambio significativo en la relacién entre el trabajo teorico y
practico. Porque no es suficiente con determinar si una teoria permite una prediccion coherente y precisa,
también requiere el disefio de entornos de aprendizaje, la revision de planes de estudios y la evaluacion

de los logros con relacion a la cognicion y al aprendizaje.

Por otra parte, la investigacion del disefio combina el disefio instructivo y la investigacion educativa. Para
Prediger, Gravemeijer y Confrey (2015), la investigacion como ciencia del disefio sigue ganando
protagonismo como metodologia importante en la comunidad de investigacion en educacion matematica.
Se distinguen dos enfoques de investigacion sobre el disefio, el primero considerado de menor relevancia,
pretende innovaciones de los planes de estudio, y el segundo, de mayor importancia y el eje principal de
este tipo de investigacion, centra su atencién en el desarrollo de teorias sobre los procesos de

aprendizaje. Segun los autores, en este tipo de investigacion se identifican cinco caracteristicas:

(1) Es un disefio intervencionista, porque se realiza una intervencion al crear y estudiar nuevas

formas de instruccion.

(2) El objetivo principal de la investigacion como disefio es generar o refinar teorias con un enfoque
pragmatico sobre el proceso de aprendizaje especifico de un tema de interés y los medios para

apoyarlo.

(3) Se utiliza un proceso prospectivo y reflexivo, porque se conecta la teoria y el experimento,
generando reflexiones acerca de la relacién entre lo esperado y lo observado en los procesos de

ensefianza y aprendizaje.
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(4) Se observan ciclos iterativos de invencion y revision que permiten refinar las conjeturas y adaptar
tanto las actividades de instruccion como la teoria que las sustenta. Ademas, los conocimientos

no sélo se adquieren en las distintas iteraciones sino también al realizar el analisis retrospectivo.

(5) La investigacion es ecolégicamente valida y orientada a la practica. Busca la relacion entre la
teoria y el trabajo cotidiano en las aulas, que represente las condiciones de la practica real. Asi,
las teorias estan estrechamente vinculadas a las actividades de los estudiantes y los profesores,

y asi permiten ponerlas a prueba y realizar revisiones de forma reiterada.

Por ultimo, se reconoce que la investigacion como disefio requiere un enfoque diferente del curriculo y no
pretende dar cuenta de este. Aunque puede utilizarse, los materiales curriculares que se generan tienen
como proposito incentivar en los estudiantes el pensamiento, ademas de estimular y potenciar formas de
aprendizaje activas, anticipadas e imprevistas, lo que requiere revisiones continuas durante el

experimento que a su vez pueden llevar a decisiones que no corresponden a lo planteado por el curriculo.

Entonces, la ciencia de disefio esta lejos de ser una metodologia que realiza el bricolaje de diferentes
métodos, sino por el contrario se enfoca en una metodologia flexible, iterativa, coherente y sobre todo
convergente a los objetivos de la investigacion, lo que conlleva responsabilidad y madurez en las
decisiones. Aunque no puede pensarse que es una panacea (Boote, 2010), si estd coherentemente
pensada con la evolucion y progreso histérico de la matematica, su relaciéon con la computacion, la
revision e innovacion curricular y lo mas importante, su atencion en el desarrollo de teorias sobre los
procesos de aprendizaje, el cual es uno de los propésitos principales en esta tesis. En conclusion, se
propone una investigacion de tipo cualitativo, con un enfoque mixto y que utilizara la ciencia del disefio

como parte fundamental del disefio de la investigacion.

74



3.2.Poblacién y unidad de analisis

3.2.1. Analisis descriptivo exploratorio problemas tipo Canguro Matematico y problemas
liberados del PISA, ademas de problemas de competiciones que requieren solucién

completa en la olimpiada matematica de primer nivel.

Poblacion: Preguntas tipo PISA, Problemas Canguro Matematico, Soluciones a problemas de

Olimpiadas de primer nivel.
Unidad de analisis:
Soluciones a Preguntas tipo PISA (aula regular y estudiantes en entrenamiento);
Soluciones a Problemas del Canguro Matematico (Estudiantes de aula regular) y
Soluciones a problemas de Olimpiadas matematicas (Concursantes de la olimpiada).
3.2.2. Aplicacion de actividades e instrumentos
Se definen las poblaciones de trabajo para la tesis.

Poblacién 1. Estudiantes de clases regulares.

Unidad de analisis A: Estudiantes de colegios distritales en edades entre los 12 y los 14 afios (curso

asignado entendido como muestra no intencionada con cierta aleatoriedad).
Poblacion 2. Estudiantes en entrenamiento para competiciones.

Unidad de analisis B: Estudiantes en entrenamiento para Olimpiadas Colombianas (Muestra
preseleccionada). Es importante mencionar que el Canguro Matematico es una de las rondas de la

olimpiada, es decir, cercana y conocida por los estudiantes en entrenamiento.
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3.3.Métodos, técnicas e instrumentos utilizados

En la tesis se combinan métodos y técnicas de investigacion cientifica, en un nivel tedrico y empirico. A

continuacion, se relacionan los métodos para cada propdsito.

3.3.1. Analisis exploratorio soluciones a problemas de competiciones. Revision teérica y

planteamiento de hipétesis.

Entrevista a expertos: Se entrevista al Dr. Mogens Niss; esta entrevista es importante porque su teoria
fundamenta la definicién de competencia utilizada en el desarrollo de la tesis. Ademas, se entrevistaran
expertos con el propésito de detallar y mejorar el alcance y la profundidad de la tesis; dialogo con el Dr.

Gerson Harel.

Revision bibliografica: es importante la revision bibliografica tanto para el estado del arte, el marco
tedrico, como evaluaciones liberadas de los tipos requeridos en la investigacién a fin de tomar decisiones

frente a las actividades a proponer.

Revision y seleccion de preguntas y/o problemas. Se revisan preguntas liberadas tipo PISA,
preguntas del Canguro Matematico del nivel Cadet, y problemas de olimpiadas matematicas de primer

nivel, ademas de las soluciones a los problemas de olimpiadas de la ronda final de primaria.
3.3.2. Aplicacion de actividades e instrumentos encaminados al aporte practico

Principalmente la investigacion basada en el disefio sera el eje orientador del proceso de aplicacién
practica. Con respecto de la investigacion basada en el disefio, Bakker & Van Eerde (2015) la caracterizan
como una investigacion en la que el disefio de materiales educativos es una parte muy importante de la
investigacion. El disefio de entornos de aprendizaje estd entretejido con el desarrollo de la teoria

siguiendo principalmente tres fases.
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Fase 1: La preparacion y el disefio: Anélisis del tema, las dificultades, la formulacion y el establecimiento

de unas metas provisionales.

e Encuestas docentes: establecer una ruta de trabajo que permita delimitar los propdsitos de la
tesis con relacion a la importancia entre los profesores y la comunidad de educadores
matematicos.

e Aplicaciéon de actividades piloto. Las pruebas y actividades relacionadas con el tema
proporcionaran un panorama a revisar en las actividades a construir. En principio un disefio
optativo tendra: Una pregunta tipo PISA, una pregunta tipo Canguro Matematico y un problema
de Olimpiada matematica para solucion completa. Ademas, se abrird un espacio para tratar
caracteristicas de tipo afectivo y la forma de pensar o fijar la atencion al abordar y enfocar la

solucién del problema.

Fase 2: El experimento de ensefianza: se implementa el experimento el cual permite concentrarse en

qué ensefar y como se aprende, ademas de entrevistar y observar.

e Aplicacion de actividades. En principio un disefio optativo tendra: Dos preguntas tipo PISA, dos
preguntas tipo Canguro Matematico y un problema de Olimpiadas matematicas para solucion
completa. Ademas, se dedicara un espacio para tratar caracteristicas de tipo afectivo y la forma
de pensar o fijar la atencién al abordar el enfoque del problema. En casos especiales se recurrira
a la entrevista para mejorar la comprension con relacién a las decisiones y enfoque de trabajo en

la solucion de los diferentes problemas.

e Observacion no participante. Como lo describe Sampieri, Fernandez y Baptista (2014, p.375y
376), se realiza registro de notas de campo que pueden ser escritas y grabadas en algun medio

electrénico del desarrollo de las actividades.
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e Observacion sistematica. Con relacion a los documentos de los estudiantes es preciso una
observacion mas detallada y realizada con detenimiento, el registro de citas textuales de los

participantes, y observacion y descripcion de las soluciones particulares de los estudiantes.

e Dialogo o encuesta con estudiantes. Aunque se aplican instrumentos de seleccion multiple, se
pedira que el estudiante muestre el procedimiento que siguid. Este instrumento es de especial
importancia para mejorar la descripcion y categorizacion. Asi, sera posible acercarse primero a
la parte afectiva del estudiante, y, segundo, a la descripcion de episodios sobre sus posibles

formas de entender y formas de pensar.

e Soluciones completas a problemas propuestos. Para todos los problemas es deseable que el
estudiante escriba la solucion completa tipo ensayo o que proporcione informacion de su proceso
de solucion a fin de determinar el conjunto de estrategias utilizadas, esto con el propédsito de
observar y describir formas de entender (estables y en el momento (Harel, 2021)) y formas de
pensar de los estudiantes que se relacionan con las competencias matematicas esperadas. Sin
embargo, durante el escrito se especificaran los indicadores de observacion tanto para las
preguntas de tipo PISA, como en los problemas canguro o de olimpiadas. Esto con el propdsito
de dar cuenta del avance en la solucion de problemas y en manifestaciones de desarrollo del

pensamiento matematico.

Fase 3: Andlisis retrospectivo: Seleccionar, caracterizar y describir los resultados de las observaciones.
Contrastar, conjeturar y discutir las conjeturas iniciales. Este método permitira el anélisis de las
actividades y de ser requerido, planear y/o ejecutar aproximaciones cada vez mas precisas de los

fendmenos observados con relacién a la teoria de competencias y las competiciones matematicas.

e |ecturay relectura de las soluciones presentadas por los estudiantes en cada etapa del estudio.
e Analisis de los datos obtenidos y conciliaciones entre las teorias.
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e Elaboracidn de una teoria de explicacion teniendo en cuenta los resultados empiricos. Entre ellos

el anélisis de las soluciones presentadas por los estudiantes en la ronda final de la Olimpiada
Colombiana de Matematica de primaria.

Trabajo de campo. Con base en dos pruebas internacionales, Prueba PISA y Canguro
Matematico (que utilizan instrumentos de evaluacion de seleccion multiple) y documentos de las
olimpiadas de primer nivel, se aplicaran dos actividades a estudiantes en entrenamiento para
olimpiadas y cinco actividades a estudiantes de aula regular de colegio distrital en un rango de

12 a 14 anos.

3.4. Fases de la investigacion

Para el desarrollo de la investigacion se conciliaron las siguientes fases:

1.

Elaborar el estado del arte y fundamentar teéricamente la tesis.

Estudiar y solucionar preguntas tipo PISA, preguntas Canguro matematico y problemas de

Olimpiada del primer nivel.

Estudiar soluciones de problemas realizadas por estudiantes en olimpiadas matematicas de

primer nivel (inicialmente) y por estudiantes de clase regular de un colegio distrital.

Proponer y revisar las soluciones completas a los problemas del tipo PISA y Canguro Matematico
realizadas por estudiantes en entrenamiento para olimpiadas matematicas y por estudiantes de

clase regular de 12 a 14 afios.
Revisar y analizar los resultados, organizacion y triangulacion de la informacién.

Elaborar los documentos de tesis, publicacion y divulgacion
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o Conclusiones del capitulo 3

Aunque en general la investigacion es de caracter cualitativo, Es importante hacer notar que se presentan
dos niveles de enfoque metodoldgico, uno de caracter general determinado por una metodologia mixta y
otro enfocado hacia el aporte tedrico determinado por la educacién matematica como ciencia del disefio.
Este disefio tiene como fortaleza la posibilidad de combinar diferentes métodos en relacion con las

preguntas cientificas.

e CAPITULO 4. SISTEMA DE ACTIVIDADES PARA FAVORECER EL AVANCES EN LA
CARACTERIZACION DEL PENSAMIENTO MATEMATICO Y EL CONTRASTE ENTRE LA

SOLUCION DE PROBLEMAS DE COMPETICIONES Y LA TEORIA SOBRE COMPETENCIAS

El sistema de actividades cruza por varias etapas de elaboracion y reelaboracion hasta la propuesta de
trabajo final, que pueden presentarse en varios momentos, iniciando con la eleccion de los problemas
que contiene la actividad, probando por varios semestres la aplicaciéon y uso de diversos problemas,
solucionandolos juntamente con estudiantes de aula regular. Después, se elabora una propuesta de
estructura de actividad piloto con estudiantes de aula regular y se aplica, desde los resultados, se analizan

lo favorable y seguido se adecua la actividad.

Se elabora una actividad para estudiantes en entrenamiento para olimpiadas y se aplica. Teniendo en
cuenta los resultados obtenidos y la dinamica observada, los tiempos y resultados; se corrigen y mejoran
los aspectos necesarios para definir lo que sera la estructura definitiva de aplicacién con estudiantes de
aula regular. A continuacién, se presenta brevemente parte de los resultados de las diferentes etapas,

que justifican la eleccién de la estructura de las actividades.
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41.  Eleccion de los items que contiene la actividad.

El sistema de actividades pretende el contraste entre la solucion de problemas de competiciones y la
teoria sobre competencias. Asi, para las preguntas tipo olimpiadas se propone elegir preguntas del
Canguro matematico del nivel Cadet y preguntas de Olimpiada Colombiana de primer nivel o primaria;
por otra parte, con relacion a las competencias se eligen items de la prueba PISA. A continuacion, se

describen algunas de las caracteristicas de los problemas.
411 Problemas del Canguro Matematico

Estos problemas son problemas cortos que no requieren un nivel de conocimiento matematico avanzado.
Los problemas no estan pensados desde el curriculo escolar, sino que pretenden que el estudiante utilice
sus habilidades matematicas haciendo uso de diferentes estrategias, mas que de procedimientos
rutinarios aprendidos en las clases. A continuacion, se presenta cuatro ejemplos de la prueba Canguro
Matematico del nivel Cadet, los problemas se clasifican por nivel de dificultad y en la prueba, le pueden

otorgar al participante 3, 4 0 5 puntos, lo que puede homologarse a un nivel medio, alto 0 avanzado.

Ejemplo A. (Nivel medio) Un perro y un gato caminan por el parque a lo largo del camino marcado por la
linea gruesa. Comienzan simultaneamente, el perro desde P y el gato desde Q. Si el perro camina tres

veces mas rapido que el gato. ;Ddnde se encontraran?

T

A! B
C 3

D

A)en A B)en B C)en C D)en D E)en E

Ejemplo B. (Nivel alto) ¢ En cuél de los cuatro cuadrados iguales de la figura la parte negra es mayor?

81



A)A B)B C)C D)D E) en todos es igual

Ejemplo C. (Nivel avanzado) Cinco enteros positivos (no necesariamente diferentes) se escriben en cinco
cartas. Pedro calcula la suma de los numeros tomando cada posible pareja de cartas. Obtiene solamente

tres sumas diferente 57, 70 y 83. ; cual es el mayor entero escrito en alguna de las cartas?

(A) 35 (B) 42 (C) 48 (D) 53 (E) 82

Ejemplo D: (Nivel avanzado) Sobre la mesa hay 8 fichas de dominé. La mitad de una de las fichas esta
cubierta por otra ficha y no se ve cuantos puntos tiene. Las 8 fichas se pueden acomodar en un tablero
de 4 x 4 de modo que la cantidad de puntos en cada fila y en cada columna del tablero sea la misma.

Jcuantos puntos hay en la mitad no visible de la ficha cubierta?

Se puede apreciar en los ejemplos como los puntos que otorga cada pregunta segun en la evaluacion,

(A)1 (B) 2 (C)3 (D)4 (E)5
41.2 Problemas Tipo PISA

Son problemas con un enunciado en contexto que corresponde a las caracteristicas que se describen a

continuacion.
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Vincula alguno de tres procesos: Reproduccion (de calculos sencillos o definiciones del tipo mas
familiar), Conexiones (requiere de la reunién de ideas y procedimientos matematicos) o Reflexion (se
basa en razonamiento, generalizacion y discernimiento matematico). Hace referencia a una categoria
del Contenido: Cantidad, el espacio, la forma, el cambio y las relaciones, y la incertidumbre. La pregunta
se enmarca en un Contexto: La vida personal, la vida escolar, el trabajo y el ocio, la comunidad local y
la sociedad. Su propdsito es evaluar el curriculo y asi obtener evidencia para comparar el desempefio de
los estudiantes en matematicas centrandose en las competencias y no principalmente en los contenidos
escolares. Por ejemplo, una pregunta que refiere al uso de molinos de viento como centrales de energia,
llamada el poder del viento%2. la primera caracteristica es que la pregunta inicia con un contexto, que

puede no ser cercano a la realidad del estudiante, como en este caso (Figura 4-1).

EL PODER DEL VIENTO

Villazed esta contemplando construir varias centrales de energia
edlica para producir electricidad.

El Ayuntamiento de Villazed recogid informacion sabre el
siguiente modelo.,

Modelo: E-82
Altura de la torre: 138 metros
Namero de palas del rotor: 3

Longitud de una pala del rotor. 40 metros

Velocidad maxima de rotacion: 20 vueltas por minuto

Precio de construccion: 3.200.000 zeds

Facturacion: 0,10 zeds por kWh generado

¥ Coste de mantenimiento: 0,01 zeds por kWh generado
d_ Rendimiento: Operativa el 97% del afio

Nota: El kilovatio-hora (kWh) es una unidad de medida de la
energia eléctrica.

Figura 4-1 Contexto pregunta Poder del Viento

62 piSA 2012 Competencia Matematica. Ejemplos de items liberados de la prueba en papel. recuperado de
https://www.educacionyfp.gob.es/inee/publicaciones/items-liberados/pisa-ocde/pisa-2012-items-liberados.html  (noviembre
2022). p. 25.
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Lo segundo es que desde el mismo contexto se derivan las preguntas, que pueden ser presentadas de
diferente forma. Primero se formulan preguntas para elegir si 0 no y que no requieren justificacion, como

lo presenta la Figura 4-2.

Preguntal: EL PODER DEL VIENTO

Indica si los siguientes enunciados sobre la central de energla edlica E-82 pueden
deducirse de la informacion facilitada. Rodea con un circulo «Si» o «No» segun
corresponda a cada enunciado.

Enunciado ¢ Puede este enunciado deducirse de la
informacion facilitada?
La construccion de tres de las centrales de S/ No
energia costara mas de 8.000.000 de zeds
en total.
Los costes de mantenimiento de la central Si/ No

de energia corresponden,
aproximadamente, al 5% de su

facturacion.

Los costes de mantenimiento de la central Sif No
de energia edlica dependen de la cantidad

de KWh generados.

Exactamente durante 97 dias al afo, la Si/ No

central de energlia edlica no esta operativa.

Figura 4-2 Pregunta de eleccién falso o verdadero

También puede ser la tipica pregunta con cuatro opciones de respuesta y una sola verdadera, como lo

presenta el ejemplo de la Figura 4-3.

Pregunta 2: EL PODER DEL VIENTO

Villazed desea calcular los costes y el beneficio que generaria la construccion de esta
central de energia edlica.

El alcalde de Villazed propone la siguiente férmula para calcular el beneficio
econémico, E (en zeds), durante una serie de afios, a, si construyen el modelo E-82.

E =400.000 a - 3.200.000

Beneficio de la Costes de construccion
produccion anual de la central de energia
de electricidad edlica

Segun la féormula del alcalde, ;cual es el nimero minimo de afios de funcionamiento
requeridos para cubrir los costes de construccion de la central de energia edlica?

A 6 afios
B 8 afios
C 10 aflos
D 12 aflos

Figura 4-3 Pregunta de seleccion multiple Unica respuesta
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Por Ultimo, puede ser una pregunta abierta en la que el estudiante debe justificar su respuesta haciendo

uso de calculos matematicos, asi como se presenta en la Figura 4-4.

Pregunta 3 : EL PODER DEL VIENTO

Villazed ha decidido erigir varias centrales de
energla eolica E-82 en un terreno cuadrado
(longitud = anchura = 500 m).

250 m

Segun las normas de construccion, la distancia
minima entre las torres de dos centrales de

energia edlica de este modelo debe ser igual a
cinco veces la longitud de una pala del rotor. [ : . ; 4

250m

| [
L ]

El alcalde de la villa ha realizado una propuesta
para distribuir las centrales de energia edlica
sobre el terreno. Dicha propuesta se muestra
en el dibujo de la derecha

L ]

Explica por qué la propuesta del alcalde no @ = Torre de una central de energla edlica
: " Nota: El dibujo no esta a escala.

cumple las normas de construccion. Justifica tu

razonamiento por medio de calculos.

Figura 4-4 Pregunta abierta de la prueba PISA

Las preguntas pueden ser de respuesta abierta, pero las respuestas estan limitadas a un conjunto o rango

de posibilidades, esto para facilitar la posterior evaluacién.
4.1.3. Preguntas tipo Olimpiada

La Olimpiada Colombiana de Matematicas utiliza diferentes tipos de preguntas en cada una de las rondas
clasificatorias hasta llegar a la ronda final en la que el problema debe ser resuelto en su totalidad y su

solucion se evalua tipo ensayo.

La primera caracteristica es que en este tipo de problema no se ofrecen opciones de respuesta, es decir,
se propone un problema abierto que busca del estudiante un desarrollo libre sin ofrecer una pista de la
respuesta. El formato de elaboracién se es acorde con la prueba selectiva, la prueba final en las
Olimpiadas Colombianas y también los problemas de las pruebas de entrenamiento, utilizados en

diferentes momentos de la investigacion.
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Es importante mencionar que, aunque los problemas de la prueba selectiva no requieren solucion
completa, en la actividad se pretende que los estudiantes presenten una, dentro de sus posibilidades.
También, es posible que se utilicen preguntas similares a las del Canguro, pero del nivel avanzado, que
exigen un nivel de pensamiento mas elaborado y con una mayor posibilidad en el uso de estrategias para
ser abordado y como se ha mencionado, que permitan al estudiante presentar una solucion completa del

problema. A continuacion, se presentan tres ejemplos.

Ejemplo 1. Miguel tiene 125 cubos pequefios. Pega algunos de ellos para formar un cubo grande con
nueve tuneles que atraviesan el cubo completamente, como se muestra en la figura. ¢ Cuéntos cubos

pequefios le sobraron?

Ejemplo 2. La bandera de la figura tiene 50 cm de largo por 30 cm de alto. Ademas, se construy6 de
forma que cada lado esta dividido en 5 partes iguales: ¢Cual es el area de la region sombreada, en

centimetros cuadrados?

/.

"4\

Ejemplo 3. Un tendero empacd 46 cajas con el mismo nimero de naranjas en cada una y le sobraron 2
naranjas. Si hubiera empacado 3 naranjas menos en cada caja, habria utilizado 60 cajas y no le sobraria

ninguna naranja ¢ Cuéntas naranjas tenia el tendero?
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4.2. Elaboracion de la prueba piloto

En la prueba piloto la actividad que se propuso contenia cinco problemas: dos del tipo canguro

matematico, dos del tipo PISA y uno del tipo Olimpiadas, como se presenta en la Figura 4-5.

Retos matemiticos Canguro y PISA
Objetive: Obtencr informacion que permita contrastar las soluciones do cstudiantes &
diferentes retos matematicos relacionados con la habilidad responder de y por medio de las
matemiticas y, tratar con cf lenguaje y las matemiticas.

Sugerencia metodolégica: csta actividad sc propone desarrollarla con estudiantes de
séptimo grado. No ticne ningin tipo de prerrequisito, lo @nico es motivar a los estudiantes a
realizar la actividad con determinacion y confianza. retindose 8 si mismos a fin de lograr la
mayor cantidad problcmas solucionados. (-hwvblmlmmopcmdemmnb

(méximo 20 puntos). csto a
al avance cn I prucha de forma individual, sc insiste cn que of cstudiante debe retarse a st
mismo a obtener ¢l mejor puntaje posible. pero para cllo, lo importante ex dejar en el escrito
los que decide

Para su desarrollo se proponen dos horas de clase (90-110 min), donde cf docente aclara, de

ser necesario, las dudas que prescaten los estudiantes. El proceso evaluativo de la actividad

s concreta & tvés de la observacion del docente durante el desarrollo de esta y tiene en
én ln én y animo de los

En un primer momento (60 min - 70 min). la actividad sc realiza de forma individual,
o rabajo del y que s

con los problemas. Los problemas se han propucsio en un aparente orden de complejidad a
fin de que ol estudiantc adquicra confianza cn sus oportunidades y s¢ aventure a realizar cl
proceso de solucion. Se espera del estudiante que deje por cscrito sus argumentos con
relacién a problemas que considera que soluciona. Al finalizar. ¢ cstudiante tomard
fotografias de su trabajo y subiri la evidencia a un curso en Classroom. Despuds el profesor
recoge las soluciones.

En un scgundo momento (30 min), los cstudiantes responden la scgunda parte del
cucstionario en grupos de 3 estudiantcs. <l grupo deja por cscrito sus conclusioncs y cligen
un lider que exponga las idcas relevantes de su discusién. Por ultimo, sc realiza ls plenaria
e la que s poncn en comin las difcrentes respucstas de cada uno de los grupos, por parte
de los lideres de cada oquipo y cf profesor recoge las cvidencias del trabajo cn cquipo.

Materiales 2 utilizar: Curso cn Classroom. guia de trabajo, hojas blancas.

RETO 3. (20 puntos)

Marcos es un gran fan del monopatin. Entra en una tienda denominada
PATINADORES para mirar aigunos precios.

Los precios de los productos de la tienda son:

Precio

Producto i

Fa . N

Marcos quiere montar su propio monopatin. ;Cual es el precio minimo y el precio
maximo de los monopatines MoNtados PO UNC MisMO en esta tienda?

(a) Precio maximo: zeds.
(®) Precio minimo: zods

Actividad 1

Estimado estudiante el propisito de esta prucba es documentar cudl es su razonamiento al
enfrentar § retos diferentes, por esta razin, es necesario que escriba de forma detallada de
smo obtuvo la solucion. En lo: de opcion mltiple. elija la

mdpumnpm-..uo
Recuerde que, aunque muu*-ah—;'u—ﬁd’-dka
importante que diligencie este i-lamdh
usual de una evaluacion. Elm'amn:n-l-u-n mq—n‘-ﬂayn«u.—l_
actual.

Nombre del estudiante

RETO 1. (20 puntos)

Un perro y un gato caminan por ¢l parque a lo largo del camino marcado por la linca
gruesa. Comicnzan simultincamente, of perro desde Py of gato desde Q. Si el perro camina
tres veces mas ripido que cl gato. ;Donde sc encontraria?

Ii

7o

o

B °

A)enA B)enB C)enC D)enD E)enE

RETO 2. (20 puntos)
En cuil de los custro cuadrados iguales de la figura la parte negra es mayor?

sl

oc D)D E) en todos es igual

RETO 4. (20 puntos)
Marcos tiene 120 zods para gastar y quiere comprar el monopatin mas caro que
pueda

Cusno dinero puede gastar Marcos en cada uno de los 4 componentes? Escribe tu
fespuesta en la tabia de abao

=
Foeda

)
Prezas para ensamtiar

RETO 5. (20 puntos)

Migucl ticne 125 cubos pequefios. Pega alfunos de cllos para formar ua cubo grande con
como sc muestra en la figura Cuintos

cubos pequefios e sobearon?

RETO EN EQUIPO
Preguntas Adicionales (3 personas)

£Qué problema te gustd més?
Cuil problema es ¢l mis ficil para el grupo? y ;Cémo Jo solucionaron?

Cuil problema es el mis dificil para ol grupo? y ;Cémo sc pucde avanzar hacia la
solucion?

PLENARIA

Cada lider de equipo, clegido por cllos mimos. preseata las conclusioncs, respuestas y
aspectos relevantes de la discusion.

Figura 4-5. Propuesta piloto Actividad



El problema que se detecta en esta actividad es que no queda clara la division entre los dos enfoques a

contrastar. Por esa razdn, se cambia el formato a una actividad que utiliza dos tipos de retos matematicos.
4.3. Estructura de la actividad piloto estudiantes de olimpiadas

La actividad se presenta en hojas separadas. Tiene como diferencia que las instrucciones son cortas ver

Figura 4-6 y se desiste de la idea de puntuar los resultados.

INSTRUCCIONES GENERALES
Estimado estudiante, el propdsito de esta prueba es documentar cuadl es su razonamiento al enfrentar 2
retos diferentes, por esta razon, es necesario que escriba de forma detallada cémo obtuvo la solucion. En
los casos de opcion muiltiple, elija la respuesta que corresponda y muestre el proceso que siguio para
obtenerla.
Recuerde que lo importante son los procesos y, aunque el proposito es responder la mayor cantidad de
retos posible, es muy importante que diligencie en su hoja anexa, las preguntas con tranquilidad y
honestidad sin la presion usual de una evaluacion.
Escriba su Nombre y Curso____en el encabezado de la hoja anexa.

Gracias por su disposicion y trabajo.

Figura 4-6 Instrucciones de la prueba.

También, cambia que ahora se definen dos tipos de retos. El reto naranja que contiene tres preguntas
que parten de un mismo contexto (Tipo PISA), y el reto azul, que son tres preguntas, que no estan ligadas
a un mismo contexto (Tipo Olimpiadas) ver Figura 4-7. Como instrumento adicional, se incluyé una
encuesta sobre la percepcion de cada tipo de reto (Figura 4-8); en la encuesta se le dan al estudiante
palabras para elegir seguin sean cercanas al reto que ha solucionado, después unas preguntas en escala
Likert para responder con relacion a los dos tipos de reto y, por ultimo, una pregunta abierta con relacion

a si prefiere el reto naranja o el azul 0 ambos
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Actividad 1‘

Nombre del estudiante
INSTRUCCIONES GENERALES
1. Estimado estudiame el propisito de csta prucha cs documentar cudl cs su
razonamicnto al enfrentar 2 retos difercntes (naranja y aml), cada reto tiene 3
problemas que deben scr contestados con justificacion.
2. Tiene 90 minutos para resolver y escribir las solucionss. El propdsito es trabajar
IﬂspuHmnitFrknl‘mll]]lz-m lﬂylimimlmpm'::-‘l.

pregunta.

3. Todoel trabajo debe hacerse cn la pigina correspondicnte a cada Abajo del
enunciado se ha dejadko un espacio en blmwpulhbqlrymnh Ta solucidn,

4. Regisire cn e informe los
mmolo--gumnmq“mlmpmd-rm quulwrw-hopldrmch
Con ¢l propsito dc cntcnder su razonamicato, €3 nccesario que cscriba & forma
detalladn de como obtuvo la solucién. En los casos de opeion miltiplc, clija i
mpi:ﬂquomlpmﬂny]umﬁqucpwqﬂé:lhopmn comects.

5. Para la revision son imc hsidos:
los resultados pnmnluqundqnumcwdcﬂnd:l!ano.pol favor ne bore
sus avances cn cada pregunta.

6. Pucde lcer y solucionar la prucha en diferentc orden. Recuerde que, sungue se ke
invita a solucionar la mayor cantidad posible dc preguntas, ¢s muy importantc que
diligencic este documento con tranquilidad y honestidad sin L peesion usual de una
evaluacion.

7. Al finalizar cada reto avise al profesor pars diligenciar una breve encussta sobre la
percepeicn del refo.

Geacias por su disposicide y trabsjo.

Consta de tres pregunias que estin relacionadas @ un mismo contexto.

La cmpresa EMPW fabrica un dispositivo clectrénico de vides y otro de audio. Al final de
cada dia sc hace el control de calidad, 3 continuacion, se presenta una tsbla que resume cf
control al final e din:

Tipo de di it N de

Audio 2000
Viden 6000

A continuacion se presentan tres afirmacioncs sobre la produccion diaria de la empresa
EMPW ;son correctas dichas afirmacioncs? Rodea con un circulo < 513 o <« NO' »
scgiin corresponda.

Afirmacien

Un tercio de los dispositivos (abnicades diansmente son de video_
En cada lote de 100 reproductores de video fabncados habe
3

Si de la produccien durin = clige un reproductor de audio al azar
jparn probario, la probabilidad de que tenga que ser reparario cs de SifNo.
0,03,

Hoja en blanco

Una de las personas que realiza las pruchas de calidad hace s siguicnte afimacién: “En un
dia en promedio, se envian @ reparar més reproductores de video que de audio” Indica si la
.fmmunm:m.y,mm;mmunm

Ohserva las twblas que comparan a empresa EMPW con la empresa SRTAM

Namero de dispositives de gudia | Parcentaje d
al dis. para revision.
2000 5%
TO00 4%

Namero de dispesitives de xideg Parcentaje de dispositives
ades al dia. para revision.
6000 3%
1000 2%

Hoja en blanco

Una de las personas que realiza las pruchas de calidad hace a siguiente afirmacion: “En wn

dia en promedic, se envian @ reparar més reproductores de video que de audio” Indica si la
afimmacin €s 0 po correcta y justifica matcmiticamenc fu respucsta

Observa las iablas que comparan a empresa EMPW con la empresa SRTM

Empresa Namero de dispositivos de audia | Porcentaje de dispositivos
al dis. para revision.
EMPW 2000 5%
SRTM 7000 A%
Empresa Niimero de dispositivos de xides | Porcentaje de dispositivos
l‘:ﬁ-:-l— al dia. para revision.
EMPW 3%
SRTM |oon 2%

Hoja en blanco

Consta de tres preguntas que NO estin relacionadas & un mismo contexta.

Un arbusto ticne 10 ramas cada rama pucde tener 7 hojas o 4 E ;

hojas y una flor. E1 nimero total de hojas de un arbusto pucde
ser.
A1l B.28 C.36 D.67 E.110

Hoja en blanco

ZCmil de las dos empresms prescasn of tonl de repamsoionce més bajo de disposbivos
defectuosos? Escribe los cilculos que realizas para la respuesta.

Hoja en blanco

unmm_.mnn-.-amm-.m naranjas en cada una
X naranjas menos en cada caja, habria Inndnl\ﬂclgny
mk—whnmmm-m:;-._c\-u-mpmdmdno

Hoja en blanco

S quicre colorcar cada scgmento unitario con < color rojo,
verde o azul. Cada triangulo debe tener un lado de cada color.
iQué color se pucde usar para el segmento marcade con la x7

verde

Hoja en blanco
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Figura 4-7 Propuesta actividad estudiantes en entrenamiento de olimpiadas.

Avonces Avonces
Encuesta El Reto Naranja (Parte 1) Encuesta El Reto Naranja (Parte 2)
Marque con una x el nimero que corresponde a la valoracién que
1. con un circulo le: lafrase: el s 3
= s realiza del reto naranja.
Interesante Entretenido Cuidadoso  Aburrido
Arriesgado Competitivo Prudente Reservado
2 . 5 3 7 Me gusta muy poco Me gusta mucho
Exigente Un_Desafio Poco_Arriesg;
Divertido Retador Molesto Mecanico
2. Enclerre con un circulo las que la frase: al SR muy. corto, ol
el reto Naranja me siento
Serio Analitico Persuasivo Optimista
Formal Desconfiado Extrovertido Confiado Me hace penszar muy poco Me hace pensar mucho
Reservado Sociable Distante Amigable
,. clreadin lna oy — a Puedo actuar con poca Puedo actuar con mucha
haoad N e libertad libertad
permite que usted sea
Independiente Creativo Disciplinado Dependiente
Auto'nomo A,riesgado Cauteloso Seguro Utilizo poco los contenidos Utilizo mucho los contenidos
vistos en mis clases vistos en mis clases
Minucioso Libre  Obediente Atado
4. Enclerre con un circulo las palabras que completen la frase: Para Mejora un poco mi comprensién Mejora mucho mi comprensién
ol reto se sor e las matematicas de las matematicas
Dinamico Espontidneo Metédico Calmado
Diferente Creativo Rutinario Tranquilo e e o e e
Movedizo Impaciente Determinado Tolerante en la clase de matematicas on la clase de matematicas
Cambiante Paciente

Avonces

Encuesta El Reto Azul (Parte 1)

1. Enclerre con un circulo las palabras que

Encuesta El Reto Azul (Parte 2)
Marque con una x el nimero que corresponde a la valoracion que
compiaten la frase: el reto Arul es realiza del reto naranja.
Er ido Cuidad Aburrido
Arriesgado Comp Prud: Reservado
Exigente Un_Desafio Amigable Poco_Arriesgado MO SURNRUY RECO MaRustamucho
Divertido Retador Molesto Mecdnico
2. Enclerre con un circulo las que Ia frase: al Es muy corto Es muy extenso
el reto Azul me siento
Serio Analitico Persuasivo Optimista
Formal Desconfiado Extrovertido Confiado
Reservado Sociable Distante Amigable

Me hace pensar muy poco

Me hace pensar mucho
3. Enclerre con un circulo las palabras que compieten la frase: El reto Azul Pusdo astearcan poce Pusdo actuar con mucha
e S erta iberta
Independiente Creativo Disciplinado Dependiente
Auténomo Arriesgado Cauteloso Seguro
Minucioso Libre  Obediente Atado

Utilizo poco los contenidos
vistos en mis clases

Utilizo mucho los contenidos

vistos en mis clases
4, Enclerre con un circulo las palabras que completen la frase: Para
ol reto Axul se

Dindmico Espontdaneo

Metddico Calmado
Diferente Creativo Rutinario Tranquilo
Movedizo Impaciente

Mejora un poco mi comprensién Mejora mucho mi comprensién
de las matematicas de las matematicas

Determinado Tolerante

Cambiante Paciente

Son poco importantes estos retos
en la clase de matemaéticas

Son muy importantes estos retos,
en la clase de mateméticas

Encuesta (Parte 3)

Si tuviera la posibilidad de que elegir entre los dos retos

Prefiero solo Los dos tipos me Prefiero solo
actividades del Reto gustan actividades del Reto
naranja azul
Porque: Porque: Porque:
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Figura 4-8 Encuesta Motivacional y afectiva sobre los problemas propuestos.
4.4. Estructura final de la actividad

Después de la aplicacion se cambian cuatro aspectos: (1) la forma de presentar la actividad, (2) se
presentan los problemas seguidos, sin el espacio en blanco para responder (3) y solo se incluye la
pregunta abierta como item de caracter afectivo y (4) se otorga un tiempo superior al planteado

inicialmente quedando de 90 minutos.

Objetivo: caracterizar el pensamiento matematico observado en las soluciones presentadas por
estudiantes olimpiadas y aula regular al contrastar las soluciones de estudiantes a diferentes retos

matematicos.

Sugerencia metodoldgica: esta actividad se propone desarrollarla con estudiantes entre los 12 y 14
afios de aula regular. No tiene ningun tipo de prerrequisito, lo Unico es motivar a los estudiantes a realizar
la actividad con determinacién y confianza, retandose a si mismos a fin de lograr la mayor cantidad
problemas solucionados. Es muy importante solicitar a los estudiantes dejar en el escrito los

procedimientos, operaciones 0 argumentos que llevan a la solucion.

Para su desarrollo se proponen dos horas de clase (90-110 min), donde el docente aclara, de ser
necesario, las dudas que presenten los estudiantes, les pide reflexionar sobre los problemas, sobre todo

con relacion a los que dependen de un mismo contexto.

Se sugiere trabajar en parejas, para que los estudiantes dialoguen sus ideas y asi el profesor puede
acceder a informacion que los estudiantes hablan de forma espontanea. Sin embargo, encontrara a
estudiantes que no les es facil trabajar con otra persona quienes le pediran trabajar solos o haran una

parte y sus compareros ofra.
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A continuacion se presentan tres afirmaciones sobre la venta de los CDs json
comectas dichas afimaciones? Rodea con un circulo ¢ §I % 0 &« NO' % scgin
comesponda.
¥ sy of process gus sguid para Afirmackn LEs gorrecta ln
afirmaciin?

wbremeria.

Recucrds que o imparnanie won los procere y, sengue of propobse e rexposder b mayor caniidad de I ™ =
pasibic, dligencic hays s rramquilidad ¥ En ¢l mes de abril vendié por pamera vez el grupo Son

il e presain el g oo evalumetin, T (e o e de la calle mis CDs que el grupo Solteras dexbocaas. Sifvo

Escriba s Nombre ¥ Cuurso___ en el encaberado de la hojs anexa.

CGiracias por su disposscion y trabajo. Los grupos nucvos reciben un premio cuando venden

10000 CDs. BT Adlsalon y Solteros desbocans son

_ e ey e e i e

A finales de junio el grupo Los metales preciosos es el

Consta de tres preguntas gue estin relacionadas o un mismo | grapo que menos CDS vendid.
Los nuevos CDs de los nucvos grupos: BT dlsalon y Solteros desbocaos salicron a

la venta en encro. En febrero los siguicron los CDs de los grupos antigues Som de En e A aneva, sscviba lay dowes y

la calle y Las metales preciosos. El siguiente grafico mucstra las ventas de CDs de
esos grupos desde enero hasta junio.

Ventas de CDs por mes
El CD del grupo Son de la calle salio a la venta en ficbrero. Scgin la grifica ;cuil
s la cantidad media de CDs que vendid de febrero a junio?

a 1220
b 1350
I I I I o 1600
. - l d 1840
e mmme s s = i

En la hoja anexa, escriba las op

L L L L e

e — . e — -

JUEZ L
JUEZ I
El minager de los Solteros deshocans estd prescupado porque el mimero mensual L1
de CDs que han vendido disminuyé de febrero a junio, ;Cuil es ¢l volumen de BESANTARD L]
\'-ﬂ-hsl;nmdu para julio si continua la misma tendencia negativa De las ;Cusl fue el puntsje total de Teress?

b 300

A ? B) & <9 (D) 10 (E) 11

En la haja anexa, escriba ks aperaciones y argumentas de b respinestn En la heja anexa, excriba las op i ¥ e la resy

Después del primer kilometro de la carera de atletismo del colegio, Paty fuc la
Consta de fres preguntas gue NO estdn relacionadas o mn mivme comtexio peniltima. En el siguiente kilometro, Paty logro adelantar a siete cormedores. En ¢l
tercer kilometro, dos corredores la adelantaron. En el kilémetro final, Paty paso a
ocho corredores, pero otros cuatro corredores la adelantaron. Paty terminé novena,

Cmmwltlpllmcn]l carrera?
En la hoja anexa, escriba las » e fa respy

Kanga combina 355 grupes de 9 piedras cn un sol on y después clla | ™

en grupos de § picdras. ;Cuantos grupos obtienc?
Si wiera la posibilidad de que elegir los dos retos. | e ks res afirmaciones.
A999 B 900 €55 DIl E 4 degiat e peudldes s

Prefiern salo Los dos tip
En la hoja anexa, escriba las operaciones y argumentos de la respuesta del Reto narania pustan

Pargue: Porgue:

En la final de una competencia de baile cada uno de los miembros del jurade puede
nwuaww*hcmwﬁmlm zmlmlmu
o 5 puntos, pero deben otorgar a cada
hluullmig:nr:u muestran en o tabla.

[pantay

T — e — .

Figura 4-9 estructura de la prueba. dos tipos de retos, cada uno con tres problemas.

A estos estudiantes se decide invitarlos a compartir sus estrategias de solucion, desde la premisa que

siempre es mejor, como parte de la actividad, convencer a su compafiero de los argumentos que han
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utilizado y de esta socializacion pueden surgir nuevas ideas. El proceso evaluativo de la actividad se
concreta a través de la observacion del docente durante el desarrollo de esta y tiene en consideracion la
disposicion y animo de los estudiantes. Existen dos posibilidades de trabajo, la primera es que cada pareja
lea los problemas y decida por cual color de reto quiere iniciar y avanzar desde ahi. La segunda es hacer
que cada pareja inicie por un reto diferente y se proponga avanzar hasta completar los dos. Cada forma
de aplicar el instrumento permite observar diversas situaciones con relacién a la dificultad de iniciar la

solucion de los retos.

Los problemas se han propuesto en un aparente orden de complejidad a fin de que el estudiante sienta
confianza y se aventure a realizar el proceso de solucion. Se espera del estudiante que deje por escrito
sus argumentos. Entonces, faltando 20 minutos para el final de la sesion se les solicita a los estudiantes
organizar, pero no borrar, sus procedimientos y estrategias, o incluirlos en la hoja que se va a entregar y
por ultimo, reflexionar y responder la pregunta adicional. Al finalizar debe entregar la hoja de trabajo al

profesor
Materiales para utilizar: guia de trabajo, hojas blancas tipo examen, una sesion de dos horas de clase.
o Conclusiones del capitulo 4

Después de utilizar procesos iterativos para la eleccion de los problemas y la construccion de las
actividades se obtiene una estructura de actividad de facil aplicacion. La decision de separar los tipos de
preguntas por colores hace que el estudiante se familiarice con las caracteristicas del reto. Aunque la
idea de la encuesta fue creativa, la segunda parte se torna compleja para los estudiantes. Y al final,
permiten obtener resultados similares a la pregunta abierta que resulta ser mas sencilla de entender.
Como cambios relevantes, los dos tipos de reto (azul y naranja), utilizan el mismo numero de preguntas

en cada reto y una pregunta afectiva.
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e CAPITULO 5. ANALISIS DE LOS RESULTADOS DE LAS ACTIVIDADES

Se presenta el analisis de las soluciones de 57 estudiantes de la ronda final de olimpiadas de primaria, lo
que da informacién de cémo enfocar la actividad con estudiantes en entrenamiento. Se presenta esta

revision que permite establecer el como observar las actividades realizadas en el aula regular.
5.1. Andlisis de las soluciones las olimpiadas de primaria

Luego de un proceso de seleccion se presentan a la ronda final de la olimpiada 260 estudiantes. La
prueba consta de 10 problemas de los cuales el participante debe solucionar los que mas pueda. Después
de que la organizacion de la olimpiada realiza su proceso de valoracion y calificacién, se toma como
muestra las soluciones que corresponde a los estudiantes que obtuvieron los primeros 50 puntajes; como
puede ocurrir que varios estudiantes tengan la misma puntuacién, el nimero total de formularios es 57.
A continuacidn se presentan y analizan las soluciones e intentos de solucion que corresponden a los
primeros 50 puntajes de la prueba final de olimpiadas de primaria 202263, Aunque se analiza cada
problema por separado y se determinan las estrategias mas utilizadas en cada caso; se presentan los
resultados resumidos de la prueba en general. Luego de la lectura y relectura de los documentos
presentados por los 57 participantes (cerca de 500 soluciones), se identifican 21 estrategias diferentes
(ver la grafica 5-1) utilizadas al enfrentarse a los 10 problemas de la prueba, el conjunto de problemas se

presenta en como Anexo 1.

Después de realizar lectura al conjunto de estrategias que aparecen en las soluciones, se determina que

algunas estén relacionadas y pueden ser parte de un conjunto mayor.

63 ®Todos los Derechos Reservados OCM y MOEMS
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Estrategias utilizadas por los participantes

Grafica 5-1. estrategias utilizadas por los participantes de la ronda final.

Entonces, este grupo de 21 estrategias pueden agruparse en seis categorias como lo muestra la Tabla

5-2. A continuacion, se da una breve descripcion de cada una de las categorias.

Tabla 5-2 Agrupacion de las estrategias utilizadas por los participantes.

4 ARTIMETICA (MULTIPUCACION O SUMA) (S)
Realizar alguna agrupacion antes de sumar
Realizar una suma abreviada utilizando alguna formula
Utilizar 1a suma de ndmeros enteros como estrategia
Utilizar un algoritmo conocido como la Suma normal
Utilizar una estrategia antmética
4 ESTRATEGIA GRAFICA-VISUALIZACION (2)
Realizar una grafica y observar
Utilizar una estrategia Grafica y/o Aritmética
4 EXPERIENCIA PREVIA-CONOCIDO (2)
Buscar en la experiencia previa (un cuadrado)
Mostrar sélo 1a respuesta / Solucion
4 REALIZAR LISTA Y/O PROBAR (3)
Probar ¢asos con un criterio definido
Probar Todos los casos
Probar varios casos
4 REGULARIDAD-PATRON (5)
Buscar un patrén de comportamiento
Dividir el problema en momentos
Escribir todos los casos
Escribir y explorar algunos casos
Establecer condiciones desde el problema
4 TRABAJAR HACIA ATRAS (4)
Comprobar 13 solucion encontrada
Comunicar y/o Explicar ia solucién
Solucion Especial/Diferente
Utilizar un proceso inverso, ir hacia atras para obtener la solucion
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Utilizar una estrategia aritmética (1), Relne las estrategias que se apoyan en la aritmética para avanzar

en la solucion. Por ejemplo, en el problema 1 algunos estudiantes realizan una suma por agrupacion, es

decir, sumas abreviadas mediadas por la asociacion de

los nimeros. Otros prefieren escribir todos los

numeros y luego sumar de forma normal, que pudo ser visto en las clases del colegio y elegirse su

estrategia para solucionar el problema. En el problema 4

se puede observar como los estudiantes utilizan

los nimeros enteros como una posible estrategia para avanzar en la solucion de un problema, aunque la

solucién refiere al numero de participantes en una carrera.
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Figura 5-1 Algunos ejemplos de la estrategia aritmética
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Realizar una grafica o recurrir a la visualizacion (2) y desde ella algun tipo de observacion es una,
estrategia en la que los estudiantes suelen realizar graficas o representaciones que les permiten entender
y avanzar en la solucién del problema. A veces la gréfica les permitia visualizar y razonar desde ella, pero
en otros casos se utilizaba una grafica asociada una estrategia aritmética y desde esa combinacion se

avanzaba para lograr la solucion.

SOLUCION

= o A1l
1 g p-If
kI B
g 6 ¢ P
- 12 'u_
2T : t [
ﬁMTWMn:%
WM‘MQ:HMW
. UX 42362 4y

¥ \0z30L Yy
AW =22¢ 42
VAl2 212< Yy

Dpenspnen pantigpais e

Figura 5-2 Algunos ejemplos de la estrategia visualizacion

Recurrir a la experiencia previa o buscar algtn algoritmo conocido (3) basicamente los estudiantes

buscaban algo que ya habian solucionado, por ejemplo, en el problema 2 se hace referencia al rectangulo
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con mayor area y algunos participantes, entendian que se debian acercar a un cuadrado, entonces ya se
habian enfrentado a una situacién similar. Otra estrategia es avanzar directamente a la solucion del
problema y mostrar sélo |a respuesta sin dejar en evidencia su razonamiento, como si y para él fuera algo
conocido, lo que permite suponer que el estudiante ha recurrido al conocimiento previo y desde ahi puede

dar o exhibir inicamente la solucion.

SOLUCION
CFX GO i ‘
3*8:64 g 56N AN’I‘SIH{’,S pox
by 6=36.... ST T8
3X6:4_g~
= 6w
4% i
S
0
I_i
o
Zim
e PR
e g
o Lle quored Cem

Figura 5-3 Algunos ejemplos de la estrategia experiencia previa

Realizar una lista y comprobar (4). En esta categoria se incluyen los estudiantes que comprueban la
solucién que encuentran. También el estudiante que decide comprobar algunos casos para avanzar hacia
la solucién o listan todos los casos de ser necesario, para encontrar la regularidad que se esta buscando

y asi avanzar hacia la solucién. Sin embargo, debe enfatizarse en que esta lista de casos por revisar se
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realiza con un criterio definido, es decir, no es una comprobacion aleatoria, sino que esta determinada

por las condiciones del problema.
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Figura 5-4 Algunos ejemplos de la estrategia realizar una lista y comprobar

Buscar un patrén de comportamiento o una regularidad (5) Al interior de esta categoria algunos
estudiantes se dejan guiar por su intuicién hacia algun tipo de patron o regularidad. Esta categoria es muy
cercana a la categoria anterior porque el estudiante realiza pruebas de diferentes casos, pero su
intencionalidad esta en encontrar regularidades, patrones de comportamiento y para ello, puede requerir

escribir todos los casos, dividir el problema en momentos o etapas. Luego dentro de esos momentos
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escribir, listar y explorar detalles que le permitan establecer regularidades comparadas con las

condiciones del problema y de esta forma avanzar hacia la solucion.
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Figura 5-5 Algunos ejemplos de la estrategia buscar un patron de comportamiento

Trabajar hacia atras (6) en este caso los estudiantes comprueban sus soluciones o miran hacia atras
para comprobar. Otros participantes explican y presentan sus soluciones de una forma creativa que les
permite revisar el procedimiento realizado. Particularmente en el problema 6 los participantes leen el
problema y van caminando hacia atras por medio de graficas u operaciones matematicas, en la bisqueda

de ese punto inicial que les permite dar la solucion.
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Figura 5-6 Algunos ejemplos de la estrategia mirar hacia atras.

Analisis estadistico de los datos

utilizan la misma cantidad de estrategias?

pensamiento matematico.

Entonces, el primer analisis que se realiza consiste en responder a la pregunta ;Todos los estudiantes

La respuesta es no, porque los estudiantes con mejor puntaje en la prueba logran utilizar mayor
cantidad de estrategias. Esto es muy importante, porque a la cantidad de estrategias que el estudiante

logra poner en evidencia al solucionar problemas se puede definir como un indicador del desarrollo del

Para responder esta pregunta se utiliza una tabla de doble entrada en la que se clasifican los 57
estudiantes en tres niveles (superior-alto, superior-medio, superior-bajo) cada uno con 19 estudiantes vs

las 21 estrategias encontradas. Al realizar la prueba de dependencia se obtiene un p=0,0003, con 40
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grados de libertad, y una significancia del 0,05, lo que permite determinar que el grupo en el que se

clasificé el estudiante depende del nimero de estrategias que logra utilizar.

¢ Se utilizan las mismas estrategias en todos los problemas? la respuesta es no, el tipo de estrategia
depende del problema al que el participante se enfrenta. Con relacidn a las estrategias, se observa
que no todas se utilizan con la misma frecuencia, ni tampoco son utilizadas por los participantes para
resolver las mismas situaciones. Para responder esta pregunta se realiza una prueba de independencia
estadistica en la tabla de doble entrada que cruza las 21 estrategias utilizadas y los 10 problemas
solucionados por los estudiantes. Por medio de una prueba Chi cuadrado (126 grados de libertad, Valor
critico de 153.6 y el estadistico de la prueba igual a 602.53) se determina que existe dependencia
estadistica entre las estrategias utilizadas por los estudiantes y cada uno de los problemas
propuestos. Esta conclusion estadistica, es importante y en cierta medida esperada, porque el tipo de

problema dirige la atencion de los estudiantes hacia las diferentes estrategias.

Pero ¢cudles son las estrategias que se utilizan de una manera especial o priorizada por aquellos

estudiantes que tienen un mayor desarrollo del pensamiento matematico?

Para dar una posible respuesta a esta pregunta, se realiza una matriz (21x57) en la que se registra el
numero de veces que la estrategia fue utilizada. Sobre la matriz se determina la proporcién de uso de las
estrategias y por medio de una técnica utilizada en la teoria clésica del item al tener en cuenta la diferencia
entre el subgrupo de estudiantes que mas utilizaron las estrategias y el subgrupo de estudiantes que
menos reportaron uso de estas, loque permite establecer un referente de discriminacion, tal cémo se

presenta en la tabla 5-3.

Tabla 5-3 Estrategias proporcion de uso y discriminante

Estrategia Proporcion de uso | Discriminante

Realizar una grafica y observar 1,000 0,793
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Comunicar y/o Explicar la solucion 0,565 1,000

Presentar Solucion Especial/Diferente 0,536 0,931
Utilizar una estrategia aritmética 0,536 0,586
Probar casos con un criterio definido 0,536 0,448
Escribir y explorar algunos casos 0,493 0,690
Escribir todos los casos 0,478 0,310
Utilizar una estrategia Grafica y/o Aritmética 0,435 0,552
Buscar un patron de comportamiento G 0,420 0,517
Establecer condiciones desde el problema 0,420 0,517
Realizar alguna agrupacion antes de sumar 0,348 0,138
Mostrar sélo la respuesta / Solucion 0,304 0,310
Dividir el problema en momentos 0,275 0,379
Utilizar un proceso inverso, ir hacia atras para 0,261 0,345
obtener la solucion

Comprobar varios casos 0,217 0,379
Comprobar la solucién encontrada 0,101 0,241
Utilizar un algoritmo conocido como la Suma normal 0,087 -0,138
Probar Todos los casos 0,072 0,034
Buscar en la experiencia previa (un cuadrado) 0,058 0,069
Utilizar la suma de nimeros enteros como estrategia 0,029 0,069
Realizar una suma abreviada utilizando alguna 0,014 0,034
formula

La proporcion de uso esta ligada a la cantidad de estrategias que fueron utilizadas por los diferentes
estudiantes, entonces, realizar una grafica y observar e€s una estrategia que se utiliza con bastante
frecuencia. Por ejemplo, las estrategias: Buscar en la experiencia previa (un cuadrado), Utilizar la suma
de numeros enteros como estrategia, Realizar una suma abreviada utilizando alguna formula. fueron muy
poco utilizadas y no pueden considerarse como un criterio para discriminar a los estudiantes con mejores
recursos. Sin embargo, hay otras estrategias con baja proporcion de uso, Utilizar una estrategia Graéfica

y/o Aritmética, Buscar un patron de comportamiento y Establecer condiciones desde el problema que son
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estrategia utilizadas menos del 50% de las veces, es decir, en menor proporcion, pero que discriminan

en cierta medida a los estudiantes.

Por Ultimo, las estrategias que mejor discriminan a los estudiante resultan ser: Comunicar y/o Explicar la
solucion, Presentar Solucion Especial/Diferente, Realizar una grafica y observar, y Escribir y explorar
algunos casos, y que segun el discriminante, son estrategias utilizadas principalmente por los estudiantes
que tienen un amplio desarrollo del pensamiento matematico, medido en términos de la cantidad de
estrategias que disponen como recursos a la hora de enfrentarse a diferentes problemas y que pueden

ser tenidas en cuenta a la hora de comparar estudiantes al solucionar problemas de este tipo.

Después de agrupar en categorias, ¢El numero medio de estrategias utilizadas por los estudiantes en
cada categoria es el mismo? Antes de avanzar, se verifica si las categorias luego de la agrupacion de las
estrategias en cinco categorias tienen una distribucion normal. Entonces, se realiza una prueba de
normalidad con los datos obtenidos sobre la cantidad de estrategias realizadas por los estudiantes en la
prueba presentada. Al realizar la prueba de normalidad con Kolmogdrov-Smirnov, se obtiene una

significancia de 0.00 para todos los grupos.

Tabla 5-4 prueba de normalidad de los datos obtenidos.

Kolmogorov-Smirnov
TIPO ESTRATEGIA

Estadistico gl Sig.
Utilizar una estrategia aritmética 231 57 ,000
Realizar una grafica o recurrir a la visualizacion 75 57 ,000
Recurrir a la experiencia previa o buscar algin algoritmo ,399 57 ,000
conocido
Realizar una lista y comprobar 279 57 ,000
Buscar un patrén de comportamiento o una regularidad ,163 57 ,001
Trabajar hacia atras 237 57 ,000
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Los resultados comprueban que los datos no se distribuyen en aproximacién a la distribucion normal y
para realizar pruebas estadisticas se debe utilizar pruebas no paramétricas. Entonces, en
correspondencia al resultado de la prueba anterior, se realiza una prueba Kruskal-Wallis en la que se
obtiene (p=0.0000) que las muestras independientes presentan medianas diferentes. Esto permite
interpretar que la cantidad mediana de las estrategias utilizadas es mucho mayor en los estudiantes que
obtuvieron un mejor puesto en la Prueba Final. Es decir, las estrategias se utilizan en diferentes
proporciones que no corresponden a una eleccion aleatoria sino intencionada o condicionada, segun se
ha determinado, por al menos tres aspectos: (i) el problema que pretenden solucionar; (i) el repertorio de
estrategias disponible para ser utilizado por el estudiante; y (iii) la creatividad para utilizar estrategias en

diferentes escenarios 0 generar nuevas opciones de estrategias de solucion.

Entonces, se confirma la hipétesis de que la cantidad de estrategias es un indicador del desarrollo del
pensamiento matematico y, por lo tanto, entre mas estrategias logra poner en evidencia un estudiante a

la hora de solucionar problemas, su nivel de desarrollo del pensamiento matematico es mayor.
5.1.1. ¢;Desde la teoria de las competencias que se puede observar?

Lo primero que se realiza es un cruce entre las diferentes estrategias utilizadas por los estudiantes y las
competencias propuestas en los resultados del proyecto KOM; para ello se realiza una lista de chequeo
teniendo como base el centro de la definicion de cada su competencia. Por ejemplo, el pensamiento
matematico segin Mogens Niss, se refiere a la capacidad de realizar preguntas y visualizar las posibles

respuestas que pueden obtenerse.

El razonamiento matematico pone su centro de atencion en las acciones para argumentar y justificar. La
modelacion matematica hace referencia al uso de la matematica y la resolucion de problemas tiene como
propdsito responder las preguntas haciendo uso de conocimientos matematicos. Por otra parte, la
representacion y los simbolos estan ligados al uso del lenguaje, mientras que la comunicacién hace
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referencia a la forma como se comunican las soluciones, Por ultimo, las ayudas y herramientas refieren
a la capacidad de utilizar diversas técnicas y diversos instrumentos dentro de la actividad matematica. Se
puede observar en el conjunto de estrategias como los estudiantes se acercan a las ocho competencias
planteadas en el proyecto. En la siguiente figura se realiza una lista de chequeo en la que se coloca el

valor de X si en la evidencia obtenida se puede apreciar algun episodio que relacione estos dos mundos.

Pensamiento. Por definicién queda involucrado en el pensamiento matematico aquellas preguntas y la
estimacion de posibles respuestas realizadas por los estudiantes; entonces cuando un estudiante utiliza
las estrategias: Realizar una gréfica o recurrir a la visualizacion, Realizar una lista y comprobar, Buscar
un patron de comportamiento-una reqularidad o Trabajar hacia atras el estudiante continuamente se

pregunta y realiza estimaciones con relacion al problema.

Razonamiento. Segun el autor el razonamiento tiene que ver con la intencion de justificar o argumentar.
Entonces cuando el estudiante comunica su respuesta de una forma estructurada presentando los pasos
que ha realizado para obtener la solucién o cuando explica su respuesta como si dialogara con la pregunta

del problema.

Modelado. Para la teoria en competencias la modelacion tiene que ver con el uso de la matematica
escolar. Por ejemplo, cuando el estudiante utiliza algun tipo de algoritmo para sumar, cuando busca un
patrén de comportamiento, realiza una solucién diferente, utiliza formulas que ha aprendido o de una

manera creativa se acerca a la solucion del problema.

Resolucién de problemas. Segun la teoria de competencias, corresponde a la activacion de las estrategias
para solucionar el problema. Es una competencia muy cercana a la modelacion y entre las dos permiten
dar respuesta a los problemas. Se observan diferentes estrategias realizadas por los estudiantes: obtener

la solucion explorando algunos casos utilizando algoritmos, encontrando algun patrén de comportamiento,
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realizando una grafica del problema que le han propuesto y sobre todo poniendo a prueba su ingenio a la

hora de proponer una la solucién.
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Tabla 5-5 Estrategias Vs Competencias Activaciones simultaneas Elaboracion propia
Conjeturar-revisar | Comvencer- Ao erdar

Resolucion de

Pensamiento Razonamiento Modelamiento
problemas
PREGUNTAR EVALUAR RESPCHDER
LIso de Iz matematica
Realzar preguntas y Gentro enlajustiicacion responder a dichas Activar diferentes
"wisualzar posibles | preguntas eny por estrategias de
Argumentar ) -
respuestas medio de las 50lucion
mate maticas
ESTRATEGIAS

1|0 Realizar una graficay obsenvar Gr=58 X

2|0 Probar casos con el criterio definido por el problema Gr=36 k4

3o Utilizar una estratenia artmética Gr=37 X X

4|0 Escribir todos los casos Gr=33 X

o Escribiry explorar algunos casos para entender Gr=33 £

G|o Realizar alguna agrupacion artes de sumarGr=24 X X

Tlo Buscar un patron de comportamiento Gr=29 X X

8o Escribir una Solucion Especial Df erente Gr=36 X

Ao Establecer condiciones desde ef problema Gr=28 X
10]o Utilizar una estrateqia Grafica-Aritmética Gr=28 X
110 Utilizar un procesoinverso, ir hacia atrds para obtener 1a solucion g X X
12]o Mostrar sdlo la respuesta ! SolucionGr=20 X
13|0 Comunicar o Explicar la solucion Gr=39 X

14|o Dividir el problema en momentos Gr=19 X

15[o Comprobar algunos casos del patron de comportamiento Gr=15 ke

16]a Comprobar la solucion encontrada Gr=7 X

17]o Uilizar un algoritmo conocido coma la Suma normal Gr=g X X
18]o Probar Todos los casos Gr=5 X X
19]o Buscar en la experiencia previa [ejm un cuadrado] Gr=4 X X
20]o Uitilizar |a suma de ndmeras enteros como estrategia Gr=2 X

Especialzar

Generalizar

Representacion

Cominncar

21]o Fealizar una suma abreviada utizando aliuna firmula Gr=1 X

Simbolos y formalismo

Comunicacion

Ayudas y
Herramientas

LENGUAJE

COMUNICACION

Ser capaz de dominar
diferentes
representaciones de
entidades, fendmenos
¥ Situaciones
matematicas

Ser capaz de dominar |as
representaciones
simbdlicas y fomulas
especiales de las
matematicas.

SEr rapaz de
COMmunicar en, cony
sobre las
mateméticas.

HERRAMENTAS

Ser capa de utilizary
relacionarse con las
diversas ayudas
tecnicas para la
actividad matematica

o Realizar una graficay observar Gr=g8

1

o Probar casos con el criterio definido par el problema Gr=36

o Utilizar una estrategia artmética Gr=37

£

o Escribirtodos los casos Gr=33

o Escribiry explorar alqunos casos para entender Gr=33

o Realizar alguna agrupacion antes de sumarGr=24

o Buscar un patrin de comportamiento Gr=29

e et B (= T P

o Escribir una Solucion Especial Df erente Gr=36

o Establecer condiciones desde el problema Gr=28

o Utilizar una estrateqia Grafica-Aritmética Gr=28

o Utilizar un procesoinverso, ir hacia atras [ara obtener 1a solucion Gr=18

o Mostrar 50l0 |a respuesta / Solucion Gr=20

o Comunicar o Explicar la solucion Gr=39

o Dividir el problema en momentos Gr=19

o Comprobar algunos casos del patran de comportamienta Gr=15

o Comprobar la solucion encontrada Gr=7

o Utilizar un algoritma conocido coma 1a Suma normal Gr=§

o Probar Todos los casos Gr=a

o Buscar en la experiencia previa [gjm un cuadrado) Gr=4

o Utilizar |3 suma de numeros enteros como entrat egia Gr=2

o Pealizar una suma abreviada utizando alguna farmula Gr=1
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Estas primeras cuatro competencias son muy relacionadas con el trabajo que se realiza en competiciones,
sin embargo, si dejamos en el centro la competencia de resolucién de problemas podemos pensar que
ella se va enriqueciendo en la medida en que el estudiante se enfrenta a diversas situaciones, entonces

cambiara el grado de cobertura el radio de accidn y el nivel técnico que tiene esta competencia.

Las competencias relacionadas con el lenguaje son la competencia de representacion y la competencia
de simbolos y formalismo, estas dos competencias permiten al estudiante representar con el propdsito
de luego comunicar sus soluciones, pero no solo de una forma verbal de manera que puede utilizar
diferentes representaciones o simbolos a fin de dar a entender sus ideas. Se puede decir que las primeras
dos competencias son facilmente observables en todas las soluciones, es decir, los estudiantes utilizan
diversas representaciones como apoyo para avanzar en sus soluciones. Sin embargo, comunicar las
soluciones de una manera acertada se entiende como una estrategia destacada en este proceso y aunque
los estudiantes participantes de la prueba son muy buenos en matematicas, no necesariamente expresan
de una forma explicita la solucion que han encontrado. Esto posiblemente sea porque consideran que no
es necesario y que basta con el procedimiento que hayan presentado para que su soluciéon quede
totalmente explicita. Sin embargo, un pequefio grupo de estudiantes que tienen un nivel matematico mas
desarrollado, en relacién con sus otros compafieros, porque logran poner algunos de sus problemas en

palabras y expresar su solucion de manera sencilla.

Por ultimo, la competencia de herramientas y ayudas, en este caso y para el nivel de los problemas se
ve un poco opacada, es decir, el estudiante utiliza lo que tiene en el momento. Sin embargo, en otro tipo
de problemas méas avanzados puede adquirir mayor relevancia el uso o la activacion de esta competencia.

Entonces todas las competencias parecen estar activas en el proceso de solucionar problemas.

Al realizar la revision, todas las competencias del grupo KOM se activan, aunque unas con mayor

frecuencia o intensidad, lo cual indica que las preguntas tipo olimpiadas, teniendo como indicador las
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estrategias utilizadas por los estudiantes, permiten realizar seguimiento a la activacion de las

competencias propuestas por Niss y sus colaboradores.

Sin embargo, si se tiene como referente las tres dimensiones “grado de cobertura”, el “radio de accion” y
el “nivel técnico” se puede afirmar que: grado de cobertura de estos estudiantes es amplio, porque se
observan 21 estrategias utilizadas por los estudiantes. En el radio de accion, se superan los temas
curriculares, porque los problemas relacionan con diferentes areas de la matematica, como aritmética,
geometria, légica, conteo y teoria de nimeros. Y el nivel técnico, no esta limitado al curriculo escolar,
porque los estudiantes utilizan diferentes representaciones, algoritmos y féormulas matematicas, que

pueden ser originales, ingeniosos y creativos.

Para verificar como funciona el sistema de actividades, el primer paso es proponerlo a estudiantes que
estén relacionados con problemas de olimpiadas, tal es el caso de los estudiantes que estan en
entrenamiento y que han superado evaluaciones de primer nivel. Los resultados permitiran verificar como
funcionan los dos tipos de problema: los problemas tipo Pisa versus los problemas tipo Olimpiada. A

continuacion, se presentan los resultados obtenidos.
5.2.Resultados actividad con estudiantes de entrenamiento
Se realizan dos actividades con los estudiantes que se encuentran en entrenamiento.

El objetivo es aplicar las actividades en un escenario ideal, en el sentido que son estudiantes que tienen
muy buena formacién matematica y no es necesario motivarlos en ese sentido. Los resultados de estas
actividades permiten realizar correcciones en la planeacion de las actividades con los estudiantes de aula

regular.
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La estructura de estas actividades es la descrita en el Capitulo 4: un reto naranja y uno azul, cada uno

con tres preguntas o problemas segun el tipo de reto (PISA u Olimpiada) tal como se muestra en la Figura

1-7y la Figura 1-8.
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’ Empresa Nimere de dizpoaitvo: de sudio Porcemtaje de
Coreen dr eray proguminy qus estin solaciomades o o miswes Gons. fabricados al dia. para revizidn.
EMFW 0 Ei
Laewgpeess EMPW fabrica un dispositive sheotdmics de video y otre de audic. Al final de cada SRLH HH i
dia se have el coovmrol de calidad, a continuacidn, se presenta wa isbla que resume she coniral al
fizal del dia: Fmpresa Fimero de disposifives de 1ider | Peoceataje ds dispositivo: |
fabricados al dia. para revisidn.
Tipe de dpositivo Numere de dispocitvos Forceataje de dEpositivos | W EET] £
- Hnninm-lrh pard reviside SRTH T T
M Eseribe bos cdlealns utlizados para justiliear la respasesta,
Vies [ D
A continuncion se | tan tres afin sohre |a produceice diaria de la EMPW

0wl de las dos empresas efectia el total de reparackmes mabs bajo de dispositives defecuosos?
Eseribe bos cdleulos o argunsentos utilizades para justificar la respuesta

Comsta de fres pragamers que A exedn ralaciomedes @ un mismes consoms.

Se quiere colorear cada segmessn unizanio con ¢l color nyo, \. verdn
verde 0 anal. Cada mangulo debe tener un lade de cada color.
Cumpliendo b comdicida [ Qué color o colores se puede usar
para &l segmento marcado com la «? Esoribe b argemnentos
tilizadon para justificar la respuesta

Encuesta (Parte 3)
Si tuviera la posibilidad de que elegir entre los dos retos

x

||.lu| il

Prefiero solo Laos dos tipas me Prefiero zolo
actividades del Reto gustan actividades del Reto
naranja azul
Porgue: Pargque: Pargue:

Figura 5-7 Actividad 1 Aplicada a estudiantes en entrenamiento.
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La Actividad 1 tiene un reto naranja que requiere de los estudiantes un buen manejo de los porcentajes,
la regla de tres simple y relaciones de proporcionalidad directa. Ademas, requiere que el estudiante
interprete la informacidn proporcionada en tablas que establecen el contexto del problema, y asi realizar

la comparacion de los valores de produccion entre dos fabricas de articulos electronicos.

Lﬂ ctividad 2‘ [ = ]

Marcos quiere momntar su propio monopann ;Cudl es el precio mizimo de los monopatines
mumdmpmmmmmhnzndaycu]elpmtlnmmmo?
{3} precic maximo: . .. Zeds
INSTRUCCIONES GENERALES (b} Precio Mmiima: .. .......o.cooee.oo.... TR
Emmmbﬂmme{m&:m&mwb&as&cmﬂanﬂnmmmma Emibehsopﬂmmunargummmsuhlmdmpamjmﬁtarlamspum
ewm 2 retos diferentes, por esta razin, es Mecesario que escriba de fovma detallad:
como obtnvo la solucion. 1 muestre ¢f proceso gue siguio para obiensria
Puede loer ¥ solucionar la prueba en difersure ordern R de quE, aurgue & proposito e
responder la mayor cantidad de retos posible, ex ruy importoue gue diligencie e5n
documento con ranguilidady honestidad sin la presion usual de wng evalugrion.
Al finalizsr cads reto svize 3l profesor para diligencisr una breve encuesta sobre l: Marcos tiene 120 zeds para gastar v &l monoj mmﬂcmumlepnedx_(:nmm
percepcion del reto. dinero puede gastar Marcos en cada uwno de los 4 comp 7 Escribe tu tablz
Gracias por zu disposicidn v wabajo de wabajo.

Codigo del estudiante

!
%

Componante Cantdad (zeds)
Tabla
Ruedas

RETOMARMIA, _ o o e

Piezas parn ersamiiar
~

Consta de ras preguntay gus astin relocionadas o un mismo contaxts.

Marces es un gran fan del monopetin. Entra 2 una tienda denominada PATINADORES par:
mirar zlgunes precios. En esta tienda puedes comprar un monopatin completo. Pero tambiér
puades comprar una tabla, un juego de ruedss, um juego de 2 ejes v un conjunto de piezas par:
ensamblar los tres camp =Y t propio & Los precios de Lo iMarcos deberiz camprar el monopatin campleto o armarls & mismo? Excribe Loz ciloulos o

§
E_
R
1
E
3
B

productos de 1z tiends son: argumentos utilizados para justificar la respuesta.
Products
wn recs
Monopatin wmsiete 2abe
Tatas o o {
Un juege de cuatro rusdas | 14038 Consta de tres preg gue NO estdn relocionadas a ur mitmo conrexts.
o e e e s ¢ _
U jusgo de [azas par
v e 19s20 Loz simbolos ‘.". Tepresentan ires digitos. 5i se suman los digitos del nimero de
wenilion y luarad) ’

tres dizitos oNe se obtiene como resultado el nimero de des digitos -‘.

Ademas, =i 22 suman los digitos del nimero -Aseollimealmﬁmemdemdigﬂn .
Puaden ser dos de los digitos ignalesT Y ;Cusl digito le corresponde al simbalo .?
A4 B. 5 C.6 D7 E®

Escribe los calenlos o areumentos utilizados vara mstificar 1a resouesta.

Comprusbe que utilizando cuatro rectangulos igusles de perimetro 32 centimetros se
puede formar un cuadrado con un hueco en el centro. Demuestre que el penimetro del
cuadrado exteror formado es siempre <l mismo.

El cubo gque se muesira esta formado por 64 cubitos
Exactamente unc de ellos es gris como lo mmestra el
dizgrama. E1 primer dia, el cubito gris convierts 2 todos sus

wecinos en cubitos grises (dos cubites son vecines si tenen - . F—
uma cara an fim). Els do dia, todos los cubitos gri Ezcribe lox calculos o argumentos utilizados para justificar 1a respuaesta
hacen lo mismo. ;Cuintos cubitos grises hay al final del
cemmdo dig? Encussta (Parie 3)
Escribe los cilculos o argamentos utilizados pars justificar Si tuviera la posibilidad de que elegir entre los dos retos
1z respuesta.
uclas Los dos pos me
dal fiato nerards gustan actividades del Reto
azul
FPorgue: FPorgue: Porgue:

Figura 5-8 Actividad 2 Aplicada con estudiantes en entrenamiento.
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El reto azul tiene tres preguntas, la primera hace referencia a un problema que se soluciona con aritmética
sencilla, pero requiere comparar casos. El segundo, requiere del estudiante ingenio para lograr determinar
el niumero de naranjas total después de haber realizado un reparto en el que sobran naranjas y se propone

uno nuevo en el que no queda resto.

El tercer problema, referencia la coloracién de una figura cumpliendo las condiciones, pero, aunque el

problema no lo manifiesta explicitamente, se debe verificar si se puede establecer mas de una solucion.

La segunda actividad tiene en el reto naranja tres preguntas en las que el estudiante requiere unicamente
realizar operaciones de sumas y restas, pero tiene que hacer comparaciones entre diferentes valores y

tomar decisiones.

El reto azul. El primer punto también es numérico, pero requiere que el estudiante tenga clara la propiedad
modulativa y comprenda las condiciones del problema. El segundo problema es geométrico y refiere a
una figura en tres dimensiones, pero no requiere conocimientos especializados sino solo poner en
evidencia la visualizacion espacial. El tercer punto también es geométrico, pero cambia en que su
enunciado es textual y requiere de los estudiantes la interpretacion de la informacion y su posterior analisis

para entender cual es el patrdn regular en este problema, y asi determinar la solucion.

5.2.1. Resultados de las Actividades aplicadas a los estudiantes en entrenamiento para

olimpiadas

Como criterio de revision se presentan las estrategias encontradas en cada una de las actividades. En
primer lugar, la Actividad 1 reporta el uso de 5 estrategias en el reto Naranja y 8 estrategias en el reto

Azul como se presenta en la Tabla 1-6.
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Tabla 5-6 Imagenes de Comparacion Estrategias utilizadas en los dos retos de la Actividad 1.

ESTRATEGIAS RETO NARANJA
35

30
25
20
15

10

ARGUMENTO ARITMETICA COMPARACION Gr=39 DIFERENCIA REVISION DE CASOS
PROBABILISTICO Gr=3 PORCENTAJES MARGINALY Gr=25
OPERACIONES CONJUNTA Gr=1
BASICAS Gr=40

P1 NARANJA P2 NARANJA P3 NARANJA
Gr=16 Gr=15 Gr=16

ESTRATEGIAS RETO AZUL

2

INTUICION Gr=1 ARITMETICA COMPARACION ECUACION Gr=7 METODO DEL PATRON DE REVISION DE CASOS  TRABAJO HACIA

PORCENTAJES Gr=39 EMPAREDADO Gr=8 COMPORTAMIENTO Gr=25 ATRAS Gr=5
OPERACIONES Gr=16
BASICAS Gr=40

mP1AZUL P2 AZUL P3 AZUL
Gr=15 Gr=P2 17 Gr=14

En la primera actividad se puede observar cémo las preguntas del reto naranja estan encaminadas al uso

de algunas estrategias en particular, principalmente el uso de la aritmética y la comparacion.
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Tabla 5-7 Comparacion Estrategias utilizadas en los dos retos de la Actividad 2.

EXPLICACION
Gr=24

ARGUMENTO -

ESTATEGIAS RETO NARANJA

ARITMETICA PORCENTAIES COMPARACION EMPAREDADO GRAFICA-REPRESENTACION PATRON DE REVISION DE CASOS TRABAIO HACIA ATRAS
OPERACION BASICAS Gr=18 Gr=2 Gr=19 COMPORTAMIENTO Gr=45 Gr=5
Gr=12

Gr=33

PINGr=13 ®PZNGr=13 ®F3-NGr-13

ARGUMENTO /
EXPLICACION Gr=24

ESTRATEGIAS RETO AZUL

INTUICION VISULAIZACION ARITMETICA PORCENTAJES COMPARACION ECUACION-PREALGEBRA  GRAFICA-REPRESENTACION PATRON DE REVISION DE CASOS
Gr=2 Gr=4 OPERACION BASICAS Gr=18 Gr=5 DE APOYO COMPORTAMIENTO Gr=45
Gr=33 Gr=19 Gr=12
mPLA P2-A mpA
Gr=13 Gr=13 Gr=13

Al confrontar los resultados con el reto Azul, se puede apreciar que hay un desarrollo del pensamiento

matematico mas amplio, medido en términos del nimero de estrategias utilizadas. Por su parte, en la
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Actividad 2 en el reto naranja se activan 8 estrategias, mientras que en el reto azul se activan 9

estrategias. Al parecer, el desarrollo del pensamiento matematico es similar en los dos retos.
¢ Qué se observa desde la teoria de las competencias?

Principalmente se activan las competencias que se relacionan con la habilidad de preguntar y responder
de y por medio de las matematicas y del conjunto de estrategias observadas, se puede atribuir que
corresponden en mayor medida a alguna de las competencias de este grupo. Asi el uso de diferentes
estrategias es indicador de que se activa la competencia de solucién de problemas, cuando se utiliza la
matematica se activa la modelacion, y si el estudiante se cuestiona frente a los problemas que se le
presentan y elabora posibles respuestas al respecto, la competencia del pensamiento matematico esta

presente. Finalmente, cuando se elabora una justificacién se avanza en el razonamiento matematico.

Por otra parte, puede observarse que para la Actividad 1, el grado de cobertura de la competencia de
solucion de problemas, medido en relacidn con el nimero de estrategias que se activan, es mayor en el

reto azul que en el reto naranja, mientras que en la Actividad 2, es muy similar.

En las dos actividades el radio de accion se observa con relacién a los diferentes dominios que se utilizan
para solucionar los problemas; los retos naranjas estan mas enfocados al dominio de la aritmética y temas
especificos de la matematica escolar, mientras que los retos azules pueden extenderse al campo de la

geometria, la teoria de numeros y la logica.

En las dos actividades los estudiantes pueden demostrar un alto dominio técnico de la teoria matematica,
es decir, dar cuenta del nivel técnico de la competencia, ya sean en la intencion de especializar—
generalizar, en la aplicacion de teoremas o propiedades o en los cambios de representacion. Sin
embargo, por la naturaleza de los retos de color azul, son estos los que ofrecen mayor amplitud y

posibilidades creativas.
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En este analisis, se presenta que el enlace son las estrategias utilizadas. Sin embargo, al igual que el
andlisis realizado con los estudiantes de la prueba final, ;Seran todas las estrategias consideradas
igualmente relevantes? O ;Algunas son utilizadas por algunos estudiantes en particular? Para dar
respuesta a estas preguntas se utiliza un indice que nos permita discriminar a los estudiantes, de forma

analoga a lo que se realiza con las preguntas en una evaluacion desde la teoria clasica del item.

Tabla 5-8 Proporcidn de uso y discriminante

Estrategia Discri;ninant Prgz:r:(i)én
Usar aritmética porcentajes operaciones hasicas 0,398 1,000
Revisar casos con criterio 0,994 0,947
Comparar 0,398 0,763
Buscar un patrén de comportamiento 0,278 0,382
Escribir un Argumento - Adicional 0,517 0,329
Graficar o usar representaciones de apoyo 0,398 0,289
Utilizar Ecuacion - pre algebra 0,040 0,171
Realizar el “Emparedado” 0,000 0,132
Trabajar hacia atras 0,080 0,132
Visualizar 0,119 0,066
Emplear la Intuicion -0,040 0,039
Utilizar la probabilidad 0,040 0,039
Utilizar la diferencia marginal y parcial conjunta 0,040 0,013

En la Tabla 5-8 se presenta el conjunto de estrategias organizado de forma descendente segun la
proporcion de uso que los estudiantes dieron a la estrategia y se resaltan aquellas estrategias que tiene

un indice de discriminacion superior al 0.39.

Entonces el conjunto de estrategias relevantes utilizadas por los estudiantes es: utilizar la aritmética
porcentajes u operaciones basicas, revisar casos, comparar, buscar un patron de comportamiento,

escribir un argumento — adicional, graficar o usar representaciones de apoyo.
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A continuacion, se presenta una breve descripcion de las estrategias representativas.
Usar aritmética porcentajes operaciones basicas

La estrategia mas utilizada por los estudiantes para dar solucion a las actividades 1y 2 es el uso de
operaciones aritméticas, el calculo de porcentajes, sumas restas, entre otras como se muestra en la Tabla

1-9.

Tabla 5-9 Ejemplos del uso de la aritmética porcentajes operaciones basicas

Eacribe tos caleutos par Justificar a respuosa.

‘:‘i?:b 5 Avavo (Ao ] zooo/ ]| Eib e fivos de video
coeo - 2% 2o — S.  Nidof Goabi | / _,/'L;‘";Z(,,,“/,,( digpositives
2% =180 = 2000 _ 40 T i o lricad dioraak.

180 > 100 B s { = 7

Lo ofivmacicn &5 correcta e EMPLJ g0

DR A ¢ 20-2-"’;75? P ]

GO s B 2000 — 4. ég:o =% de 6005180 .sonide pactioses

2 __ = 40H0 % - 1060 - 220 \ S.E000 gy 150 %< divi ol

\oZ2 Cotre 6 O der
2ee < 280 Gooe:ico =160
(e afivivecion es tncomecta en SRTM ~ yep o o2
Escribe los célculos para justificar la respuesta- Escribe los céleulos o argumentos utilizados ustificar 1 =
video : 600Q "audio: lLOO e G000 20007 C fispositivog respuesta. para justificar la
Fabricados diarlamente =
6000 = 6. e 2 71'5 g; :}
‘8000 B A qlgo X {O .—; (&
\——* GO0 = 100=¢0 €0= como 27 salen defecluosos
Racemcs"” ecus:wso. 180  calen defectuosos, luego 4yi0 — — 40
lo “simplificamos. 190 ,GCOO 2 \l 201 A» o
06 == 700 =74 it
la pxcbabvhdad de sacar .uno. defecluoso es de 1—‘27;5 entonces TF= OC 444 - (6}
€5 de 27 como nes dice el enunciado y L= ﬁo_ 0.02 Ao
[ESEIIUE fu LA v memmmm e : -0 LavHLAUUS UL UG TTSTO én n uenda y cual el precio minimo?
o 1O = D[\ o+ A = o2 Ja (-i) precio miximo: .. 4} seds
(b) precio minimo: . . zeds
20+ 0L 5 830,
O+ ro =00 Li" - Escribe los cileulos o argumentos utilizados para justificar la respuesta
-0 b= .
2o+ O -0 Preco oG D BT T A FIG v 20 = LW
Jo +n-00- mithplo de 10 Precio wiw ma: 40.60 v 14 (g vo= B0 ©0
l4
g2 10
7.5 Escribe los calculos utilizados para justificar
\ 20 X
o X 420 Tokdd
26 ~ 16 o cdos et
oy P B =10 T Sl 3\&3 C'(’ )
2 -7T \ 0“
d e = 20 - (S
e

Ciore =20’ 35
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Particularmente, los retos naranjas estan muy enfocados hacia el uso de operaciones aritméticas. En los
retos azules el trabajo aritmético es importante en algunos de los problemas, aunque como un apoyo

intermedio para solucionarlos.
Revisar casos

Una de las estrategias mas potentes es la revision de casos utilizada con gran frecuencia en los dos tipos
de retos. No es una revision aleatoria, por el contrario, es realizada con criterio, y atendiendo a las
condiciones del problema. Los estudiantes utilizan la revision de casos para entender o para avanzar en
alguna hipétesis que ellos tienen sobre la solucién o condiciones de los problemas, en algunos casos, es

un paso intermedio cuando se quiere establecer un patrén de comportamiento.

Tabla 5-10 Ejemplos del uso de la revision de casos

ST e HUILMIUD ULLILLAUUD PaLG Juatiasye =

53 7‘,'/, an,
i verds s azol Poig e ge repe S
V(A,_,/r;, gernt z n tl'F 'Z""?oi + 6\06&‘ n

ek vm/ 3 -
Wo{-' Srfm—\ : 70»6/4‘7’6 ) 7 100 180 =250 '

iz e . .1 40'&'(}/7 = o420 = 300

Verse aa] 5"’6 G 7 ./-M \/'\/1 all Q/Q
/ '/rd nzd e, p) t |
o] I eakfiz

0 Yepanr ag o/;'gposl‘/‘ivoj‘

(a) precio maximo: .. 13, 7. ... zeds -
(b) precio minimo 20 zeds [recio. ( i :
Escribe los cilculos o argumentos utilizados para justil ;‘.‘"_I’A, s “’”}‘.: ‘!, 5 H
B i A AX ] Dosejes (mas baya? | 6 ;.,L,'D BB 6
b | 4o | & Prezos peramodtais | O
1 w4
|
>) k] I
O kg — T r7
{ ) = A
Zi40=10 \ Sl @ BIN=— 26t N ] »ﬂﬂl =t
4 LOviini e ==
o 0= cero
a0 ‘/‘_\ == Porgie Solo ta ASrmers meS Coro o5 ioval o 50
LOCbF 270 R
é?— = 7 .O+ D- a opn Nrer g termmaca O
=9 F 1y = =
PJ‘“‘JF\;) 7;77 S\;wiics:(o R Peie reenpplazqr Po, todks las opa=s
/ I = fireue
Jin o e SR T
\) = 2 o o — O
=2 2
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Buscar un patrén de comportamiento

Esta estrategia requiere cierto nivel de entrenamiento, es decir no todos los estudiantes logran observar
el patron de comportamiento y es muy importante, porque de esta manera, partiendo de las condiciones

del problema, se puede avanzar firmemente hacia la generalizacién de las propiedades lo que aporta

tanto a la solucion, como a la justificacion de esta.

Tabla 5-11 Ejemplos de uso de la busqueda de un patrén de comportamiento

v v
v 4 ’
i SIS V17
sl { ) | A
Y X Y ekt /i 1 o WA ,7’ e g
e v o Az \w°>° v 13"5‘& by
X es vevde s cen ™ AT =
¥ouw de C.Db“ vesde

P se 605 0 103 GHOS EAIC Y Gl O e COTESpOE 1 SMORI0. = R I——_——_
A4 B S C.6 D.7 @ |pam ? ca{ ';l()'l
F Escribe los calculos o argumentos utilizados para justificar la res a. (, <36 16 <?: :«: = 18\3
no . A O Sa=54<52% | = %o
L=2 O L=c a=0 106 B E

to= Exe:

2%_? cra=c; 6=% o) e Nle
’E>+Q oz H567CL =2 G <Q‘qu<|g;g(“: :j”u

I =
q+Q4+2 = 29 < o< o=t =

_ 99 =\

D=2+&@ c5 1q = 1‘1(00_?”4 ~ 15

p\»edw 2 =

S mpekdosy (=23

Escribir un Argumento - Adicional

Esta estrategia llamada argumento adicional hace referencia a aquellos estudiantes que escriben o
comunican los argumentos que complementan su solucién. No es una estrategia de trabajo frecuente,
porque muchos estudiantes consideran que basta con exhibir la solucién y todo esta explicado. Esta
estrategia le permite al estudiante hacer un recuento de su solucidn, es decir, realiza la mirada atras que

le permite reevaluar sus decisiones y reconectar el proceso de solucion.
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Tabla 5-12 Ejemplo del uso del argumento adicional

N7
Marcos deberi: : .
eberia comprar el monopatin completo o armarlo ¢l mismo? Escribe los calculos spucsta,

© argumen il justi
gumentos utilizados para Justificar la respuesta /i

tia Cep-
Mowo \\ v ' < >
patin ovw’:.dov a_é B4 Phmar o/.'»\;” [ n G ST eliterm s ales
Bor awman ! Goc s 13 Jad=s ¥ la Je aboss.
"MN‘"‘M Seqz/mh CATE

2 AY la e los  Jades de ot o annia
\ag c/? 25050 Je i<,§ Je om’;},ql N Unaaiar

Ten\ef(\c\o a0 cuen\a o el QC\Q\Q‘( el P‘ceC\O,MOKOO .
de loid- abay.,

deboe G COMpNG Y e\ m\qn\(n poe armar con las
cpeones del prec o més boo

Graficar o usar representaciones de apoyo

Realizar una grafica de apoyo es una de las estrategias que los estudiantes utilizan frecuentemente, sin
embargo, por las condiciones de los problemas, fue utilizada en mayor medida en el reto azul. Esta
estrategia esta relacionada a la visualizacion y los cambios de representacion, usadas como apoyo en el

proceso de solucion de los problemas.

Tabla 5-13 Graficar o usar representaciones de apoyo

Escribe los calculos o argumentos utilizados para justificar [:]:D__—Ll}/

la respuesta. Q
v

(A

y
)
o
5
>
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Por ultimo, la estrategia de Revisar casos permite discriminar muy bien a los participantes (D=0,994), sin
embargo, como es muy utilizada (P=0,947), no es un buen criterio para clasificar a los estudiantes que se
consideran con mayor desarrollo del pensamiento matematico. Por su parte, Escribir un Argumento -
Adicional tiene un buen indice de discriminacién (D=0.517) y su uso no es tan frecuente (P=0.329); lo
mismo ocurre con la estrategia Graficar o usar representaciones de apoyo que tiene un indice de
discriminacion aceptable (D=0,398) y su proporcion de uso es baja (P=0,289). Estas dos estrategias son
utilizadas por una menor proporcién de estudiantes, de quienes se puede suponer que presentan un

mayor desarrollo del pensamiento matematico al disponer de estrategias que sus compafieros no utilizan.
5.2.2. Resultados de percepcion sobre el tipo de reto

Ademas de pretender comparar las estrategias que se utilizan en cada uno de los retos, se quiere
preguntar a los estudiantes cuél es su percepcion animica y motivacional con relacion a estos. En la
Figura 1-10 se muestra las preguntas de la encuesta motivacional (parte 1 y parte 2), porque al interior
de la actividad se encuentra la parte 3, en forma de una pregunta abierta. A continuacion, se muestran

los resultados.
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Avances en lo il del Avances en i i del, i i
Encuesta El Reto Naranja (Parte 1) Encuesta El Reto Naranja (Parte 2)
Cddigo del estudiante Cédigo del estudiante
1. Enderre con _ circulo las palsbras que completen la frase: “Hl reto Marque con una X el nimero que corresponde a la valoracién que
Naranja es...” realiza del reto naranja.

Interesante  Entretenido Cuidadoso  Aburrido

Arriesgado Competitivo Prudente Reservado o o o o o oo o o o

Exigente Un_Desafio Amigable Poco_Arriesgado Mejeustalmuyjpoco glgustaimiicho
Divertido Retador Molesto Mecanico

2. Enderre con un circulo las palabras que completen la frase: “Al soludionar o o o o o °o oo o

smuy corto Es muy extenso
el reto Naranja me slento...”
Serio Analitico Persuasivo Optimista

Formal Desconfiado Extrovertido Confiado o o o o o oo oo o

& 4 3 Me h Me h h
Reservado Sociable Distante Amigable 05 U2 I K [ e hace pensar mucho

3. Encierre con un circulo las palabras que completen la frase: “El reto opaooooqdoooho
naranja permite que usted sea .." 4990 bartaa ot e S ibertag e
Independiente Creativo Disciplinado Dependiente

Autonomo  Arriesgado  Cauteloso ~ Seguro o o o o o oo o o o

5 2 & s Utilizo poco los contenidos Utilizo mucho los contenidos
Minucioso Libre Obediente Atado vistos en mis clases vistos en mis clases

toimm etk e w0 000000000

Mejora un poco mi comprensiéon Mejora mucho mi comprensidn
Dinamico Esponta'neo Metddico Calmado de las matemadticas de las matemadticas

Diferente Creativo Rutinario Tranquilo
Movedizo Impaciente Determinado Tolerante o o o o o oo o o o

Son poco importantes ¢2los relos Son muy importantes ¢s16s retos

Cambiante Paciente en la clase de matematicas en la clase de matematicas |
Avances e k del, Avences en la coracterizocién del nto matemdtico...
Encuesta El Reto Azul (Parte 1) Encuesta El Reto Azul (Parte 2)
g0 del e Cddigo del estudiante Marque con una x el nimero que
1. Endierre con un dirculo las palabras que completen la frase: “El reto Azul corresponde a la valoracion que realiza del reto naranja.
[ ]
Interesante  Entretenido Cuidadoso  Aburrido
Arriesgado Competitivo Prudente Reservado Me gusta muy poco Me gusta mucho
Exigente Un_Desafio Amigable Poco_Arriesgado
Divertido Retador Molesto Mecanico :
2. Encierre con un circulo las palabras que completen la frase: “Al solucionar Es muy corto Es muy extenso
el reto Azul me siento... *
Serio Analitico Persuasivo Optimista
Formal Desconfiado Extrovertido Confiado
Z % z Me hace pensar muy poco Me hace pensar mucho
Reservado Sociable Distante Amigable
3. Encierre con un circulo las palabras que completen la frase: “El reto Azl
P Puedo actuar con poca Puedo actuar con mucha
permite que usted sea... libertad libertad
Independiente Creativo Disciplinado Dependiente
Autonomo  Arriesgado  Cauteloso  Seguro
Minucioso Libre Obediente Atado Utilizo poco los contenidos Utilizo mucho los contenidos
vistos en mis clases vistos en mis clases
4. Encierre con un circulo las palabras que completen la frase: “Para
solucionar el reto Axul se requiere ser..”
Dindmico Espontdneo Metddico Calmado Mejora un poco mi comprensién Mejora mucho mi comprensién
z 3 p P g de las matematicas de las matematicas
Diferente Creativo Rutinario Tranquilo
Movedizo Impaciente Determinado Tolerante
Cambiante Paciente
Son poco importantes estos retos Son muy importantes estos retos
en la clase de matemdticas en la clase de mateméticas

Figura 5-9 formato de encuesta reto Naranja arriba reto Azul abajo
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Parte 1 de la encuesta

En el instrumento se le pide al estudiante hacer un circulo a las palabras que mejor completen la frase
que se les da. A continuacion, se presentan las graficas que resumen los resultados se las respuestas a

cada una de las frases.

| reto es ...

MTERESANTE
RETADOR
ENTRETENIDO

EXIGENTE
DIVERTIDO
UM DESAFIO
COMPETITIVD

I'I'I'H”I

AMIGABLE

RESERVADO —
POCO ARRIESGADO —
MECANICO
ARRIESGADO
DIVERTIDO
CUIDADOSO
RUTINARIO
PRUDENTE
WMIOLESTO
ABURRIDO

|IIII|Il

]
[

2 3 4 5 & 7 g 9 10

Mo RETO AZULEGr=60 Mo RETO NARAMIAEGr=61

Grafica 5-2 Frecuencia de las palabras que completan la Frase 1 de la encuesta

En general, para la mayoria de los estudiantes, el reto naranja puede resultar aburrido y poco arriesgado,
mecanico y solo para unos pocos divertido. Por su parte, el reto azul puede ser interesante, retador,

entretenido, exigente o divertido.
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Al solucionar el reto me siento...

CONFIADO | —
OPFTIMISTA e —

LTI | —

SERIO A=~

RESERVADO [ R

DS C O D O | —

SOCIABLE .

EXTROVERTIDD m—

AMIGABLE ——
PERSUASIYD — e—
FORMAL ——
0 1 2 3 4 5 5]

B o RETO AZULEGr=60 M c RETO NARANJAEGr=51

Gréfica 5-3 Frecuencia de las palabras que completan la Frase 2 de la encuesta

Los estudiantes manifiestan que al solucionar el reto azul se sienten analiticos, optimistas y confiados. Y
con el reto naranja, se sienten analiticos, serios y confiados. La diferencia mas marcada es que el reto

azul esta asociado a la palabra optimista.

El reto permite que sea...
CREATIVO e
LIBRE e esa.  a:
DISCIPLINADO | —
SEGLURO | e
inDEPENDIENTE |

MINICIOSO |
CAUTELOSO e —

AUTON OO | —
DEPENDIENTE i mm—

ATADO [ ]

ARRIESGADD

OBEDIENTE [—

o] 1 2 3 - 5 & 7 8 9

W o RETO AZULEGr=60 Mo RETO MARANIAEGr=51

Graéfica 5-4 Frecuencia de las palabras que completan la Frase 3 de la encuesta
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El reto naranja a la mayoria de los estudiantes les permite ser seguros, y a algunos, autonomos,

independientes y libres, pero, a ninguno les permitio ser arriesgados.

Por su parte el reto azul, permite a los estudiantes ser creativos, libres y disciplinados, pero a ninguno

obediente.

Para solucionar el reto se requiere ser...

CREATIVO e ———
DT R A D | e —

TRANOUILD

PACIENTE I —
ESPONTANED e

DINAMICO S —

CALMADD T

TOLERANTE ———

DIFERENTE —
-u_‘l,-IE—[']D co I ——
ABURRIDO —

0 1 2 3 4 5 £ 7 g )

Mo RETO AZULZGr=50 Mo RETO NARAMNIAERGr=61

Grafica 5-5 Frecuencia de las palabras que completan la Frase 4 de la encuesta

La creatividad, la determinacién, la tranquilidad y la paciencia son muy importantes en el reto azul, pero
no son importantes, lo rutinario, metddico ni lo aburrido. En el reto naranja se requiere ser metédico,

paciente, determinado, tranquilo, calmado y rutinario. No es importante ser tolerante ni diferente.
Parte 2 de la encuesta

Después de las preguntas asociadas a palabras, se utiliza un formato con preguntas tipo Likert. EI mayor
puntaje asociado es en promedio nueve y el menor cero. A continuacion, se presenta el resumen luego

de promediar los resultados.
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Pregunta en escala Likert reto azul vs reto naranja
(poco-mucho)

SON IMPORTANTES EN LAS CLASES |
MEIORA MI COMPRENSION L A, ———

UTILIZA CONTENIDOS DEL COLEGIO [
ACTUAR CON LIBERTAD e

ME HACE PEMSAR

EXTEMSION DEL RETO
ME GUSTA

BRETOAZUL MRETO MARAMNIA

Grafica 5-6 Promedio de las respuestas en escala Likert de la encuesta

Se toman los valores entre 0 a 3, como muy Poco y entre 6 a 9 como mucho. Entonces los estudiantes
consideran que el reto naranja mejora poco su comprension. En contraste los estudiantes consideran que

los retos azules, son importantes para las clases, les permitan actuar con libertad y les gustan mucho.
Parte 3 de la encuesta

Como parte final de la encuesta el estudiante podia realizar una breve justificacion de 4 cual es el tipo de

reto que prefiere? A continuacién, se muestran los resultados.

Algunos estudiantes prefieren sélo el reto naranja porque les parecen mas féciles o porque consideran

que el enunciado les proporciona mas informacién como lo presentan los resultados de la Tabla 1-14.

Tabla 5-14 Justificacion para solo reto naranja

Prefiero solo Prefiero solo |

actividades del actividades del Pﬂrque:
S Reto naranja Por:::’ naranja o if,\
Draus: Ine {lere alyo ] Ay
o 00Oy At inro, MMZN “ 3 q’[ q 0 [
ey Y¥ qUe s preyn .

(3\4-‘},,,”‘4“"‘ .

M oyt dasy UN olo anpurrone, ,SC S| H 0

127



Como se presenta en la Tabla 1-15, los estudiantes que prefieren el reto azul consideran que son mas
abiertos, representan un mayor reto, les invita a pensar formas creativas o divertidas para ellos y que no

consideran repetitivas.

Tabla 5-15 Justificacion para solo reto azul

J reins ol Prefiero solo * - Prefiero solo
i actividades del
Prefiero solo actividades del - actividades del Reto azul " Prefiero solo
actividades del Reto azul Porquer Reto azul 5 Feriera
Reto azul Porque: Son mMéL - Porque: actividades del
“Porque: N abicstos Porque: QC‘ YE}V]E/C SU5 esevicy Reto azul
lo, Odiq W% (l{ i ol Popra rSolier [0 i:jﬁ"’ Son ys l;\orque:
‘ ;\“ﬂ(e ‘ | LreoTind IPlnISA b l‘\wmfw ro JNQH’\JOY SO vy 10 -
| 2 dodiqtlee | ¥ el difere O ’ ’
‘”.Ai”a‘m‘ o 3 &fg?(iﬁ); Veselvetadifenci o¢ y d10d\ico) "9 7.
| LB P . entonce s 15 raranyad £ & \/ m o
‘ ngbaVcw /‘Wﬁ»r'-f@_ y e M &S % 5o, Yoo Vir
offTiitn potegeio] ua Fably y hoer Sentireiy|  Pprefierosolo
WY TV ara pnsofl g i
prefirosoio | 777 45 Koiiia wultiplicimes, | sese actividades del
actividades del Lty 1 mecs Bl problmq e ngy Reto azul
Reto azul Wreror 47 | creetiva g Gusto Lo | dle
Porque: Ne ne. He e ver ole (9¢ vowahies forqv Porq\{e: /2)/(_;(,(’
\‘;\ey‘j“\&\‘c\ Vg{/“% QQ U:lr o o tiene gue fRISEY no. Son Yeved
ale 0 T, - ,
qoe fodiatl W Aece el (8me hacer van wonin
Io>‘£;(m\d'ﬂ 14 fom, ) TA OV Clex IS qr‘-'dﬁyﬁmt._
\ Vg oYext

Finalmente, algunos estudiantes proponen los dos retos porque segun ellos permiten el trabajo creativo
vs el metddico, los consideran dos diferentes puntos de vista de la actividad matematica, a lo que refieren

como procedimientos abiertos o cerrados y inmersivos o divertidos.

Tabla 5-16 Justificacion para los dos tipos de reto

Los dos tipos me | | Los dos tipos me| [ —
Los dos tipos me gustan Los dos tipos me gustan Los dos tiposme |
gustan Porqu?\:a :r v gustan I gustan
Havrala Porque: L
| fi(:j ;}e‘;bs Los dos tipos me J 4 Porque: ¢5 |
Porque: Zovio loe-dik Porque: gustan Son difert importante
Socen oedoar :\e © novuvjo /T\& m . | Peca :mfdﬁ que los
S ocen lo expe- W’ Porque: Aunt02- | estudia ntes
elebk s b opo | Py || [ | S,
wolemd! S Mueveive, y . pogtloy P . prelo\er@s
Qe ey oS de los eon oe(ﬂ'as M {YY\M <loa. /yor— Porque: con ]:vrr&dvz/nm»
s . vaviados el . Ha que me tas'abjerios
aeehodod v la Vd; i )ﬂe Prgert T pog it o o b ® 9
QR &) wds \ Sty | Nerorendey e ot e cerrados
N Q. expevievc 1 of sty peree
wdddia, vd J"Vﬂ-l'jaw o
<l “hie
ol impiris.
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Al igual que en las partes 1y 2 se describe una preferencia por los retos azules valorando la posibilidad
de actividades creativas, amigables y divertidas. En contraste con los retos naranjas que se consideran
importantes y utiles, pero se perciben como cerrados, repetitivos y muy metddicos. Se presentaron
dificultades a la hora de aplicar los instrumentos en escala Likert, algunos estudiantes elegian los nimeros
sin reflexionar sobre la “pregunta demasiado. Con relacion a la etapa de las palabras, es interesante, pero
los resultados se enriquecen mas con la parte 3. Entonces, se decide que lo mejor es aplicar solo la
pregunta abierta, en la que se recogen percepciones similares al formulario 1y 2y se presenta de una

forma explicita, cada estudiante escribe o que piensa lo que permite analizar la informacion directamente.
5.3. Actividades con estudiantes de aula regular

A continuacién, se presentan los resultados relevantes del analisis de las actividades con estudiantes de
aula regular. Primero se muestran y describen las actividades utilizadas para este grupo de estudiantes.
Después se presenta el andlisis consolidado de las estrategias utilizadas en los retos azul y naranja, se
determinan las estrategias de mayor relevancia obtenidas en investigacion y se presentan algunos casos
empiricos del trabajo con los estudiantes. Por ultimo, se presentan resultados con relacién a la pregunta

¢ Cual tipo de reto prefiere?
5.3.1. Actividades

Las actividades han sido disefiadas o reestructuradas del conjunto de estrategias que se eligieron en la
parte inicial del estudio, presentan un formato parecido a las realizadas con los estudiantes de
entrenamiento, pero tienen variaciones en sus enunciados y como el propdsito es comparar los resultados
de dos tipos de preguntas, la forma e intencionalidad de cada tipo se conserva. La estructura de las
actividades es la descrita en el Capitulo 4, separa los tipos de pregunta en los retos naranja y azul (PISA
u Olimpiada), cada uno con tres preguntas o problemas. A diferencia de las actividades con estudiantes
en entrenamiento, en el instrumento de actividad no se dejé espacio para la solucion de los problemas,
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por esta razon a los estudiantes se les entregan hojas cuadriculadas para realizar las soluciones y esas

hojas se recogen al final de la sesion de trabajo.

kﬂ ctszaJ 1‘

c—:n-; -.m-.....mua.;u-
w«s—mumnu«-&#—q&.#um
e correnponda y mewesire el procene que g pars ohieneria

Consta de tres pregunias que estin relacionadas a un mismo contexto.

Marcos ©s un gran fam del meonopatin. Entra a una tienda denominads
PATINADORES para mirar algunos precios. En esta ticads puedes comprar

mmp-nnm Pero también pucdes comprar una tabla, un jucgo de
ml&mpq)&lqﬁyumﬂo&pzmp‘neu”hlmm
COMPORCNICS AECTIONS ¥ 1 propeo monopatin. Los precsos (en zods que
ahmm)khm&hmﬂm

L Svests
3
et corrpaeto 78 0 105
Yo ==
B—

=
"

X

Prof usn Samaet Samgel

mmmmnmm m.;dp.c»-.ﬁm-o«h

por umo
(8) procio miximo: .. ............. . 2eds (moneds local)
(b minimo: 2ods (moneds local)

En la ho, escriba las 2 de la

Marces ticse 120 zods para gastar y quiere comprar el monopatin més care
que puoda. mmﬁcnpudcmm-mmad-mdehd
? Escribe tu en Is tabla de rabago.

Cartaad min)
atha
D
=y
F—zan para
Enla escriba las de la

S.Mnu-mhlso:‘hquw-dw M-ﬂ\.
un equipo de Ia tabla si
Producto hecuouznh

. | Eg_

St Mascos quicre gastar la mayor cantadad de dinero, Luﬂap_a\-l.hﬂn
tiene? y ; De qué precio son los que tendria of
En la hoja ancxa, escriba las ¥ de la

EE— - |

Consta de tres preguntas que NO estén relacionadas a un misme contexto.

Un cuadrado tiene un pusto isterno P tal que L

mmds?nhlcu-nh‘mm fem, 2cm. 3om
amente.  Cudntos otros pustos en el

mwcmnmmmm

En la hoja anexa, excriba las operaciones y argumentos
de la respuesta

Un arbusto tieoe 10 ramas, cads rams puede tener 7
bojas 0 4 hojas y uss flor. De ks siguicntos opcioncs, ¢l
nimero total de hojas de un arbusto pucde ser:
All B2 C3 D67 EIIO

En la hoja anexa, excriba lax ¥

ey |

iguales de perimetro 32
MKMlm—m“unmnclmm
que of perimetro del cuadrado exterior formado o siempre of masmo.

En la hoja anexa, escriba las ¥ dele
Irdormadién adidonel

&mmhpnéllﬂkquckurmhhm,wﬂ&l-ha
sfirmaciones chogars

Prefiero solo actividades | Los dos tipos me Prefiero solo

del Reto narania gustan acuvidades el Reto
azul

Porgue: Porque: Porque:

Gréfica 5-7 Actividad 1

En la presentacion de la actividad el uso del color es importante, las indicaciones son cortas y precisas;

los retos son interesantes y bien elaborados, pero no pretenden tomar un tiempo mayor a 15 minutos por



problema, teniendo en cuenta que la poblacion a la que se le aplica el instrumento no ha tenido ningun

acercamiento al tipo de problemas como los que les propone la actividad.

Sumado a la solicitud de explicacién o justificacion del porqué de sus elecciones o respuestas, cuando el
estudiante puede estar acostumbrado a no tener que justificar. A continuacion, se describen brevemente

las actividades.

La Actividad 1 tiene como contexto la compra de un monopatin. En este reto el estudiante requiere
Unicamente realizar operaciones de sumas y restas, pero tiene que hacer comparaciones entre diferentes
valores y tomar decisiones. Se anexa una pregunta con relacién a la compra de un equipo de proteccion

para patinar y esta pregunta hace parte en el mismo contexto.

El reto azul. El primer problema es geométrico, no requiere conocimientos previos, solo comprender lo
que la situacion le solicita y activar la visualizacion. El segundo problema, parte de una situacién grafica
y requiere realizar operaciones aritméticas para justificar la respuesta. El tercer problema también es
geomeétrico, pero cambia que su enunciado es textual y requiere de los estudiantes la interpretacion de la

informacion y su posterior analisis para entender cual es el patrén regular, y asi determinar la solucién.

En la Actividad 2 el reto naranja tiene como contexto la construccidn de un garaje. Inicia con una pregunta
sencilla de visualizacion, luego se pide hallar el &rea del tejado partiendo de dos representaciones graficas
que el estudiante debe interpretar y determinar lo solicitado utilizando procesos aritméticos, para lo que
se requiere calcular una longitud utilizando el teorema de Pitagoras. En la tercera pregunta se quiere que
el volumen de material utilizado no exceda un valor determinado, y utilizando las dimensiones entregadas

en una representacion grafica avanzar hacia el maximo borde posible alrededor del garaje.
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‘_}4 ctividad 2‘

INSTRUCCIONES.
Estimado exdianse, el propésio de ext precha es docunemsar ceil €3 razonamieno al enfremar 2
et diferontes, por ets racén, ex necessrio gue excriba de forma desotiedi como sbeuve la solucidn. En
h“u_*,'—' midtiple, clga la respuesta gue comesponda y mwesire ef proceso que sguié para

Recuerde que lo smporsante won bes procesos y awngue ol propinso ex rexponder be mayor contided de
_M:W*Tw‘hv--wmhmmw:

Escriba su Nombee y Curso, en ol encabezado de la hoja ancxa.

Gracias per su disposiciéa y trabsjo.
Consta de tres preg que estdn relacionadas a un mismo contexto.

GARAJE.
La gama basica de un fabricante de garajes incluye modelos de una sola ventana y
una sola pucrta. Jorge clige cl siguicnte modclo de la gama basica.

A ¥ ion, sc la

on de la pucrta y la ventana

——m

Las sigs ih di delos hisicos vistos desde la
pancp Sol de las il b ponde al modelo anterior clegido
por Jorge. ;Qué modelo cligié Jorge? Dibuja en tu boja de trabajo of modelo A,

CoD.
-
e °

En la hoja anexa, escriba las operacie $ 4

El tejado csta formado por dos

Los planos
©n metros, “del garajc clegido por Jorge.
(_lkuleelimdehqnﬂthmldddlcjdo.

i-I

0

.
- a0
o —
T S T | =
Valn bonte Vinta et
En la hoja anexa, escriba las operaciones y arg de la resp

——m

Jorge picnsa colocar ¢l piso de su garaje utilizando cemento. La placa de cemento
a colocar seri de un tamafio mayor de la base del garsje, de modo que quedard un
borde de igual anchura a su alrededor. Jorge quicre que Ia placa de cemento tenga
10 em de profundidad y no quiere usar mis de 4 metros cobicos de cemento. [ Cual
s la anchura mixima que pucde tener ol borde?

a 40cm

b. 60 cm

< 80cm

d 140 cm

En la hoja anexa, excriba las op i y de la

Consta de tres preguntas que NO estin relacionadas a un mismo contexto.

Natalia ticnc vanios cubos de plastico y los acomodé dentro de una
pecera citbica de cnistal, tal como se mucstra en la figura. ; Cuidntos ’

cubos mas necesits para llenar la pecera por completo?

En la hoja anexa, escriba las op i y de la

P — -

IS personas ordenaron cada una un helado. El pedido fue: Cinco helados de
vmllhmd:mmnldeml.dud:lmymd:w

cxn?-nqnlo-hehdmm&fmla jcuil de las siguientes combinaciones
nocs
(A) Vn-llaynmhnlh (B) Frutos rojos y fresa  (C) Naranja y barra de
chocolate (D) Limén y dulce (E) Mango v gallcta

En la hoja anexa, escriba las op i yarg de la

En la lista de nimcros 3.8, 13, 18, ..., 98, hay 20 ni y cada ni de:
dclpnmuemomﬁsqnelmnmr Todos los nimeros se adicionan
para obtener la suma. ;Cuil ex cl digito cn las unidades cn la suma que sc obticne?

En la hoja anexa, escriba las op yarg de la

Informacdién adiclonal responder en la hoje anexs
Si tuviera la posibilidad de que clegir entre los dos retos, jcudl de las tres
afirmacioncs clegiria?

Los dos tipos me |Prefiero solo

gustan actividades del Reto
azul

Porque: Porque:

————

Gréfica 5-8 Actividad 2

El primer problema del reto azul es geométrico y pone a aprueba la visualizacion. El segundo problema

requiere formar diferentes arreglos con las condiciones del problema y determinar cuél de las opciones
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de respuesta no es posible. En el tercer problema se solicita al estudiante realizar la suma de una

sucesion de numeros de las cuales se entregan solo una parte de ellos.

La Actividad 3 tiene un reto naranja que utiliza como contexto el control de calidad en dos empresas que
fabrican dispositivos electronicos. Requiere de los estudiantes un buen manejo de los porcentajes, la

regla de tres simple y relaciones de proporcionalidad directa.

Avences
o _ A i ion se tres afi it sobn Ia P diaria de la
ﬂ ctivi dzl d- 3 empresa EMPW _son dichas ? Rodea con un circulo <
SI>» 0 « NO > segin corresponda.
Afirmacion ZEs correcta Ia
ion?
INSTRUCCIONES GENERALES = -
Estimado esnudiante, el propésito de esta prueba es cmil & su nonamiento al enfrentar 2 :‘(’i:;’“"d“"‘ sohda SiNo
retos diferentes, por esta razon, es que excriba de forma detallada como obano la solucién. En - -
los casos de multiple. elija la respuesta la ¥ muestre el proceso que siguié para En cada lote de 100 de video Si/No
obtenerla. habré

D Ia produceiin 1o m.l dinria (reumidos audio y video) <l

Recuerde que lo importante son los procesos y aunque el proposito es responder la mayor cantidod de
retos posible. es muy importante que diligencie en su hoja anexa. las preguntas con tranguilidad y
honestidad xin la presién uswal de una evaluacion.

Escriba su Nombre y Curso___ cn <l encabezado de I hojs ancxa.

Gracias por su disposicida y trabajo.

s Pr—

Una de las personas que realiza las prucbas de calidad en EPMW hace a siguiente

afirmacién: “£n un dia, en promedio se envian a reparar mas reproduciores de
video que de audio” Indica si la i6n es o no y
Consta de tres p que estdn das a un mismo contexto. matematicamente.
La empresa EMPW fabrica dos tipos de dispositi ! Oni Reprodu de
video y reproductor de audio. Los d se ban al 1i. la En la hoja anexa, escriba las op ¥ de la
produccion diaria y los que presentan fallas s retiran y se envian a reparar.
Tipo de Numero de Porcentaje medio de
SRTM también fabrica rep de video y rept de audio.
e ';'::; "s:“' Los reproduclores de la crnptcsn SRTM se prucban al finalizar los ciclos de
Video 9000 3% i6n diaria y los ds se retiran y se envian a reparar. Las siguientes

tablas comparan ¢l nimero medio de reproductores de cada tipo que se fnbnc-n al
diayelp ije medio de al dia a
las dos cmpncsas.

Avances

Observa las tablas que comparan a empresa EMPW con la empresa SRTM

Empresa Namero medio de Porcentaje medio de
dispositives de audio dispositivos
fabricados al dia. defectuosos al dia
Empresa EMPW 3000 5%
Empresa SRTM S000 %

Empresa Namero medio de Porcentaje medio de
dispositivos de video dispositivos
fabricados al dia. defectuosos al dia
Empresa EMPW. 5000 3%
Empresa SRTM 3000 2%

. Cudl de las dos empresas EMPW o SRTM presenta el total de reparaciones mds
bajo de dispositivos defectuosos?
En la hoja anexa, escriba las op

Consta de tres inﬂ I-t NO estin relacionadas a un mismo contexto.

En cada uno de tres trozos de papel, s¢ escribe un niimero entero de cuatro digitos.
Luego se disponen los trozos de papel de tal manera que tres digitos quedan
cubiertos como se muestra en la figura. La suma de los tres nameros enteros de

cuatro digitos es 12041. ;Cual de las si es el resultado de la suma
de los tres digitos cubiertos?

(&) 16 (B) 18 (©)20 (D) 22 E(24)
En la hoja anexa, escriba las ¥ de la

Un lcndem cmpaco en 52 ca)as con el n-nsmo numem de naranjas en cada una y le

Si hubiera menos en cada caja, habria
utilizado 60 cajas y no le sobraria mngum naranja ;Cudntas naranjas tenia el
tendero?

En la hoja anexa, escriba las op

En la suma que se cada letra un digito, letras diferentes
representan digitos diferentes y ningan dlgllo inicial puede ser igual a 0, de modo
que ROTOR, LEVEL y STATS son nimeros de cinco digitos.

i Cuil es ¢l mayor valor posible para STATS en la suma que
se muestra, dado que V =17

ROTOR
STATS

En la hoja anexa, escriba las op: de la

en la hoja anexa
Si tuviera la posibilidad de que clegir entre los dos retos, jcudl de las tres
iones elegiria?
Prefiero solo actividades
del Reto naranja

Prefiero solo
actividades del Reto
azul

Los dos tipos me
gustan

Porque: Porque: Porque:
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Grafica 5-9 Actividad 3

Ademas, requiere que el estudiante interprete la informacién proporcionada en tablas que establecen el
contexto del problema y asi realizar la comparacion de los valores de produccion entre dos fabricas de

articulos electronicos.

El primer problema del reto azul presenta una suma en la que faltan algunos valores que se pueden
determinar siguiendo las reglas de una suma de numeros naturales. El segundo problema del reto azul
es el reparto de un conjunto de naranjas realizado de dos formas diferentes y con esta informacion el
estudiante debe determinar la cantidad inicial de naranjas, y el tercer problema es un criptograma

relacionado con una suma de diferentes digitos.

La Actividad 4. El reto naranja utiliza como contexto la compra de un apartamento. La primera pregunta
pide describir como encontrar el area del apartamento utilizando un procedimiento que requiera tomar
solo cuatro medidas. La segunda pregunta pide hallar el &rea del dormitorio, sin que el plano dé las
medidas, pero como escala se indica que un cm es equivalente a un metro, por ultimo, se pide recubrir la
terraza con baldosas de una medida en particular y el estudiante debe determinar el nimero de baldosas

aproximado y responder cuantas cajas deberan comprarse.

El primer problema del reto azul es geométrico y requiere visualizar el recorte de cuadrados de mayor
tamafio de una pieza rectangular. El segundo es un problema de reparto de unos chocolates, en diferentes
proporciones. El tercer problema, requiere del estudiante apoyarse en la grafica de un rectangulo con

algunas medidas interiores y compuesto de algunos cuadrados para determinar el area total.
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Actividad 4

INSTRUCCIONES GENERALES

Extimado essuwdionse, of propésito de exta praci ex documensar cwil e w razonamienss al enfromsar 2
reton dferemtes, pov exts rasbe, €3 necesario gue escribe de forma detatladi cdmo obeuve la soluciin. En
los casos de apckin miduple, clga la respwesta gue corresponda y mwesire of proceso quee siguié para

Recwerde gue lo smporsante son los procesos y, awngue o propisse es responder la mayor cantidad de
m—&:q*—:n‘wa-m-_hmmwy

Escriba su Nombee ¥Cuno____ en o eocaberado de ls hojs anesa.
Ciracias por s dispouscace y trabajo.
Consta de tres p que estan relacionadas a un mismo contexto.

(_OMPRA DE UN APARTAMENTO
Este ex el plano del apartamento que los padres de Jorge quicren comprar en una
‘8 inmaobiliar

agencia
|au- I
1 om representa ' m

Sandra recorta cuadrados de papel de la siguientc mancra:
menumﬂhgu\od:pqdd:‘ﬂ!ﬂ corta el

Danilo tiene una bolsa de 120 chocolates. El lunes comié la décima parte. El martes
comid la novena parte de lo que le quedaba, el miéreoles la octava parte de lo que

le quedaba, ¢l jucves la séptima parte de lo que le quedaba, de igual forma siguio
comicndo dulces los dias siguicntes. ;Cudntos dulces le quedaban ¢l domingo?

En la hoja anexa, excriba las op i

—— |

Prot. MMM‘:’\—I-

Para calcular ¢l arca total del apartamento (incluidas la terraza y las parcdes) pucdes
medir ¢l tamafio de cads habitacion, calcular ¢l drca de cada una, calcular el arca
de las parcdes, y sumar. No obstante, existe un método mis cficaz para caleular ¢l
nuhmlmdquenﬂonmqn:mdrmvlonﬂudu Describe y realiza ¢l
procedimiento utilizando las cuatro long; P Icular c drea total.

Enla escriba las de la

Umdwﬂmmakuhdkummddmhdddum&mo
deando a 0.1 metros cuadrados (m®) mis

El suclo cmbaldosado de la terraza csta gastado y debe cambiarse. Las nucvas
baldosas clegidas por los padres de Jorge muden 22,5 cm por 45 cm (como las de
la figura) y se venden en cajas de 30 baldosas. ; Cuintas cajas de baldosas hay que
comprar para recubnir toda la terraza?

En la hoja anexa, escriba las operaciones y
argumentos de la respuesta.

oy |

atemitie
El rectangulo grande sc forma con cuadrados de diferentes
cuadrado pequeiio es | em?. ; Cudl s el drea del rectangulo grande?

El arca de un

oS
L1

En la hoja anexa, escriba las op i ¥

de la

Informaciéa adicienal respoader ea la boja amexa
Si tuvicra la posibilidad de que elegir entre los dos retos, jcudl de las tres
sones elegiria?

Preficro solo Los dos tipos me Preficro solo
actividades del Reto gustan actividades del Reto
naranjs axul
Porgque: Porque: Porquc:

——m

Grafica 5-10 Actividad 4
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La Actividad 5. El reto naranja tiene como contexto una gréfica en la que se muestra el nimero de CDs

vendidos en el mes por cuatro grupos musicales. La primera pregunta requiere del estudiante observar la

gréfica e interpretar los nimeros que se obtienen, en otras preguntas se requiere sumar y comparar los

valores entre los grupos.

Avances pu lo cos e ——
&_}4 cn'm'd'ad'_s‘

por e racém, e que escr ba de forma cime obvuve la sk En
u#*w%dukmﬂmy-mdmnﬂ.ﬂm

Wentas de COs por mes

EMMMMMM

Aml—mgmmﬁmmmhmkhm‘m

cormectas dichas afirmaciones? Rodea con un circulo << 1 3 0 <« NO > scgin

corresponda.
Afirmackin LEs eorrecta ln
afirmacidn?

En <l mes de abril vendio por primera vez ol grupo Son
de la calle mas CDs que el grupo Salteras desbocaos. SiMMNa
Los grupos nuevos reciben un premio cuando venden
10,000 CDs. BTAlsalow y Solferos desbocaas son SifNa
grupes mucvos y recibiran el premio a finales de junio.
A finales de junio cl grupo Los metales preciosos cs el SifNa
grupo gue menos CDS vendio.

En la hoja amexa, escriba les r—

El CD del grupo Son de la calle salié a la venta en febrero. Scgin la grifica jcual
es la cantidad media de CDs que vendid de febrero a junio?

a 1220
b 1350
o 1600
o 1840

En la hoja amexa. escriba kes operaciones y

Comsta de fres pregu ntas gue VO essdn

Kanga combina 555 grupos de 9 picdras cn un solo montén y después clla los scpara
on grupos de 5 picdras. (Cuanitos grupos obticnc?

A.999 B. %00 C. 555 D E. 45

En la hoja anexe, escriba las »

En la final de una

o 5 puntos. pero deben otorgar a cada competidor puntajes diferentes. Se comocen
hluuh&)y:q:icmlulrmﬂilnhbh. e

————m

e, s
PR PR S —
— . S — |
ANDRES | JAIME | DANILD | TERESA | BERTHA
JUEZ L 3 T 3 3
JUEZ 1 2 3 4
El ménager de los Solf desty esti preocupado porque el nimero mensual L1 2
de CDs que han vendido disminuyé de febrero a junio. ;Cudl es el volumen de [ResuiTaDo| 8 16 7 11
cntas cstimado para julie si continua la mi tendencia negativa? - . .
¥ a 1(!)’ ! = 1  sms = v D¢ las siguicnitcs opciones (Cudl fuc ¢l puntaje total de Tercsa®
b 300 .
. 600 (A) 7 () 8 [ (D) 10 (E) 11
d 120
En la hoja aneva, excriba les > de la resp En la hoja anexa, excriba las op yar de la

Después del primer kilémetro de |a carrera de atletismo del colegio, Paty fue la
penil tima, deslpwuemmmmwnlmmfad
tercer kildmetro, dos la l Ena]_Par;pm:

ocho coredores, pero otros cuatre la Paty & novena.
;Cudntas personas participaron cn la carrera?
En b hoja anexa, escriba bes ¥ e b respy

Si maviera la posibilidad de que chegir entre bos dos retos, Jcudl de ks res afimmsciones.
elegiria?

Prefiero sobo actividades
del Reto narania

Prefiero solo
actividades del Reto
azul

Pargue:

Los dos tipos me
Eustan

Porgque: Porgue:

———m

Grafica 5-11 Actividad 5
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En la segunda pregunta del reto naranja se pretende que el estudiante identifique los valores para un
grupo particular y hacer el promedio. En la tercera pregunta, se pretende que el estudiante visualice una
linea de tendencia negativa que le permita determinar o proyectar el nimero de CDs es vendidos al

siguiente mes.

La primera pregunta del reto azul hace referencia a los puntajes otorgados por tres jurados con una
condicién particular, se ofrece una tabla de puntuaciones incompleta desde la que el estudiante debe
deducir la respuesta. La tercera pregunta hace referencia a la descripciéon de una carrera en la que la
participante en algunos momentos logra adelantar corredores y en otros momentos es adelantada por

otros, y al final se requiere determinar la cantidad de personas que participan en la carrera.

Para el analisis de esas actividades se utiliza como plantilla el conjunto de estrategias encontradas en la
aplicacién con estudiantes en entrenamiento. Esta informacién sirve de base para la revision, lectura y
relectura de los documentos observando cuales estrategias se activan con cada uno de los retos. A

continuacion, se presentan los resultados.
5.3.2. Anadlisis consolidado de las estrategias utilizadas

En esta seccidon se pueden presentar los resultados de cada una de las actividades, pero, se decide
presentar el consolidado general, primero, porque permite resumirlos y estan en correlacién con lo
observado de forma individual y, segundo, porque el propésito general es comparar los dos conjuntos de
retos, y de esta forma se muestra un panorama general de las cinco actividades. En primer lugar, se

separan las estrategias utilizadas en cada reto.
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Grafica 5-12 Consolidado de estrategias reto Naranja

Se observa en la Grafica 2 como el uso de la aritmética y los porcentajes, seguido de la comparacion y la

revision de casos son el centro de las estrategias usadas en la solucion del reto naranja.
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Gréfica 5-13 Consolidado de estrategias reto Azul
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En el reto azul, se observa en la Grafica 3 como el uso de la aritmética y los porcentajes, la revision de
casos, realizar una grafica o representacion, la comparacion y la revisién de casos son el centro de las

estrategias utilizadas en la solucion del reto azul.
¢ Qué se observa desde el desarrollo del pensamiento matematico?

La cantidad de estrategias utilizadas determina que los retos azules permiten mayor uso de las
estrategias, en el consolidado puede observarse que los retos naranjas activan 264 estrategias en
comparacion con 449 estrategias de los retos azules. La activacion de una estrategia de forma aislada
permite acercarse a las formas de entender de los estudiantes, pero es su uso reiterado que permite

determinar esas formas de pensar relacionadas a los diferentes tipos de reto.
¢Qué se observa desde la teoria de las competencias?

Como se ha manifestado en la revisién de las actividades con estudiantes en entrenamiento,
principalmente se activan las competencias que se relacionan con la habilidad de preguntar y responder
de y por medio de las matematicas. El uso de diferentes estrategias es indicador de que se activa la
competencia de solucion de problemas; cuando se solucionan problemas utilizando las matematicas
se activa el modelamiento, como es el caso de las soluciones presentadas por los estudiantes de aula
regular. Ademas, las decisiones las toma con referencia a la revision de casos teniendo un criterio definido
y esto hace que el estudiante se cuestione frente a los problemas y elabore posibles respuestas al
respecto, como lo es encontrar un patron de comportamiento, es entonces que la competencia del
pensamiento matematico esta presente. Finalmente, cuando se elabora una justificacién como es el caso

de la estrategia de convencer, comunicar y/o argumentar, se avanza en el razonamiento matematico.

Por otra parte, puede observarse que el grado de cobertura de la competencia de solucion de problemas,
medido en relacidn con el numero de estrategias que se activan es mayor en el reto azul (N=449) que en

el reto naranja (N=264).
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El radio de accion se observa con relacién a los diferentes dominios que se utilizan para solucionar los
problemas; entonces los retos naranjas estdn mas enfocados al dominio de la aritmética y temas
especificos de la matematica escolar, lo que es de esperarse porque su finalidad es medir el grado de
avance en los diferentes curriculos internacionales. Esta observacion es consistente con la proporcion de
uso de las estrategias aritméticas que es P= 0.372, seguida de Comparar y/o establecer condiciones
desde el problema con P=0.209. Por su parte los retos azules, pueden atender a temas curriculares, pero
también extenderse a la teoria de numeros, geometria, el conteo, la légica y, en general, a la matematica
mas alla de los curriculos. En este reto también se activan las estrategias: utilizar aritmética, porcentajes
y operaciones basicas con un valor P=0,302 y luego, revisar casos con un criterio definido con P=0,182,

las demas estrategias también son utilizadas y en conjunto su volumen es mayor.

En los dos tipos de retos los estudiantes pueden dar cuenta del nivel técnico de la competencia, ya sean
la intencion de especializar — generalizar, en la aplicacion de teoremas o propiedades o en los cambios
de representacion. Sin embargo, como se ha mencionado, dado un radio de accion mas amplio de los
retos azules porque no pretenden entrenar un tipo de estrategia particular sino incentivar a la creatividad
y la generacion de estrategias novedosas para solucionar los problemas propuestos. Entonces, desde la
misma intencionalidad de los retos de color azul, son estos los que activan un mayor nimero de

estrategias.

Es importante insistir en que el enlace entre las dos teorias son las estrategias utilizadas. Pero ;Seran
todas las estrategias consideradas igualmente relevantes? O ;Algunas son utilizadas por algunos
estudiantes en particular? Para dar respuesta a estas preguntas nuevamente se utiliza el discriminante.
Al realizar la revisién de la proporcién de uso y el discriminante de cada una de las actividades, se
obtienen siempre con los mejores puntajes las estrategias: (1) Usar aritmética porcentajes u operaciones

basicas, (2) Comparar, (3) Revisar casos, (4) Graficar o usar representacién de apoyo, (6) Convencer -
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Argumentar- Comunicar y (7) Visualizar. A continuacion, se presenta el consolidado general con relacion
a la proporcion de uso y el indice de discriminacion de las estrategias, utilizadas en las cinco actividades

en conjunto.

Tabla 5-17 Listado de estrategias, proporcion de uso y discriminante

Estrategias P D
Usar aritmética porcentajes y operaciones basicas 1,000 0,963
Comparar 0,523 0,436
Revisar casos 0,502 0,993
Graficar o usar representacion de apoyo 0,350 0,156
Convencer — Comunicar- Argumentar 0,230 0,247
Visualizar 0,218 0,074
Buscar un patrén de comportamiento 0,095 0,074
Trabajar hacia atras 0,070 0,123
Intuir la solucién 0,062 0,008
Acotar "emparedado" 0,004 0,008
Escribir una ecuacion - pre algebra 0,004 0,008

La estrategia con mayor proporcién de aplicacidon es usar aritmética porcentajes u operaciones
basicas y al tener un buen valor de discriminacion, puede decirse que los estudiantes con mayor

desarrollo del pensamiento matematico también la utilizan en mayor proporcion.

Por su parte, la estrategia comparar y revisar casos es utilizada en una proporcion menor y su indice
de discriminacion permite separar aquellos estudiantes que utilizan la aritmética, determinando unos con
mayor desarrollo del pensamiento matematico, medido en el nimero de estrategias que se utilizan,

porque utilizan una estrategia adicional en su repertorio.

En ese sentido, la estrategia convencer, comunicar y usar el lenguaje es usada por pocos estudiantes
y aunque su indice de discriminacion bajo (D=0.23) permite considerarla una estrategia utilizada por una

menor poblacion de estudiantes con un mayor grado del desarrollo del pensamiento matematico,y-que
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es un resultado coherente con lo obtenido de las actividades aplicadas con los con los estudiantes en

entrenamiento.

La estrategia graficar: representacion de apoyo, es una estrategia utilizada con relativa frecuencia
(P=0.35), pero es utiliza indiferentemente por todos los estudiantes y es preferible no tomarlo como

indicador del desarrollo del pensamiento matematico debido a su bajo indice de discriminacion (D=0.15).

Las demas estrategias se utilizan con poca frecuencia y también su indice de discriminacién es muy bajo,
por esa razon, se dejan por fuera de la siguiente seccion. A continuacién, se presentan las estrategias
que son mas relevantes con sus respectivas imagenes de la aplicacion empirica de la actividad realizada

con los estudiantes.
Usar aritmética porcentajes operaciones basicas

Por alguna razén es la primera estrategia en la que piensan algunos estudiantes, se quiere operar con

los datos del problema asi suceda que en muchos casos no tenga sentido.

Tabla 5-18 Ejemplos de la estrategia Usar aritmética porcentajes operaciones basicas

R
fpe-
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1
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Sin embargo, esta es la estrategia mas utilizada para dar solucidn a las actividades propuestas y se refiere
al uso de operaciones basicas, el célculo de porcentajes, promedios, radicales entre otros.
Particularmente, los retos naranjas estan muy enfocados hacia el uso y evaluacién de operaciones
aritméticas. La diferencia con los retos azules es que el trabajo aritmético es importante pero no siempre

permite dar respuesta o solucion, siempre requiere activar mas de una estrategia de trabajo.

Comparar

Es una estrategia que no es tan comunmente utilizada, pero permite un buen grado de discriminacion, y
hace referencia a vigilar las condiciones del problema y estar comparando los resultados para avanzar.
No es propiamente un mirar atras, porque no se realiza al final de la solucién, sino que permite al
estudiante realizar controles continuos entre posibles soluciones o aplicar estrategias en las que se abren

varias posibilidades. Es una estrategia util para solucionar los dos tipos de retos.
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Tabla 5-19 Ejemplos de la estrategia Comparar
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Revisar casos

Una de las estrategias mas potentes, utilizada en mayor proporcion en los retos azules, es la revision de
casos utilizada con gran frecuencia en los dos tipos de retos. Lo mas importante es que no es una revision
aleatoria, por el contrario, es realizada con criterio, y atendiendo a las condiciones del problema y es
posible que se requiera algun tipo de entrenamiento para realizarla, porque puede acompafiarse de la
estrategia de comparar. Los estudiantes utilizan la revision de casos para entender o para avanzar en

alguna hipotesis que ellos tienen sobre la solucion o condiciones de los problemas.
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Tabla 5-20 Ejemplos de la estrategia Revisar casos
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Graficar -representacion de apoyo

Es una estrategia en la que los estudiantes suelen realizar gréficas o representaciones que les permiten
entender y avanzar en la solucion del problema. No tiene un buen indice de discriminacion, sin embargo,
es mas utilizada en los retos azules que en los retos naranja. Para algunos estudiantes la representacion

gréfica les permite visualizar y razonar desde ella 0 combinar con otra estrategia para lograr la solucion.

Tabla 5-21 Ejemplos de la estrategia Graficar -representar de apoyo
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Convencer - usar del lenguaje

Esta estrategia referencia a aquellos estudiantes que escriben o comunican los argumentos que
complementan su solucién o que parece que dialogaran con el problema y sienten la necesidad de dar
cuenta de lo que hicieron para obtener su solucion. No siempre los argumentos son del todo correctos,
pero hacen sentir en los estudiantes una confianza adicional que les permite hablar y exponer sus ideas
con libertad y determinacion. Como no es tan frecuente puede ser utilizada solo por los estudiantes que

tienen alto desarrollo del pensamiento matematico en comparaciéon con sus comparieros y en relacion

con las actividades propuestas.

Tabla 5-22 Ejemplos de la estrategia Convencer - Comunicar
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5.3.3. Resultados de percepcion sobre el tipo de reto

En esta seccion se presenta los resultados a la pregunta ¢,cuél es el tipo de reto que prefiere? como se

presenta en la Grafica 5-14.

¢ Cual tipo de reto prefiere?

B e Z_LOS DOS TIPOSEGr=5
M e 7 SOLO RETO AZULEGr=11
M e Z SOLO RETO NARANJAEGr=13

Grafica 5-14 Proporciones de preferencia de los retos

Muchos de los estudiantes prefieren los dos tipos de retos, pero si aprecian que son diferentes, que los
hacen pensar de formas distintas y les permiten aprender mas. Sin embargo, la sensacién de dificultad

es la que ocasiona que los estudiantes prefieran uno méas que el otro.
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Tabla 5-23 Justificaciones de la preferencia de los dos tipos de reto
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Se prefiere Solo el reto azul. En la mayoria de los casos los estudiantes prefieren el reto azul cuando
sienten que pueden resolverlo con mayor facilidad en comparacion con el reto naranja. Sin embargo,
algunos estudiantes sienten que esta actividad es mas dinamica y divertida, que les invita a pensar en

formas creativas no repetitivas.
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Tabla 5-24 Justificaciones de la preferencia del reto azul
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Solo el reto naranja. Algunos estudiantes prefieren sélo el reto naranja porque los problemas les parecen

mas faciles o porque consideran que el enunciado les proporciona mas informacién.

Tabla 5-25 Justificaciones de la preferencia del reto Naranja
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Aunque los dos tipos de retos son importantes para los estudiantes, el criterio que utilizan los estudiantes
para elegir cual le gusta, es la facilidad, otros porque los hace pensar, aprenden y usan la logica.
Entonces, los retos azules pueden quedar en desventaja debido a que son problemas que no ofrecen
gran cantidad de informacién y que les invita a pensar de maneras diferentes a las que estan
acostumbrados en sus clases regulares. Sin embargo, muchos estudiantes valoran el hecho de poder

pensar libremente y exponer sus ideas con relacion a los problemas.
o Conclusiones del capitulo 5

El analisis de la ronda final de olimpiadas permitio identificar 21 estrategias asociadas a la solucién de
problemas de este tipo, esta rejilla de estrategias fue refinada a un grupo de 13 estrategias obtenidas con
la aplicacion piloto de las actividades con estudiantes en entrenamiento. En los dos casos se observo
como es posible establecer una relacion entre las estrategias utilizadas y el desarrollo del pensamiento
matematico y el avance en la competencia de solucion de problemas. Luego con la aplicaciéon con

estudiantes de aula regular el nimero de estrategias se redujo a 11:

Usar aritmética porcentajes y operaciones basicas, Comparar, Revisar casos, Graficar o usar
representacion de apoyo, Convencer — Comunicar- Argumentar, Visualizar, Buscar un patron de
comportamiento, Trabajar hacia atras, Intuir la solucion, Acotar "emparedado” y Escribir una ecuacion -

pre algebra.

¢ Qué cambi6? La poblacidn, el tipo de retos y el numero de estrategias que se utilizaron finalmente y la

cantidad de ellas en cada tipo de reto. ;Que no cambi6? De las 21 estrategias iniciales, se mantuvieron
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presentes estas 11 y fueron utilizadas por los estudiantes en los dos tipos de reto. Teniendo como
referente el nimero de estrategias se logré identificar avances en el desarrollo del pensamiento
matematico y avances en el radio de accion, el grado de cobertura y el nivel técnico de la competencia
de solucién de problemas. Ademas, tal como lo habia propuesto el grupo KOM, al activarse la
competencia de solucién de problemas, las competencias de modelacion, razonamiento y pensamiento,

también se activan.

Una conclusion importante es que el indicador que se tomd como referencia para evaluar las
competiciones y las competencias es el nimero de estrategias. Para las dos teorias, un mayor nimero

de estrategias activas es indicador de mejora.

Desde la definicion de competencias la habilidad de solucion de problemas se observa al activar las
estrategias y en esta investigacion, se ha prestado especial interés en el nUmero de estrategias. Entonces,
el grado de cobertura de la competencia de solucion de problemas es mayor en la posibilidad de utilizar

un mayor numero de estrategias.

Desde las competiciones, el centro es la actividad de solucionar problemas y tener la posibilidad de activar
un mayor nimero de estrategias es un indicador de que hay un avance significativo del desarrollo del

pensamiento matematico. ¢ Por qué?

Segun Harel (2021), un estudiante en la solucion de un problema activa sus formas de entender, que en
esta investigacion son las estrategias y el uso reiterado es un indicador de las formas de pensar. Pero
ademas de eso, se pudo establecer que hay unas estrategias que se utilizan solo por estudiantes que
tienen un mayor repertorio de ellas, y se puede decir que son estudiantes que tienen un mayor desarrollo
del pensamiento matematico. Por ejemplo, se observa que la estrategia Usar aritmética porcentajes y
operaciones basicas se usa en gran proporcion, los estudiantes utilizan porcentajes, sumas, restas
multiplicaciones, y en general, conocimientos asociados al curriculo escolar, pero no ocurre lo mismo con

151



la estrategia de Convencer — Comunicar- Argumentar que es utilizada por una menor parte de los
estudiantes y que segun los resultados corresponde a un indicador de mejora en el desarrollo del

pensamiento matematico.
¢ Qué puede decirse con relacion a los dos tipos de reto?

Aparentemente la solucién de problemas de tipo PISA 'y del tipo olimpiadas ocasiona que los estudiantes
de aula regular generen las mismas once estrategias, pero, el nimero de estudiantes que las usan cambia
segun el tipo de reto y tal como se comprob6 estadisticamente, existe una dependencia entre el tipo de
problema y las estrategias que se utilizan. Entonces en la aplicacion con estudiantes de aula regular los
retos azules (tipo olimpiada) duplican en cantidad de estrategias a las usadas en los retos naranja (Tipo

PISA).

Finalmente, los dos tipos de retos son importantes para los estudiantes quienes manifiestan que les
gustan, pero el criterio de eleccion para el estudiante de aula regular es la facilidad, aunque se puede
observar cdmo los estudiantes se sienten mas creativos al realizar retos del tipo olimpiada, pero les cuesta
manejar el hecho que son situaciones a las que no se han enfrentado, que se salen de su rutina
académica y que no permiten sumar restar o multiplicar datos, sino que requieren algo de creatividad e
ingenio. Pero esta caracteristica de los retos de olimpiada es importante y muchos estudiantes valoran el
hecho de poder pensar libremente y exponer sus ideas. En general, al lograr entender, solucionar y
justificar, cualquiera de los dos tipos de reto; los estudiantes, manifiestan satisfaccion y alegria y se

empoderan para continuar con esas preguntas que aun no saben como responderlas.
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e CAPITULO 6. CONCLUSIONES: RELACIONES Y APORTES MUTUOS ENTRE LA SOLUCION

DE PROBLEMAS DE COMPETICIONES Y LA TEORIA SOBRE COMPETENCIAS

Con relacion al modelo de competencias, uno de los referentes internacionales es el Dr. Mogens Niss y
sus colaboradores (Niss, 2015; Niss & Hgjgaard, 2019; Niss, Bruder, Planas, Turner, y Villa-Ochoa, 2016),
quienes han determinado lo que internacionalmente se considera como la competencia matematica y han
influenciado el proyecto PISA. Principalmente, Niss Y Hgjgaard (2011) presentan el documento
Competencies and mathematical learning. Ideas and inspiration for the development of mathematics
teaching and learning in Denmark, que corresponde a la traduccion al inglés del informe del grupo KOM
del 2002. Para determinar la competencia matematica, el grupo KOM identifica ocho competencias
centrales que conforman la competencia general, entrelazadas en forma de flor (Ver Figura 6-1). Asi la
competencia matematica se describe como la pericia y experticia de una persona que le permite el

dominio eficaz e incisivo de aspectos esenciales de un campo, en particular de la matematica.

Figura 0-1 Flor de las ocho Sub competencias de la competencia matematica, Fuente: (Niss &

Hgjgaard, 2011, p. 51).
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En este sentido, Niss Y Hgjgaard (2011) proponen que estas sub-competencias estan conectadas entre
si, pero cada una de ellas tiene su propia identidad y segun los autores, ninguna de las competencias
puede reducirse a las restantes. Entre las competencias se tiene “Problem Tackling competency”, que en
NISS & Hgjgaard (2019) aparece como “Mathematical problem handling competency—posing and solving

mathematical problems”, haciendo referencia a la solucion de problemas.

En el modelo de Niss, la competencia de resolucion de problemas es una sub-competencia de la
“Mathematical competency”. Para los investigadores, la competencia matematica esta conformada por
ocho sub-competencias, dividido en dos grupos competencias encargadas de (I) preguntar y dar
respuesta o (Il) tratar con el lenguaje y las herramientas matematicas. En el lado izquierdo de la flor en la
Figura 1, se encuentra la Solucién de problemas y, junto con la Modelacién, dan cuenta de las respuestas
matematicas a cuestionamientos que puede provenir de un contexto intra o extra matematico. En
particular, la Mathematical problem handling competency [posing and solving mathematical problems]
permite solucionar (y proponer) problemas intra matematicos (dejando los extra matematicos a la
modelacioén), mientras que, las competencias de Pensamiento y Razonamiento son las que se activan

cuando se elaboran esas preguntas.

Un aspecto clave de esta competencia es la capacidad de idear y aplicar estrategias para resolver
problemas matematicos; el énfasis en la solucion de problemas esta en las estrategias, y posteriormente,
en el uso de los resultados y métodos matematicos, como cuando se realizan célculos, aunque deben
llevar a una respuesta y evaluar criticamente los intentos de solucion de problemas propios y ajenos (Niss

& Hgjgaard, 2019) y que posibilita la extraccién de conclusiones.

La propuesta de Niss y sus colaboradores se manifiesta en que un problema requiere mas que el empleo

inmediato de métodos y procedimientos que son rutinarios para el solucionador de problemas, de tal
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forma que, lo que para una persona es un problema, puede ser a veces una tarea estandar para otra, de

modo que la nocion de problema es relativa a la persona que intenta resolverlo.

Por otra parte, en el escenario de las olimpiadas matematicas la actividad de solucién de problemas es
primordial. En de Losada (2017, 2020a, 2020b) y de Losada & Taylor (2022) se argumenta que la solucion
de problemas es parte fundamental de hacer matematicas, los retos y las competiciones de resolucion de
problemas forman parte de la historia de la matematica y de su avance, por ejemplo, los matematicos
compartian o intercambiaban los problemas con los que estaban trabajando. En la actualidad desde las
competiciones, se hace énfasis en la naturaleza dual de hacer matematicas, fundamentada en dos
grandes actividades: la construccion de teorias (1) y la resolucién de problemas (1l), siendo la resolucion
de problemas la fuerza motivadora del avance de las teorias y del hacer matematico. Desde el enfoque
de las competiciones, la solucion de problemas no puede reducirse a una habilidad o incluso una
competencia, porque ésta involucra la complejidad del desarrollo del pensamiento matematico, los
procesos cognitivos, heuristicos, ademas de toda la carga afectiva que se activan al solucionar problemas

matematicos, sin la pretension de evaluar el curriculo o quedar limitado por este.

Soifer (2017a) cita el proverbio chino: “Dale a un hombre un pez y lo alimentaras durante un dia. Enséfiale
a pescar y le daras de comer toda la vida”, advirtiendo que en la actualidad no basta con aprender una
sola habilidad, en ese caso pescar, sino que es necesario un hombre solucionador de problemas que
ante la eventual falta de peces pueda aprender a cazar, cultivar o enfrentarse y resolver los diferentes
problemas que la vida le ponga en el camino; por lo tanto, se posiciona a favor de la solucién de problemas

y su papel en las competiciones matematicas.

Segun Kenderov (2006; 2009; 2022) la competicién es esencial e intrinseca a la vida, los jévenes son
competidores por naturaleza, les gustan los retos y los concursos. Las competiciones de resolucion de

problemas son una buena herramienta motivadora para el trabajo independiente y el estudio en
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profundidad de las matematicas por parte de los estudiantes (y, a veces, por parte de los profesores). La
solucién de problemas ofrece la oportunidad de elevar el nivel de exigencia personal, gestionar el estrés,
lidiar con las emociones negativas y aprender de los errores; mientras se forjan el caracter y habilidades
para toda la vida, como la perseverancia, el razonamiento, la comunicacion y la independencia, porque
resolver tareas dificiles no solo genera un mejor conocimiento, sino que también cultiva habilidades para
lidiar con problemas de todo tipo, no solo matematicos. Ademas, a través de la solucidn de problemas de

competiciones, se descubren y desarrollan las habilidades matematicas de los jovenes.

Desde el analisis de cada marco referencial, se realiza una propuesta tedrica, obtenida de la investigacion

del trabajo empirico realizado.
6.1. Aporte tedrico

El desarrollo tedrico pone en “juego” tres marcos referenciales, la teoria sobre competiciones, la teoria
sobre las competencias matematicas y la teoria de “la instruccion basada en DNR” (Harel, 2021)64 que
separa el entendimiento matematico del pensamiento matematico y propone que se enriquecen
mutuamente, asi las formas de entender y comprender estarian ligadas a las formas de pensar; cuando

hay un uso reiterado de una forma de comprension, estamos dando evidencia de una forma de pensar.

¢ Como se enlazan las teorias? Para ello se realiza el esquema presentado en la Figura 6-2. A

continuacion, se presenta su interpretacion.

En primer lugar, tal como se describi6 en el estado del arte, las competiciones y las competencias son
dos marcos hasta el momento separados, por esa razon se presenta una linea divisoria en el esquema;

también, se propone la hipétesis de que las competencias aportan mas a las formas de entender mientras

64 Harel, G. (2021). The learning and teaching of multivariable calculus: a DNR perspective. ZDM-Mathematics Education, 53,
709-721. DNR-based instruction in mathematics as a conceptual framework. In Theories of mathematics education (pp. 343-
367). Springer, Berlin, Heidelberg. p 13
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que las competiciones de las olimpiadas matematicas aportan al desarrollo del pensamiento, y a la
construccion del aprendizaje robusto®®, y aunque estén separadas, la teoria del DNR asegura que

interactlan y se complementan, por esa razén, se coloca el conocido logo del Yin-Yang.

COMPETENGCIASSE COMPETICIONES

Flordela [ . 7 2% ‘ Desarrollo del
competencia F , 1 Estrategias pensamiento
matematica : { £ de solution de matematico

problemas

Avance en el desarrol[o
del pensamiento
matematico

Habilidad -Soluci6én de problemas Actividad de Solucmn de problemas

Dominio de 1a matematica escolar Motivador del Avance de las teorias
matematicas

Mejora en el radio de

accion, grado de
cobertura y nivel técnico

Curricular = Extra curricular
Repetion

Entendimiento Formareiférada de Construccién del significado

Comprension entender robusto

Figura 6-2 esquema de relacién de las teorias competencia y competiciones

Al lado izquierdo de la figura, de color naranja se presenta el referente de las competencias, que inicia en
la parte superior con la flor de la competencia matematica y de ahi se desprende la habilidad de solucionar
problemas. Entonces suponemos que la solucién de problemas esta por debajo de lo que se llama la

competencia matematica del modelo de Niss y sus colaboradores.

65 perez, D. (2015). Construccion de significado robusto para el concepto de érea y Caracterizacion del pensamiento
geométrico involucrado en los estudiantes de sexto grado (Tesis de doctorado). Universidad Antonio Narifio, Bogota DC.
Colombia. p 8.
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Al lado derecho en color azul, esta la teoria de competiciones, en la que se deja en la parte superior el
desarrollo del pensamiento matematico como centro y de este se deriva la actividad de solucion de

problemas retadores.

Aparecen la primera convergencia, el uso de la solucion de problemas, pero se aclara en el esquema
que los dos utilizan el término solucién de problemas en un sentido diferente. En las competiciones es
una de las dos actividades mas importantes en matematicas (solucionar problemas - desarrollar teorias),
entendida como la actividad motivadora del avance de las teorias. Mientras que, en el escenario de la
competencia la solucién de problemas es una sub-competencia asociada a la capacidad de formular y
responder preguntas en y con las matematicas. La convergencia real es con relacion a la definicién de
problema, ahi definitivamente hay un consenso y se entiende que un problema es relativo al individuo y

una pregunta que se soluciona de una manera rutinaria ya no tendria tal categoria.

Otra caracteristica importante entre las dos teorias tiene que ver con la parte curricular y la parte
extracurricular. Entonces lo primero que se observa es que la teoria de competencias tiene un caracter
curricular, y su objetivo es el dominio de la matematica escolar, en cambio las competiciones son de
caracter extracurricular incluso recreativo y pretende contribuir al desarrollo del pensamiento matematico

de cada individuo.

Es importante resaltar que en esta investigacion el enlace entre estas dos teorias son las estrategias de
solucion y el numero de estrategias es un indicador de avance de mejora de la competencia, en términos
del radio de accion o el grado de cobertura y permite observar el nivel técnico de los estudiantes. También

el numero de estrategias es un indicador del desarrollo del pensamiento matematico.

También, en el esquema puede suponerse que el trabajo de competiciones es un nivel superior o contiene

a la propuesta de las competencias. pero jque hace que no sean dos marcos teéricos que se relacionen?
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La respuesta en el esquema es el caracter curricular o extra curricular de cada propuesta y también puede

ser esa la razon de suponer que uno puede estar en un nivel mas amplio que el otro.

Segln se presenta en esta investigacién la teoria de competencias empieza con la restriccion de
responder a cuestiones del curriculo y al dominio de la matematica escolar. Por ejemplo, la propuesta del
proyecto PISA, que elabora pruebas sobre competencias que estarian mas enfocadas al desarrollo del
entendimiento en el sentido que pretenden evaluar una o dos estrategias en particular, mejorarlas,

practicarlas e interiorizarlas en contextos que refieren solo a algunos temas de la matematica en general.

En cambio, el escenario de las competiciones tiene unos problemas con mas libertad lo que permite el
uso simultdneo de diferentes estrategias como se ha comprobado empiricamente en cada una de las
actividades que se han propuesto los dos tipos de retos. Sumado a esto, si hablamos en términos de los
temas, las competiciones se propone cubrir un conjunto mas amplio que el propuesto desde el campo

curricular.

Por ultimo, es muy importante resaltar que la definicién de competencias se aleja de la parte afectiva,
porque la competencia no quiere lidiar con esta. Esto crea una diferencia importantisima en relacion con
las competiciones. Entre los beneficios de trabajar con las competiciones tiene que ver con el manejo
afectivo, el manejo de la frustracion y el posible estrés que genera no poder avanzar en la solucién de un
problema, ademas de la idea de obtener el mejor rendimiento individual. Tal es el caso de los estudiantes
que prefieren el reto naranja porque les parece mas facil, es decir, no los pone a lidiar con el estrés de
algo que no saben hacer, pero se enfrenta con los estudiantes a quienes les gusta mas el reto azul,

porque se sienten libres y creativos.

Como resultado, aunque no se encuentra en la literatura documentos que relacionen explicitamente los

marcos referenciales de las competencias y las competiciones en matematicas, se obtienen como temas
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de convergencia entre las teorias: la solucion de problemas, el planteamiento de problemas, el

pensamiento matematico y un interés desde las competiciones por favorecer la educacién matematica.

Las competencias y las competiciones tienen dos intencionalidades diferentes. Desde los promotores de
las competiciones matematicas, aparece la intenciéon de incidir en el ambiente escolar, contribuir a
desarrollar el pensamiento matematico y propiciar un fuerte interés por el trabajo matematico que pueden
realizar los jovenes talentosos o no, desde sus propias experiencias y capacidades, mientas que las
investigaciones muestran cdmo las competencias tienen un caracter curricular, enfocado hacia el
desarrollo de habilidades, destrezas y la comprension de teorias y conceptos institucionalizados que se
deberian ensefar en la escuela. Por su parte, las competiciones, son de caracter extracurricular, centran
su atencion en la solucion de problemas como actividad del hacer matematico, y pretenden eontribuir a

desarrollar el talento para las matematicas.

Sin embargo, son pocas o0 nulas las investigaciones que ponen a dialogar estos dos marcos referenciales.
Entonces, ;Por qué no se encuentran investigaciones que relacionan los marcos referenciales de
competiciones y las competencias? La respuesta esta ligada a las diferencias desde las iniciativas, por
su parte las competencias, entendidas como la reunidn de habilidades, destrezas, capacidades, incluso
como la reunién de un conjunto de competencias para explicar el dominio de la matematica escolar-
curricular, mientras que las competiciones matematicas, como las Olimpiadas presentan un enfoque hacia
el desarrollo del pensamiento matematico, desde la premisa que la solucion de problemas retadores ha
sido la forma en la cual las teorias matematicas han evolucionado, entonces solucionar problemas es la
esencia del hacer matematico, pero no es una labor que nace desde una propuesta curricular, solo hasta
ahora Nieto-Said & Sanchez-Lamoneda (2022) proponen acercamientos hacia el curriculo de la

matematica escolar.
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Lo que si se puede establecer desde las investigaciones es que los dos marcos referenciales tienen un
punto en comun que es el uso de la solucidén de problemas, pero la posicion que le dan es totalmente
diferente, para la competicion es el eje central, mientras que para la teoria de competencias es solo una
competencia adicional. Ademas, segun las investigaciones revisadas existe un creciente interés por el
planteamiento de problemas como potenciador de la resolucion de problemas, la mejora de la
comprension y también la creatividad, que se centra en el uso de la heuristica y el desarrollo del

pensamiento matematico.

Otro punto comun de los marcos tedricos presentados es que los problemas deben posibilitar un
pensamiento flexible, adoptar diversos enfoques, utilizar estrategias y diversos modelos adecuados e
incorporar el pensamiento creativo y critico en la solucién. Entonces, puede pensarse que, aunque las
competiciones son preferentemente extracurriculares son una parte integral del proceso educativo
aportandole pertinencia al plan de estudios y fortaleciendo su interaccién con el campo de las
matematicas. Porque las competiciones representan los intereses y objetivos compartidos de
“matematicos en ejercicio, educadores de matematicas, profesores y estudiantes” (de Losada & Taylor,

2022, p.18.).
6.2. Aporte practico

Las conclusiones que se presentan a continuacion no pueden ser generalizadas a toda la poblacién y son
relativas al estudio realizado y a las muestras utilizadas en la tesis, sin embargo, proporcionan un

escenario de discusion y posibilidades de investigacion.

¢ Qué se observa (en términos de pensamiento matematico) en las soluciones realizadas por estudiantes
de aula regular al solucionar actividades que contrastan problemas del tipo PISA y problemas del tipo
olimpiadas (Canguro)?

e Existe dependencia estadistica entre las estrategias y los problemas propuestos.
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e | a comunicacion es un aspecto relevante en las soluciones presentadas.

e Se activan los dos subconjuntos de competencias, pero la que menos se observa es la del uso
de herramientas tecnologicas.

e Los dos tipos de problemas favorecen el desarrollo del pensamiento matematico.

e Se utilizan més estrategias en el reto Olimpiada que en el PISA

En el reto PISA los estudiantes utilizan como estrategia operaciones aritméticas y la comparacion. En el
reto Olimpiada los estudiantes utilizan como estrategias: las operaciones aritméticas, la comparacion,
revision de casos, apoyarse en una gréafica y buscar un patrén de comportamiento. Los dos tipos de
problemas son pertinentes para el aula regular, aunque los resultados muestran que los problemas tipo

Olimpiadas permiten aplicar mas estrategias.

En la investigacién se obtiene como favorable que las competiciones ofrecen: mayor cantidad de
estrategias, aplicacion a diversos temas de la matematica, su caracter es creativo y recreativo y no
necesariamente curricular, ni se propone hacer énfasis en algun tipo de estrategia. Con relacién a las
competencias: su enfoque de evaluacion ha cambiado en direccion al de las competiciones y en la
investigacion se observa la posibilidad de desarrollar el pensamiento matematico, pero esta marcado su
énfasis en la medicion curricular y el trabajo especializado en un conjunto de estrategias que limitan la
capacidad de este tipo de problemas. Entonces, la teoria de las competencias demuestra potencial, con
relacion al desarrollo del pensamiento matematico, sin embargo, queda limitada por el interés en el
dominio de la matematica escolar. Por su parte, las competiciones son de caracter extracurricular e
incluso recreativo y no esta necesariamente ligadas al curriculo escolar, lo que permite avanzar en mayor

medida en el desarrollo del pensamiento matematico de cada individuo.

El nimero de estrategias es un indicador del desarrollo del pensamiento matematico (competiciones) y

del grado de cobertura de la competencia de los estudiantes (competencias). Pero, la libertad tematica
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en las competiciones permite el uso simultdneo de un grupo variado de estrategias. El uso de la
discriminante permitidé determinar que algunas estrategias indican un mayor avance en el desarrollo del
pensamiento matematico y es necesario en el aula regular de estas edades, avanzar hacia la estrategia
encontrar un patron de comportamiento, aunque pueda que para estudiantes de niveles superiores las
estrategias relevantes sean otras. Las competiciones de resolucién de problemas son una buena
herramienta motivadora para el trabajo independiente y el estudio en profundidad de las matematicas, y
fomentan el desarrollo de habilidades para lidiar con problemas de todo tipo, no solo matematicos.
Finalmente, también para los estudiantes los dos tipos de reto son importantes y complementarios, porque
permiten el trabajo creativo, los procedimientos abiertos y el trabajo divertido vs el enfoque metddico con

procedimientos cerrados y especializados.
e RECOMENDACIONES

Aunque no se encuentran reportes de las investigaciones que relacionan las competencias y las
competiciones, este documento es un comienzo, en el propoésito de acercar dos marcos tedricos de
especial importancia a nivel internacional tal como lo ratifican las investigaciones descriptas en el
documento, sumado a la visibilidad internacional de los temas en las mesas de trabajo: TSG 17 Problem
posing and solving in mathematics education, y TSG 46 Mathematical Competitions and Other
Challenging Activities, del congreso internacional ICME 14 — International Congress on Mathematical

Education.

Es muy importante para el uso de dos marcos referenciales que utilizan términos semejantes poner en
evidencia si se refieren a lo mismo o son solo coincidencias en las expresiones que utilizan, porque
pueden referir a atributos totalmente diferentes, como es el caso presentado en el trascurso de este
escrito. Asi, la competencia de resolucion de problemas en matematicas a la manera de Mogens Niss y

sus colaboradores (Niss, 2015; Niss & Hgjgaard, 2019; Niss, Bruder, Planas, Turner, y Villa-Ochoa, 2016),
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es una sub competencia de la mathematical competency, mientras que para aquellos que pertenecen al
campo de competiciones matematicas (de Losada, 2017; Nieto-Said, Sanchez-Lamoneda, 2022) se
refieren a la solucién de problemas retadores como la actividad que permite promover el desarrollo del

pensamiento matematico

Actualmente, el desarrollo de competencias tiene un impacto en las propuestas curriculares de diferentes
paises, pero también, es importante darle la oportunidad a las solucion de problemas como actividad
acercando entornos como las olimpiadas matematicas al aula, como lo propone Kenderov (2006; 2009;
2022), la solucién de problemas desde el enfoque de las competiciones es favorable y complementaria a
la educacién formal, al proceso de ensefianza y aprendizaje, y en general influye sobre el rendimiento del

sistema educativo.

También se propone que juntamente con el enfoque de competencias, se realice el uso simultaneo de
problemas retadores en las clases, a fin de que cada estudiante logre su mejor nivel personal de desarrollo
matematico y también, avanzar en la solucion de problemas mediante el uso de diferentes estrategias no
necesariamente aprendidas en el ambiente escolar, sino acercar a los estudiantes a la experiencia
aportada desde las olimpiadas matematicas y permitir el ingenio y la creatividad. Pero teniendo presente
que los dos marcos utilizan términos aparentemente iguales, desde dos intencionalidades diferentes. En
este sentido se sugiere al lector revisar las evaluaciones internacionales del proyecto PISA, en

comparacion a las pruebas del Canguro Matematico.

Por Ultimo, una propuesta final hacia el marco de las competiciones. Desde lo realizado en la
investigacion, se observa que los estudiantes realmente apropian un entendimiento conceptual, se les
puede ver en sus soluciones fluidez procedimental y en el conjuntos de estrategias y decisiones que se
realizan se puede determinar una competencia estratégica que si se homologa a la teoria de

competencias, corresponden al nivel técnico, el grado de cobertura y el radio de accién, Sin embargo,
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considero que las competiciones ofrecen una cuestion adicional, con relacién al razonamiento adaptativo,
porque se requiere ingenio, creatividad y también una disposicion productiva que se ha mencionado como
el manejo afectivo, la tolerancia a estar estancado, la autorregulacién de caracter emocional en el proceso
de solucion de un problema, cuando se estd estancado (Mason, Burton y Stacey) o el estudiante se
enfrenta a solucionar situaciones totalmente nuevas, no necesariamente curriculares. Entonces, es muy
recomendable el uso de los dos tipos de problemas, tanto PISA como Olimpiadas en el salon de clase
teniendo como referencia los resultados presentados en esta investigacion y reconocer que las
competiciones matematicas también pueden desarrollar habilidades afectivas como la tolerancia a la

frustracion y la autorregulacion emocional, ademas de habilidades técnicas.
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e ANEXO1

Tabla Conjunto de problemas propuestos en la ronda final de primaria®

Problemas 1al 5

Problemas 6 al 10

En la lista de numeros 3, 8, 13, 18, ..., 98,
hay 20 numeros, y cada numero después
del primero es cinco mas que el nimero
anterior. Todos los numeros se adicionan
para obtener la suma. ¢ Cual es el digito en

las unidades en la suma que se obtiene?

. 3 ’
Amanda vierte " de su agua en la botella vacia de
, , . 3
Barbara. Luego, Barbara vierte Ede su agua en la

, . 1
botella vacia de Carlos. Carlos luego vierte > de su

agua en la botella vacia de David. Si David ahora
tiene 18 onzas de agua, ¢ cuantas onzas de agua le

quedaron a Amanda?

Un rectangulo tiene un perimetro de 26cm
y el largo y el ancho son numeros enteros.
¢Cual es la mayor area posible que este

rectangulo puede tener, en cm cuadrados?

Un cuadrado perfecto es el resultado de multiplicar un
numero entero positivo por si mismo exactamente dos
veces. [Ejemplo: 49 es un cuadrado perfecto porque
7 x 7 =49]. El nimero entero positivo N, se multiplica
por 150 y el resultado es un cuadrado perfecto. ¢Cual
es el menor valor posible para el nimero entero

positivo N?

Un cuadrado tiene un punto interno P tal

que las distancias ;

perpendiculares de P !
P!

a los cuatro lados ~ fr==m=mmmmees *--

son: 1cm, 2cm, 3cmy

4cm,
respectivamente. ;Cuantos otros puntos
en el interior del cuadrado tienen esta

propiedad? (Tiempo sugerido 5 minutos)

En la suma que se muestra, cada letra representa un
digito, letras diferentes representan digitos diferentes y
ningun digito inicial puede ser igual a 0, de modo que
ROTOR, LEVEL y STATS son numeros de cinco
digitos.

ROTOR

T ILEVE L
STATS

¢ Cual es el mayor valor posible para STATS en la suma

que se muestra, dado que V=1?

66 ®Todos los Derechos Reservados OCM y MOEMS. Olimpiada Colombiana de Matematicas.
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Después del primer kildmetro de la carrera
de atletismo del colegio, Paty fue la
pendltima. En el siguiente kildmetro, Paty
logré adelantar a siete corredores. En el
corredores la

tercer kilometro, dos

adelantaron. En el kilometro final, Paty
paso6 a ocho corredores, pero otros cuatro
corredores la adelantaron. Paty termind
novena. ¢ Cuantas personas participaron en

la carrera?

Sandra recorta cuadrados de papel de la siguiente
manera: Comienza con un rectangulo de papel de 43 x
47, corta el papel para quitar el cuadrado mas grande
posible. Luego, con la pieza rectangular restante, la

vuelve a cortar para 47

quitar el cuadrado
mas grande posible. 43

Sandra continta

haciendo esto hasta que la pieza restante sea un
cuadrado. ¢Cuantos cuadrados tiene Sandra al final y

de qué tamario son?

Hay 12 sillas igualmente espaciadas
alrededor de una mesa circular, y
enumeradas del 1 al 12. ;De cuantas
maneras diferentes se puede elegir dos

sillas que no estén una frente a la otra?

Hay un dado octaédrico (dado de 8 caras) cuyas caras
tienen cada una un numero diferente del conjunto {1, 2,
3, 4,5, 6,7, 8.

probabilidad de aparecer en la parte

Cualquier cara tiene la misma

superior cuando el dado se lanza. El
dado se lanza dos veces y el nimero

que aparece en la parte superior

S 4

después de la primera tirada se multiplica por el

numero que aparece en la parte superior despues de
la segunda tirada. De todos los productos diferentes
que se pueden obtener, jcuantos y cuales son

divisibles por 9?
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